Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 293, 2002 g.

A. S. Kulikov, S. S. Fedin

REXENIE ZADAQI O MAKSIMAL^NOM SEQENII ZA VREM˚ 2^{|E|/4}

1. Vvedenie

�ksponencial~nye ocenki vremeni raboty v naihudxem sluqae dlØ NP-trudnyh zadaq. NP-trudnye zadaqi voznika¸t estestvennym obrazom v razliqnyh oblastØh informatiki. Izvestny razliqnye ffksponencial~nye verhnie ocenki vremeni raboty algoritmov, rexa¸wih podobnye zadaqi. Bol~xinstvo poluqennyh rezul~tatov kasaetsØ SAT – zadaqi vypolnimosti propozicional~noæ formuly v kon¨¸nktivnoæ normal~noæ forme (KNF). Kak pravilo, algoritmy, rexa¸wie SAT, ispol~zu¸t lokal~nyæ poisk ili rasweplenie (obzor fftih metodov sm., naprimer, v [3]).

Zadaqa MAX-CUT. V nastoØweæ stat~e my rassmatrivaem drugu¸ NP-trudnu¸ zadaqu, a imenno, MAX-CUT. Zadaqa sostoit v nahoßdenii dlØ zadannogo neorientirovannogo grafa

G = (V, E) (v kotorom meßdu verxinami mogut byt~ kratnye

rebra) seqeniØ maksimal~nogo vesa, to est~ takogo razbieniØ mnoßestva verxin V na dva podmnoßestva V_1 i V_2, qto koliqestvo reber (u_1, u_2) ∈ E, dlØ kotoryh u_1 ∈ V_1 i u_2 ∈ V_2, bylo by maksimal~no. Zadaqa MAX-CUT byla predloßena Karpom [5] i davno izvestna kak NP-polnaØ. Bolee togo, MAX-CUT ØvlØetsØ MAX-SNP-trudnoæ zadaqeæ [7], to est~ suwestvuet takaØ konstanta c < 1, qto suwestvovanie c-priblißennogo algoritma dlØ fftoæ zadaqi vleqet za soboæ ravenstvo P = N P [1].

Pomimo teoretiqeskoæ vaßnosti, zadaqa MAX-CUT imeet priloßeniØ v razrabotke shem i v statistiqeskoæ fizike (Barahona i dr. [2]). Podrobnyæ obzor priloßeniæ zadaqi MAX-CUT moßno naæti v stat~e PolØka i Tuzy [6].

Pri qastiqnoæ podderßke granta ˝1 6-go konkursa-ffkspertizy nauqnyh proektov molodyh uqenyh RAN (1999). 129

130 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN

Verhnie ocenki v naihudxem sluqae dlØ MAX-CUT. ProstaØ ocenka O(2^{nd/(d+1)}), gde n – ffto koliqestvo verxin, a d – ffto maksimal~naØ stepen~ verxiny, dana v [8]. Nedavno Gramm i dr. [4] postroili algoritm, rexa¸wiæ MAX-CUT za vremØ

O(2^{M/3}), gde M – koliqestvo reber v grafe. �ta ocenka osobenno

interesna dlØ grafov s ograniqennoæ stepen~¸ verxin: esli d = 3, to MAX-CUT moßet byt~ rexena za vremØ O(2^{n/2}), a esli d = 4 – to za vremØ O(2^{2n/3}). V dannoæ stat~e my uluqxaem fftu ocenku do O(2^{M/4}).

Osnovnye idei naxego algoritma. Kak i algoritm iz [4], nax algoritm ØvlØetsØ tipiqnym algoritmom, ispol~zu¸wim metod raswepleniØ. Imenno, on ispol~zuet proceduru, nazyvaemu¸ proceduroæ raswepleniØ, kotoraØ svodit zadaqu dlØ grafa G k zadaqe dlØ dvuh grafov s men~xim koliqestvom reber. Pered raswepleniem kaßdogo iz dvuh poluqennyh grafov algoritm moßet uprostit~ ih, ispol~zuØ pravila preobrazovaniØ.

Algoritm iz [4] preobrazuet individual~nu¸ zadaqu MAX- CUT v individual~nu¸ zadaqu MAX-2-SAT i rexaet posledn¸¸. V to vremØ, kak analiz fftogo algoritma ispol~zuet tot fakt, qto vhodnaØ formula poluqena iz individual~noæ zadaqi MAX-CUT, sam algoritm fftot fakt ne ispol~zuet. V otliqie ot vyxeupomØnutogo algoritma nax algoritm rexaet neposredstvenno zadaqu MAX-CUT. Tak kak sootvetstvu¸wie grafam formuly v 2-KNF ime¸t specifiqesku¸ strukturu, my moßem ispol~zovat~ pravila preobrazovaniØ, primenimye lix~ k fftim formulam, vmesto obyqnyh pravil preobrazovaniØ, primenimyh k l¸bym individual~nym zadaqam MAX-2-SAT.

Nax algoritm rabotaet s nebol~xim obobweniem zadaqi

MAX-CUT: kaßdoæ verxine grafa my pripisyvaem dva qisla Δ_1

i Δ_2, takie qto Δ_i (gde i ∈ {1, 2}) oboznaqaet ves, kotoryæ budet dobavlen k maksimal~nomu seqeni¸, esli ffta verxina popadet v sootvetstvu¸wee mnoßestvo V_i. GovorØ neformal~no, ffti dva qisla sootvetstvu¸t ediniqnym klozam formuly v 2-KNF, poluqennym posle raswepleniØ individual~noæ zadaqi MAX-CUT, predstavlennoæ formuloæ v 2-KNF. Odnako, nesmotrØ na to, qto ediniqnye klozy ne sqita¸tsØ v algoritme iz [4], oni ne mogut byt~ udaleny v MAX-2-SAT (i ffto nakladyvaet nekotorye ograniqeniØ na pravila uproweniØ formuly). Naprotiv, Δ_1 i Δ_2 pozvolØ¸t uprowat~ grafy s Δ_i-mi analogiqno obyqnym gra-

ZADAQA O MAKSIMAL^NOM SEQENII 131

fam. V qastnosti, nax algoritm ispol~zuet novoe pravilo preobrazovaniØ, kotoroe udalØet koneqnye verxiny (v grafe s Δ_imi). �to pravilo takße moßet byt~ sformulirovano v terminah zadaqi MAX-2-SAT: ono udalØet peremennu¸, poØvlØ¸wu¸sØ lix~ v dvuh 2-klozah ravnogo vesa (ffti dva 2-kloza sootvetstvu- ¸t rebru) i v neskol~kih 1-klozah. �to pravilo pomogaet nam nahodit~ maksimal~noe seqenie v nekotoryh special~nyh grafah. Naprimer, my za polinomial~noe vremØ moßem naæti maksimal~noe seqenie v grafe (s Δ_i-mi), v kotorom kaßdaØ verxina imeet stepen~ 2.

My pokaßem, qto poqti na kaßdom xage algoritma moßno sdelat~ rasweplenie, sootvetstvu¸wee rekurrentnomu neravenstvu

T (|E|) ≤ 2·T (|E|−4)+poly(|E|) dlØ vremeni raboty (gde T (|E|) obo-

znaqaet maksimal~noe vozmoßnoe vremØ, kotoroe algoritm budet rabotat~ na grafe s |E| rebrami). Edinstvennym grafom, v kotorom takogo raswepleniØ ne suwestvuet, ØvlØetsØ graf, v kotorom kaßdaØ verxina imeet rovno treh sosedeæ, i ne soderßawiæ kratnyh reber. My dokaßem, qto takoæ sluqaæ moßet poØvit~sØ ne bolee odnogo raza na l¸boæ iz vetok dereva raswepleniØ. OrganizaciØ stat~i. Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom: v razdele 2.1 da¸tsØ osnovnye opredeleniØ. V razdelah 2.2 i 2.3 my opisyvaem procedury inicializacii i raswepleniØ. V razdele 2.4 opisyva¸tsØ pravila preobrazovaniØ, kotorye my ispol~zuem. I nakonec, osnovnoæ algoritm i ego analiz dany v razdele 2.5.

2. Nax rezul~tat 2.1. Osnovnye opredeleniØ. DlØ predstavleniØ grafa s kratnymi rebrami my rassmatrivaem graf, v kotorom kaßdomu rebru prisvoen celoqislennyæ ves (takim obrazom, v dal~neæxem my predpolagaem, qto meßdu l¸bymi dvumØ verxinami suwestvuet ne bolee odnogo rebra). Pri pomowi |F | my oboznaqaem summarnyæ ves reber mnoßestva F . Pust~ W (u, v) oboznaqaet ves rebra meßdu verxinami u i v. W (v) oboznaqaet summarnyæ ves reber meßdu verxinoæ v i ee sosedØmi, a W (G) – ves grafa

G = (V, E): W (G) =^1_2 P_{v∈V} W (v). Qerez Deg(v) my oboznaqaem stepen~ verxiny v, to est~ koliqestvo ee sosedeæ.

Ves seqeniØ dlØ razbieniØ (V_1, V_2) mnoßestva verxin V – ffto summa vesov teh reber (u_1, u_2), dlØ kotoryh u_1 ∈ V_1, u_2 ∈ V_2. Raz-

132 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN

bienie (V_1, V_2) nazyvaetsØ optimal~nym, esli ono sootvetstvuet seqeni¸ maksimal~nogo vozmoßnogo vesa.

V naqale naxego algoritma mnoßestva V_1 i V_2 pusty. Na kaßdom xage my perenosim nekotorye verxiny iz mnoßestva V v odno iz mnoßestv razbieniØ (pri udalenii verxiny iz mnoßestva V my takße udalØem vse smeßnye s neæ rebra iz mnoßestva E). Takim obrazom, nekotorye rebra dobavlØ¸tsØ v seqenie.

CurrentCut – ffto peremennaØ, oboznaqa¸waØ ves fftogo seqeniØ.

My ispol~zuem Δ_1 i Δ_2 – celoqislennye funkcii na mnoßestve verxin. Intuitivnyæ smysl fftih funkciæ zakl¸qaetsØ v sledu¸wem: Δ_1(v) (ili Δ_2(v)) – ffto qislo, kotoroe budet dobavleno k tekuwemu znaqeni¸ seqeniØ pri dobavlenii verxiny v vo mnoßestvo V_1 (sootvetstvenno V_2). �ti funkcii pomoga¸t nam sohranØt~ informaci¸ o vese udalennyh reber sledu¸wim obrazom. Predpoloßim, graf soderßit verxiny u i v, takie qto

(u, v) ∈ E, i na nekotorom xage naxego algoritma my perenosim

v iz V v V_1. V fftom sluqae my dolßny zapomnit~, qto esli my perenesem u v V_2, to W (u, v) budet dobavleno k vesu seqeniØ. S fftoæ cel~¸ my izmenØem Δ_2(u) takim obrazom: Δ_2(u) = Δ_2(u)+W (u, v).

2.2. Procedura inicializacii. My predpolagaem, qto kaßdyæ poØvlØ¸wiæsØ v naxem algoritme graf G sostoit iz mnoßestva verxin G.V , mnoßestva reber G.E (kaßdomu rebru prisvoen celoqislennyæ ves), peremennoæ G.CurrentCut i dvuh funkciæ G.Δ_1 and G.Δ_2 (iz opisaniØ algoritma legko sleduet, qto na kaßdom ego xage 0 ≤ Δ_1(v), Δ_2(v) ≤ |E| dlØ l¸- boæ verxiny v). Ves seqeniØ (V_1, V_2) dlØ takogo grafa raven

P_{(u,v)∈E,u∈V1,v∈V2 W (u, v) +} P_{u∈V1 Δ1(u) +} P_{u∈V2 Δ2(u). Pered pri-}

meneniem algoritma k grafu G my primenØem sledu¸wu¸ proceduru:

Procedura Init(graf G) G.CurrentCut = 0 FOR each u ∈ G.V

Δ_1(u) = 0, Δ_2(u) = 0

end FOR

ZADAQA O MAKSIMAL^NOM SEQENII 133

2.3. Rasweplenie. Pri pomowi raswepleniØ my svodim zadaqu dlØ grafa G k zadaqe dlØ dvuh grafov G[v ∈ V_1] i G[v ∈ V_2] (gde v ∈ V ). My proizvodim rasweplenie, ispol~zuØ sledu¸wu¸ proceduru:

Procedura Split(graf G, verxina v)

FOR i = 1, 2 (a) G[v ∈ V_i].CurrentCut = G.CurrentCut + Δ_i(v) (b) G[v ∈ V_i].E = G.E (c) G[v ∈ V_i].V = G.V − {v} (d) FOR each u ∈ G[v ∈ V_i]

G[v ∈ V_i].Δ_1(u) = G.Δ_1(u), G[v ∈ V_i].Δ_2(u) = G.Δ_2(u) end FOR (e) FOR each u ∈ G.V IF (u, v) ∈ G.E G[v ∈ V_i].Δ_{3−i}(u) = G[v ∈ V_i].Δ_{3−i}(u) + W (u, v), G[v ∈ V_i].E = G[v ∈ V_i].E − {(u, v)} end IF end FOR end FOR return G[v ∈ V_1] and G[v ∈ V_2]

Procedura raswepleniØ udalØet verxinu v i vse ee rebra iz grafa i sohranØet v Δ_i(u) informaci¸ o tom, qto esli u i v prinadleßat raznym mnoßestvam razbieniØ, to (u, v) vhodit v seqenie. Oqevidno, M axCut(G) = max{M axCut(G[v ∈

V_1]), M axCut(G[v ∈ V_2])}. Otmetim, qto W (G[v ∈ V_1]) = W (G[v ∈ V_2]) = W (G) − W (v).

2.4. Pravila preobrazovaniØ. DlØ nahoßdeniØ maksimal~nogo seqeniØ dostatoqno rassmotret~ vse seqeniØ i vybrat~ iz nih optimal~noe. Takim obrazom, dlØ kaßdoæ verxiny v my dolßny rassmotret~ dva sluqaØ: v ∈ V_1 i v ∈ V_2. No v nekotoryh situaciØh moßno dokazat~, qto po kraæneæ mere v odnom optimal~nom razbienii v prinadleßit odnomu (konkretnomu) iz fftih mnoßestv. V takoæ situacii net neobhodimosti v razbore sluqaØ, kogda v prinadleßit drugomu mnoßestvu. Pravila preobrazovaniØ pomoga¸t nam obrabatyvat~ takie verxiny.

Korrektnoe pravilo preobrazovaniØ zamenØet graf G na bolee prostoæ graf G^′, takoæ qto M axCut(G) = M axCut(G^′), to

134 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN

est~ korrektnoe pravilo preobrazovaniØ sohranØet ves maksimal~nogo seqeniØ. Kaßdoe pravilo preobrazovaniØ vypolnimo za polinomial~noe vremØ i ne uveliqivaet summarnogo vesa reber.

Niße my privodim spisok ispol~zuemyh v naxem algoritme pravil preobrazovaniØ i dokazyvaem ih korrektnost~. Pravilo 1: garantirovannoe znaqenie. Dannoe pravilo izmenØet graf sledu¸wim obrazom:

FOR each u ∈ G.V G.CurrentCut = G.CurrentCut + min{Δ_1(u), Δ_2(u)} G.Δ_1(u) = G.Δ_1(u) − min{Δ_1(u), Δ_2(u)} G.Δ_2(u) = G.Δ_2(u) − min{Δ_1(u), Δ_2(u)} end FOR

Lemma 1. Pravilo 1 korrektno.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto v liste dereva raswepleniØ kaßdaØ verxina dolßna nahodit~sØ v odnom iz mnoßestv V_1 ili

V_2. Takim obrazom, kogda verxina v dobavlØetsØ v odno iz mno-

ßestv razbieniØ, po kraæneæ mere min{Δ_1(v), Δ_2(v)} pribavlØet- sØ k CurrentCut. Pravilo 2: izolirovannaØ verxina. Esli graf soderßit verxinu v vesa 0, Pravilo 2 preobrazuet graf takim obrazom: G.V = G.V −{v}, G.CurrentCut = G.CurrentCut+max{Δ_1(v), Δ_2(v)}. Korrektnost~ fftogo pravila oqevidna.

Pravilo 3: koneqnaØ verxina. Predpoloßim, qto G soderßit verxiny v i u, takie qto (u, v) ∈ E i Deg(v) = 1. Zametim, qto hotØ by odno iz qisel Δ_1(v) i Δ_2(v) ravno 0 (v protivnom sluqae primenim pravilo 1). Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto

Δ_2(v) = 0.

Esli Δ_1(v) ≥ W (u, v), to pravilo 3 preobrazuet graf sledu¸- wim obrazom: Δ_2(u) = Δ_2(u)+W (u, v), CurrentCut = CurrentCut+ Δ_1(v), E = E − {(u, v)}, V = V − {v}. Esli ße Δ_1(v) < W (u, v), to tak: Δ_2(u) = Δ_2(u) + Δ_1(v), CurrentCut = CurrentCut + W (u, v), E = E − {(u, v)}, V = V − {v}. Lemma 2. Pravilo 3 korrektno.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sluqaæ, kogda Δ1(v) ≥ W (u, v). Predpoloßim, v kakom-to iz optimal~nyh razbieniæ v ∈ V_2. Perenesem togda v iz V_2 v V_1. ˚sno, qto pri fftom ves seqeniØ ne

ZADAQA O MAKSIMAL^NOM SEQENII 135

umen~xilsØ, to est~ poluqennoe seqenie takße ØvlØetsØ optimal~nym. �to oznaqaet, qto my ne dolßny rassmatrivat~ sluqaæ, kogda v ∈ V_2. Takim obrazom, my prosto sohranØem v grafe informaci¸ o tom, qto (v, u) budet dobavleno k seqeni¸, esli

u ∈ V_2. Posle qego my pribavlØem Δ_1(v) k CurrentCut i udalØem

v iz grafa.

Predpoloßim teper~, qto Δ_1(v) < W (u, v). Zametim, qto esli suwestvuet optimal~noe razbienie, v kotorom u i v prinadleßat odnomu i tomu ße mnoßestvu V_i, to pri perenose v iz V_i v

V_{3−i} my uveliqim ves seqeniØ. Sledovatel~no, l¸boe optimal~-

noe seqenie soderßit rebro (u, v). Takim obrazom, my sohranØem informaci¸ o tom, qto esli v optimal~nom razbienii verxina u prinadleßit mnoßestvu V_2, to v budet v V_1 i, sledovatel~- no, Δ_1(v) budet pribavleno k CurrentCut. Dalee my pribavlØem

W (u, v) k CurrentCut i vykidyvaem v iz grafa.

Pravilo 4: malaØ komponenta svØznosti. My legko moßem naæti optimal~noe seqenie dlØ maloæ (skaßem, ne bolee, qem s qetyr~mØ rebrami) komponenty svØznosti grafa G. Takim obrazom, pravilo 4 vykidyvaet taku¸ komponentu iz G i pribavlØet ves maksimal~nogo seqeniØ fftoæ komponenty k G.CurrentCut. 2.5. Algoritm. V fftom razdele my predstavlØem Algoritm

MaxCut, kotoryæ rexaet zadaqu MAX-CUT za vremØ poly(|E|) · 2^{|E|/4}, gde |E| oboznaqaet summarnyæ ves reber vo vhodnom gra-

fe. My privodim sam algoritm i dalee dokazyvaem ego korrektnost~ i ocenivaem vremØ ego raboty.

Algoritm MaxCut Vhod: Graf G posle primeneniØ Procedury Init. Vyhod: Ves maksimal~nogo seqeniØ dlØ G. Metod 1. PrimenØt~ pravila 1–4 k G, poka hotØ by odno iz nih primenimo.

2. Esli G ne soderßit reber, vydat~ CurrentCut. 3. Esli G soderßit netrivial~nu¸ komponentu svØznosti G_1, vydat~ M axCut(G_1) + M axCut(G − G_1). 4. Esli G soderßit verxinu v vesa hotØ by 4, to vydat~^1 max{M axCut(G[v ∈ V_1]), M axCut(G[v ∈ V_2])}. 1V dal~neæxem qerez G[v ∈ V_1] i G[v ∈ V_2] my oboznaqaem grafy, postroennye Proceduroæ Split.

136 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN

5. Esli G soderßit verxiny u i v, takie qto W (u, v) = 2, vydat~ max{M axCut(G_1), M axCut(G_2)}, gde G_1 i G_2 – grafy, poluqennye iz G[v ∈ V_1] i G[v ∈ V_2], sootvetstvenno, posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ.

6. Esli kaßdaØ verxina G imeet stepen~ 2, vybrat~ l¸bu¸ verxinu v i vydat~ max{M axCut(G_1), M axCut(G_2)}, gde G_1 i G_2 – grafy, poluqennye iz G[v ∈ V_1] i G[v ∈ V_2], sootvetstvenno, posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ.

7. Esli G soderßit verxiny u, v, takie qto Deg(v) = 3, Deg(u) = 2, (u, v) ∈ G.E, vydat~ max{M axCut(G_1), M axCut(G_2)}, gde G_1 i G_2 – grafy, poluqennye iz G[v ∈ V_1] i G[v ∈ V_2] soot-

vetstvenno, posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ. 8. Esli kaßdaØ verxina G imeet stepen~ 3, a kaßdoe rebro imeet ves 1, vydat~ max{M axCut(G[v ∈ V_1]), M axCut(G[v ∈ V_2])} dlØ proizvol~noæ verxiny v.

Teorema 1. DlØ zadannogo neorientirovannogo grafa G = (V, E), v

kotorom rebram prisvoeny celoqislennye vesa, algoritm MaxCut nahodit ves makcimal~nogo seqeniØ dlØ G za vremØ poly(|E|)·2^{|E|/4}, gde |E| – ffto summarnyæ ves reber grafa G.

Dokazatel~stvo.

Korrektnost~. Korrektnost~ pravil preobrazovaniØ pokazana v razdele 2.4. Korrektnost~ xagov algoritma MaxCut oqevidna. Niße my pokaßem, qto l¸boæ graf posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ udovletvorØet odnomu iz usloviæ xagov 2–8.

Predpoloßim, qto graf G ne udovletvorØet ni odnomu iz usloviæ xagov 2–7. V takom sluqae G svØzen. G ne soderßit reber vesa hotØ by 3, tak kak v nem net verxin vesa hotØ by 4 i koneqnyh verxin. Takße v G net reber vesa 2, tak kak on ne udovletvorØet uslovi¸ xaga 5. Takim obrazom, kaßdoe rebro imeet ves 1, a kaßdaØ verxina imeet stepen~ 2 ili 3. Esli stepen~ kaßdoæ verxiny ravna 2, to G udovletovorØet uslovi¸ xaga 6. Esli G soderßit kak verxiny stepeni 2, tak i verxiny stepeni 3, to v nem est~ verxiny u i v, takie qto

Deg(u) = 2, Deg(v) = 3, (u, v) ∈ E (tak kak G svØzen). V fftom slu-

qae G udovletvorØet uslovi¸ xaga 7. V ostavxemsØ sluqae kaßdaØ verxina grafa G imeet stepen~ 3, to est~ G udovletvorØet uslvoi¸ xaga 8.

VremØ raboty. Posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ k G algoritm MaxCut delaet (do teh por, poka G ne stanet trivi-

ZADAQA O MAKSIMAL^NOM SEQENII 137

al~nym) dva rekursivnyh vyzova dlØ grafov s men~ximi summarnymi vesami reber na odnom iz xagov 3–8. ˚sno, qto vremØ raboty algoritma skladyvaetsØ iz vremeni raboty oboih rekursivnyh vyzovov i vremeni, potraqennogo na ffti vyzovy. Takim obrazom, vremØ raboty s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ ravno koliqestvu verxin (ili list~ev) v dereve rekursii.

Teper~ pokaßem, qto na xagah 3–7 my moßem sdelat~ rekursivnyæ vyzov dlØ grafov G_1 i G_2, takih qto |G.E| − |G_1.E| ≥

4, |G.E| − |G_2.E| ≥ 4 (ffto sootvetstvuet rekurrentnomu neraven-

stvu L(M ) ≤ 2·L(M −4) na koliqestvo list~ev v dereve raswepleniØ, gde L(m) oboznaqaet maksimal~noe vozmoßnoe koliqestvo list~ev v dereve raswepleniØ dlØ grafa s m rebrami, postroennom algoritmom MaxCut). �to utverßdenie oqevidno dlØ xagov 3 i 4. Esli G udovletovorØet usloviØm xagov 5 ili 7, togda

W (v) = 3 v grafe G (v silu togo, qto v G net koneqnyh verxin i

verxin vesa hotØ by 4) i W (u) = 1 v grafah G[v ∈ V_1] i G[v ∈ V_2] (t.e. u ØvlØetsØ koneqnoæ, i pravilo 2 udalØet ee iz fftih grafov). Takim obrazom, dlØ oboih grafov G_1 i G_2, poluqa¸wihsØ iz grafa G na xagah 5 ili 7, |G_i.E| = |G.E| − 4 (gde i = 1, 2) i neravenstvo na vremØ raboty vypolnØetsØ. Esli G udovletvorØet uslovi¸ xaga 6, to verxiny grafa obrazu¸t cikl. Togda posle raswepleniØ my moßem udalit~ vse ostavxiesØ verxiny posredstvom pravila 2.

Dokaßem teper~, qto esli G udovletovorØet uslovi¸ xaga 8 i ne udovletvorØet ni odnomu iz usloviæ drugih xagov, to vse poluqa¸wiesØ pri dal~neæxih vyqisleniØh grafy fftomu uslovi¸ udovletvorØt~ ne budut. Predpoloßim protivnoe: kaßdaØ verxina grafa G imeet stepen~ 3, i posle primeneniØ nekotoryh pravil preobrazovaniØ i xagov naxego alogritma G preobrazovan v G_1, kotoryæ udovletvorØet tomu ße uslovi¸. Netrudno videt~, qto ni pravila preobrazovaniØ, ni xagi naxego algoritma ne uveliqiva¸t stepeni verxin. Znaqit, G_1 byl komponentoæ svØznosti v G, qto protivoreqit faktu, qto G byl svØzen.

Kak my pokazali vyxe, kaßdaØ vetka dereva raswepleniØ soderßit ne bolee odnogo grafa, udovletvorØ¸wego uslovi¸ xaga 8. Sledovatel~no, koliqestvo list~ev fftogo dereva sostavlØet O(2^{|E|/4}).

138 A. S. KULIKOV, S. S. FEDIN

Zameqanie 1. ˚sno, qto polinomial~nyæ somnoßitel~, poØvlØ- ¸wiæsØ v ocenke vremeni raboty naxego algoritma, ØvlØetsØ lineænym v unit-cost RAM modeli i imeet nebol~xu¸ stepen~ v l¸boæ drugoæ razumnoæ modeli vyqisleniæ.

Blagodarnosti. Avtory priznatel~ny �. A. Girxu za privleqenie ih vnimaniØ k zadaqe i za cennye zameqaniØ. Mnogoqislennye kommentarii anonimnyh recenzentov takße znaqitel~no uluqxili kaqestvo stat~i.

Literatura

1. S. Arora, C. Lund, R. Motwani, M. Sudan, and M. Szegedy, Proof verification and hardness of approximation problems. — in: Proceedings of the 33rd Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (1992), 14–23.

2. F. Barahona, M. Grotschel, M. Jünger, and G. Reinelt, An application of combinatorial optimization to statistical physics and circuit layout design. — Operations Research, 36 (1988), 493–513.

3. M. A. Vsemirnov, �. A. Girx, E. ˚. Dancin, S. V. Ivanov, Algoritmy dlØ propozicional~noæ vypolnimosti i verhnie ocenki ih sloßnosti. — Zap. nauqn. semin. POMI, 277 (2001), 14–46.

4. J. Gramm, E. A. Hirsch, R. Niedermeier, and P. Rossmanith, New worst-case upper bounds for MAX-2-SAT with application to MAX-CUT. — Technical Report 00- 037, Electronic Colloquium on Computational Complexity (2000). To appear in Discrete Applied Mathematics.

5. R. M. Karp, Reducibility among combinatorial problems. — in: R. Miller and J.

Thatcher, eds., Complexity of Computations, Plenum Press, New York (1972), 85–103.

6. S. Poljak and Z. Tuza, Maximum cuts and large bipartite subgraphs. — DIMACS

Series in Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, 20 (1995), 181– 244.

7. C. H. Papadimitriou and M. Yannakakis, Optimization, approximation, and complexity classes. — J. Computer and System Sciences, 43 (1991) 425–440.

8. U. Zwick, Soobwenie avtoram stat~i [4] (2000).

Fedin S. S., Kulikov A. S. A 2^jE^j=4 -time Algorithm for MAX-CUT.

In this paper we present an exact algorithm solving MAX-CUT in time poly(|E|) ·

2^jE^j=4 , where |E| is the number of edges (there can be multiple edges between two ver-

tices). This bound improves the previously known bound poly(|E|) · 2^jE^j=3 of Gramm

et al. (2000).

Postupilo 8 dekabrØ 2002 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: ask@AK8436.spb.edu fss@SF8469.spb.edu