Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

˚. I. Belopol~skaØ^∗, V. �. Vol~koviq, L. B. Klebanov^†

HARAKTERIZACI˚ �LLIPTIQESKIH RASPREDELENI`

1. Postanovka zadaqi. Koneqnomernyæ sluqaæ V fftoæ rabote my rassmotrim fflliptiqeskie raspredeleniØ v prostranstve R^d i pokaßem, qto oni mogut byt~ oharakterizovany kak ffkstremal~nye dlØ nekotoryh veroØtnostnyh metrik. My obobwim takße poluqennye rezul~taty na sluqaæ beskoneqnomernogo gil~bertova prostranstva.

Rassmotrim sluqaænyæ vektor X ∈ R^d.

Opredelenie 1.1. Skaßem, qto X imeet fflliptiqeskoe ras-

predelenie (s parametrami U i C) s centrom v naqale koordinat, esli suwestvu¸t ortogonal~naØ matrica U i nevyroßdennaØ diagonal~naØ matrica C takaØ, qto dlØ l¸boæ ortogonal~noæ matricy A raspredelenie Y = U X invariantno otnositel~no gruppy, poroßdennoæ C^{−1}AC.

Oboznaqim Q = (C^{−1}U ), B = Q^T Q i D = Q^{−1}AQ (zdes~ T - znak transponirovaniØ) i vvedem v R^d skalØrnoe proizvedenie (x, y)_B = x^T By, x, y ∈ R^d. (1.1) Naxa cel~ – dokazat~ sledu¸wiæ fakt:

Pust~ X i X^′ – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye vektory. Dopustim, qto U, A, B, C, D – matricy, opredelennye vyxe. Predpoloßim, qto gruppa, poroßdennaØ matriceæ A sovpadaet s gruppoæ vseh d × d ortogonal~nyh matric. Togda IE‖X − DX^′‖^r_B ≥ IE‖U X − U X^′‖^r_B, priqem ravenstvo imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda X imeet fflliptiqeskoe raspredelenie s parametrami U i C. Zdes~ r ∈ (0, 2) – fiksirovannoe qislo.

�Rabota byla podderßana DFG Project 436 RUS 113/593/ i INTAS 99-00559. yRabota byla podderßana DFG Project 436 RUS 113/593/, INTAS

99-00559, i Cz Grant MSM 113200008. 19

20 ˚. I. BELOPOL^SKA˚, V. �. VOL^KOVIQ, L. B. KLEBANOV My obobwim ffto utverßdenie i dokaßem ego dlØ veroØtnostnyh mer, zadannyh na separabel~nom gil~bertovom prostranstve.

2. Otricatel~no opredelennye Ødra i rasstoØniØ, poroßdennye imi

Napomnim snaqala opredelenie otricatel~no opredelennogo Ødra.

Opredelenie 2.1. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo, a L(x, y) –

kompleksnoznaqnaØ funkciØ, opredelennaØ na X^2. L(x, y) nazyvaetsØ otricatel~no opredelennym Ødrom, esli neravenstvo n∑ s=1 n∑ t=1 L(x_s, x_t)h_sh_t ≤ 0 (2.1)

vypolneno dlØ l¸byh celyh n ≥ 1, l¸byh toqek x_1, . . . , x_n ∈ X i l¸byh kompleksnyh qisel h_1, · · · , h_n, udovletvorØ¸wih uslovi¸ ∑_n j=1 h_j = 0.

Opredelenie 2.2. ˚dro L(x, y) nazyvaetsØ strogo otricatel~no

opredelennym, esli ravenstvo v (2.2) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda h_j = 0 dlØ vseh j = 1, . . . , n.

Esli L(x, y) prinimaet vewestvennye znaqeniØ i dlØ l¸byh x, y ∈ X L(x, y) = L(y, x), (2.2) to v (2.1) dostatoqno vybrat~ tol~ko vewestvennye h_j .

Dalee my predpolagaem, qto X – metriqeskoe prostranstvo s metrikoæ d. Oboznaqim A σ-algebru vseh borelevskih podmnoßestv X . GovorØ dalee ob otricatel~no opredelennyh Ødrah, my vsegda budem predpolagat~, qto oni nepreryvny i prinima¸t vewestvennye znaqeniØ.

Napomnim teper~ nekotorye rezul~taty o rasstoØniØh, poroßdennyh otricatel~no opredelennymi Ødrami.

Teorema 2.1. Pust~ L(x, y) – vewestvennaØ nepreryvnaØ funkciØ,

zadannaØ na X^2 i udovletvorØ¸waØ (2.2). Neravenstvo

2IEL(X, Y ) − IEL(X, X^′) − IEL(Y, Y^′) ≥ 0 (2.3)

HARAKTERIZACI˚ �LLIPTIQESKIH RASPREDELENI` 21 imeet mesto dlØ vseh nezavisimyh v sovokupnosti sluqaænyh veliqin X, X^′, Y, Y^′ so znaqeniØmi v (X , A), udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm X^d= X^′, EL(X, X^′) < ∞, Y^d= Y^′, EL(Y, Y^′) < ∞, (2.4)

togda i tol~ko togda, kogda L predstavlØet soboæ otricatel~no opredelennoe Ødro.

Dokazatel~stvobylo poluqeno v [2]. My privedem ego zdes~ dlØ

togo, qtoby pokazat~ svØz~ s drugimi neravenstvami.

Opredelenie otricatel~no opredelennogo Ødra, udovletvorØ- ¸wego (2.2), moßet byt~ perepisano v ffkvivalentnom vide ∫ X ∫ X L(x, y)h(x)h(y)dQ(x)dQ(y) ≤ 0 (2.5) dlØ l¸boæ veroØtnostnoæ mery Q na (X , A) i l¸boæ integriruemoæ funkcii h(x), dlØ kotoroæ ∫ X h(x)dQ(x) = 0. Pust~ μ i ν – dve mery, zadannye na A sootnoxeniØmi μ(A) =IP{X ∈ A}, A ∈ A, ν(A) =IP{Y ∈ A}, A ∈ A. Togda (2.3) moßet byt~ zapisano v vide

2 ∫ X ∫ X L(x, y)dμ(x)dν(y) − ∫ X ∫ X L(x, y)dμ(x)dμ(y)

− ∫ X ∫ X L(x, y)dν(x)dν(y) ≥ 0. Pust~ Q_1 – proizvol~naØ veroØtnostnaØ mera na (X , A), dominiru¸waØ μ i ν,

h_1(x) = dμ dQ_1 , h_2(x) = dν dQ_1 , i h(x) = h_1(x) − h_2(x).

22 ˚. I. BELOPOL^SKA˚, V. �. VOL^KOVIQ, L. B. KLEBANOV Togda predyduwee neravenstvo moßet byt~ perepisano v vide ∫ X ∫ X L(x, y)h(x)h(y)dQ_1(x)dQ_1(y) ≤ 0, (2.6) pri uslovii, qto ∫ X h(x)dQ_1(x) = 0. (2.7)

Tak kak X i Y proizvol~ny, to mera Q_1 i funkciØ h, udovletvorØ¸waØ (2.7), takße mogut byt~ vybrany proizvol~no.

Teper~ Øsno, qto (2.6) i (2.5) ffkvivalentny. Teorema dokazana. •

Opredelenie 2.3. Pust~ Q – veroØtnostnaØ mera na (X , A) i

h(x)- funkciØ, integriruemaØ po mere Q takaØ, qto ∫ X h(x)dQ(x) = 0. Skaßem, qto L – sil~no otricatel~no opredelennoe Ødro, esli L ØvlØetsØ otricatel~no opredelennym Ødrom i ravenstvo ∫ X ∫ X L(x, y)h(x)h(y)dQ(x)dQ(y) = 0 (2.8) vleqet ravenstvo h(x) = 0 Q-poqti vs¸du, nezavisimo ot vybora mery Q.

Teorema 2.2 (smotri [2]). Pust~ L(x, y) – vewestvennaØ nepre-

ryvnaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ (2.2). Neravenstvo (2.3) imeet mesto dlØ vseh nezavisimyh v sovokupnosti sluqaænyh veliqin X, X^′, Y, Y^′, udovletvorØ¸wih (2.4), priqem dostißenie ravenstva ffkvivalentno uslovi¸ X^d= Y , togda i tol~ko togda, kogda funkciØ L ØvlØetsØ sil~no otricatel~no opredelennym Ødrom.

Dokazatel~stvo oqevidno, tak kak (2.3) i (2.6) ffkvivalentny. •

Pust~ X = R^d, L(x, y) = L(x − y)– vewestvennaØ funkciØ i L(z) = L(x−y), esli z = x−y, (x, y, z ∈ R^d). Budem govorit~, qto L(z) - otricatel~no (strogo, sil~no otricatel~no) opredelennaØ funkciØ, esli L(x − y) ØvlØetsØ otricatel~no (strogo, sil~no otricatel~no) opredelennym Ødrom.

Primer 2.1. Pust~ X = R^1. Izvestno (smotri [1]), qto nepreryv-

naØ qetnaØ funkciØ L(z), udovletvorØ¸waØ uslovi¸ L(0) = 0,

HARAKTERIZACI˚ �LLIPTIQESKIH RASPREDELENI` 23 ØvlØetsØ otricatel~no opredelennoæ togda i tol~ko togda, ko- gda L(z) = ∞∫ 0 (1 − cos(zx))(1 + x^2)/x^2dθ(x), (2.9)

gde θ(x) – vewestvennaØ neubyva¸waØ funkciØ, θ(−0) = 0. DlØ funkcii (2.9) imeem 2EL(X − Y ) − EL(X − X^′) − EL(Y − Y^′) = ∞∫ 0 |f_1(t) − f_2(t)|^2(1 + t^2)/t^2dθ(t) ,

(2.10)

gde f_1, f_2 – harakteristiqeskie funkcii sluqaænyh veliqin X, Y , sootvetstvenno. Pofftomu funkciØ L, zadannaØ sootnoxeniem (2.9), ØvlØetsØ sil~no otricatel~no opredelennoæ togda i tol~ko togda, kogda supp θ = [0, ∞). V qastnosti, |z|^r ØvlØetsØ otricatel~no opredelennoæ funkcieæ dlØ r ∈ [0, 2] i sil~no otricatel~no opredelennoæ funkcieæ dlØ r ∈ (0, 2).

Primer 2.2. Pust~ X – separabel~noe gil~bertovo prostran-

stvo. Dopustim, qto f(t) – vewestvennaØ harakteristiqeskaØ funkciØ bezgraniqno delimoæ mery na X . Togda L(t) = − log f(t) – otricatel~no opredelennaØ funkciØ na X (t.e., L(x−y), x, y ∈ X – otricatel~no opredelennoe Ødro). My znaem, qto L(t) = 1 2 (Bt, t) − ∫ X (e^{i(t,x)} − 1 − i(t, x) 1 + ‖x‖^2 ) 1 + ‖x‖^2 ‖x‖^2 dθ(x) , gde B – Ødernyæ operator i θ – koneqnaØ mera na X takaØ, qto θ({0}) = 0. ˚sno, qto, esli supp θ = X , to L – sil~no otricatel~- no opredelennaØ funkciØ na X .

Primer 2.3. Pust~ L(z) – funkciØ vyßivaemosti na R^1 (t.e.,

1 − L(z) – funkciØ raspredeleniØ). Togda L(x ⋀ y) – otricatel~- no opredelennoe Ødro (zdes~ ⋀ znak minimuma). Vvedem v rassmotrenie funkci¸

g_a(z) = { 0 dlØ z ≤ a, 1 dlØ z > a .

24 ˚. I. BELOPOL^SKA˚, V. �. VOL^KOVIQ, L. B. KLEBANOV Togda dlØ vseh x_1 ≤ x_2 ≤ . . . ≤ x_n my poluqim ravenstvo n∑ i=1 n∑ j=1 g_a(x_i ∧ x_j)h_ih_j = n∑ i=k n∑ j=k h_ih_j = (^n∑ i=k h_i )_2 ≥ 0, gde k opredelØetsØ usloviØmi x_k > a, x_{k−1} ≤ a. Trebuemoe utverßdenie sleduet teper~ iz oqevidnogo ravenstva L(z) = ∞∫ −∞ (1 − g_a(z))dσ(a), gde σ – podhodØwaØ funkciØ raspredeleniØ.

Oqevidno, qto L(x ⋀ y) predstavlØet soboæ sil~no otricatel~no opredelennoe Ødro togda i tol~ko togda, kogda σ strogo vozrastaet.

Predpoloßim snova, qto X – metriqeskoe prostranstvo s metrikoæ d, a A – σ-algebra borelevskih podmnoßestv X .

Oboznaqim qerez P mnoßestvo vseh borelevskih veroØtnostnyh mer na (X, A), a qerez P(L)- mnoßestvo vseh mer μ iz P, dlØ kotoryh koneqna veliqina ∫ X ∫ X L(x, y)dμ(x)dμ(y). Pri zadannom μ, ν ∈ B(φ) poloßim

N (μ, ν) = 2 ∫ X ∫ X L(x, y)dμ(x)dν(y) − ∫ X ∫ X L(x, y)dμ(x)dμ(y)

− ∫ X ∫ X L(x, y)dν(x)dν(y) = − ∫ X ∫ X L(x, y)dR(x)dR(y), (2.11) gde R(x) = μ(x) − ν(x).

Legko videt~, qto N (μ, ν) predstavlØet soboæ sil~no otricatel~no opredelennoe Ødro na P(L) × P(L) togda i tol~ko togda, kogda L(x, y) ØvlØetsØ sil~no otricatel~no opredelennym Ødrom na X^2.

My ograniqimsØ nepreryvnymi vewestvennymi funkciØmi L(x, y) udovletvorØ¸wimi L(x, y) = L(y, x) i L(x, x) = 0. V fftom sluqae N (μ, ν) = N (ν, μ), N (μ, μ) = 0 dlØ vseh μ, ν ∈ P(L). Esli k tomu ße, L ØvlØetsØ sil~no otricatel~no opredelennym Ødrom na X^2, to, kak legko videt~, N (μ, ν) = 0 togda i tol~ko togda,

HARAKTERIZACI˚ �LLIPTIQESKIH RASPREDELENI` 25 kogda μ = ν. My legko moßem proverit~, qto dlØ vseh μ_1, μ_2, μ_3 ∈ P(L) vypolnØetsØ:

N^{1/2}(μ_1, μ_2) ≤ N^{1/2}(μ_1, μ_3) + N^{1/2}(μ_3, μ_2).

Takim obrazom, N^{1/2}(μ, ν) ØvlØetsØ metrikoæ na P(L). V sootvetstvii s izvestnoæ teoremoæ Xenberga (Schoenberg 1938), metriqeskoe prostranstvo (X , d) izometriqno nekotoromu podmnoßestvu gil~bertova prostranstva H togda i tol~ko togda, kogda d^2(x, y) - otricatel~no opredelennoe Ødro na X^2. Predpoloßim, qto d^2(x, y) = L(x, y), gde L – sil~no otricatel~- no opredelennoe Ødro na X^2. Vyxe uße bylo otmeqeno, qto v fftom sluqae N (μ, ν) ØvlØetsØ strogo otricatel~no opredelennym Ødrom na P(L) × P(L) i, v sootvetstvii s teoremoæ Xenberga, metriqeskoe prostranstvo (P(L), N^12 ) izometriqno nekotoromu podmnoßestvu H. My moßem otoßdestvit~ X s nekotorym podmnoßestvom P(L), sopostaviv toqke iz X meru, sosredotoqennu¸ v fftoæ toqke. Legko videt~, qto pri takoæ izometrii obraz P̃(L) mnoßestva P(L) ØvlØetsØ vypuklym podmnoßestvom H. KaßdaØ toqka fftogo obraza P̃(L) ØvlØetsØ centrom tØßesti mnoßestva toqek iz X. Takim obrazom, rasstoØnie N^12 meßdu merami moßet byt~ interpretirovano kak rasstoØnie meßdu sootvetstvu¸wimi centrami tØßesti v gil~bertovom prostranstve H.

Legko videt~, qto obratnoe takße verno. Imenno, pust~ P̃(L) vypukloe podmnoßestvo gil~bertova prostranstva H, I : P(L) → P̃(L) – izometriØ, sohranØ¸waØ rasstoØnie na X , takaØ, qto rasstoØnie meßdu merami sovpadaet s rasstoØniem meßdu sootvetstvu¸wimi centrami tØßesti v H. Togda L(x, y) = d^2(x, y) – sil~no otricatel~no opredelennoe Ødro na X^2 i N (μ, ν) vyqislØetsØ po formule (2.11).

Otmetim, qto esli funkciØ L v (2.11) ograniqena, to P(L) = P i N (μ, ν) opredeleno dlØ vseh borelevskih veroØtnostnyh mer μ i ν. V fftom sluqae, N^12 ØvlØetsØ slaboæ metrikoæ na P.

Metriki N^{1/2} dlØ primerov 2.2 i 2.3 ime¸t sledu¸wiæ vid. V primere 2.2 N (μ, ν) = c ∫ X |f_μ(t) − f_ν (t)|^2 1 + ‖t‖^2 ‖t‖^2 dθ(t), gde c – postoØnnaØ, a f_μ, f_ν – harakteristiqeskie funkcii mer μ i ν.

26 ˚. I. BELOPOL^SKA˚, V. �. VOL^KOVIQ, L. B. KLEBANOV V primere 2.3 N (μ, ν) = ∞∫ −∞ (F_μ(a) − F_ν(a))^2dθ(a),

gde F_μ, F_ν – funkcii raspredeleniØ, sootvetstvu¸wie μ i ν.

3. �lliptiqeskie raspredeleniØ v R^d Teper~ my moßem dokazat~ nekotorye rezul~taty ob fflliptiqeskih raspredeleniØh. My budem govorit~, qto matrica D udovletvorØet uslovi¸ U, esli ona imeet vid D = Q^{−1}AQ, gde Q = (C^{−1}U ), C -nevyroßdennaØ diagonal~naØ matrica, a U, A - ortogonal~nye matricy, priqem gruppa, poroßdennaØ A, sovpadaet s gruppoæ vseh d × d ortogonal~nyh matric.

Teorema 3.1. Pust~ matrica D udovletvorØet uslovi¸ U. Pred-

poloßim, krome togo, qto L - sil~no otricatel~no opredelennoe Ødro, invariantnoe otnositel~no preobrazovaniæ vida z → Dz, z ∈ R^d. Togda dlØ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh vektorov X and X^′ IEL(X − DX^′) ≥ IEL(X − X^′) i ravenstvo imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda X imeet fflliptiqeskoe raspredelenie s parametrami U i C.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu 2.2. • Sledstvie 3.1. Pust~ matrica D udovletvorØet uslovi¸ U. To-

gda dlØ l¸bogo fiksirovannogo r ∈ (0, 2) i nezavisimyh odinakovo raspredelennyh vektorov X i X^′ spravedlivo neravenstvo IE‖X − DX^′‖^r_B ≥ IE‖X − X^′‖^r_B , (3.1) gde B = Q^T Q i ‖x‖^2_B = (x, Bx). Pri fftom ravenstvo imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda X imeet fflliptiqeskoe raspredelenie s parametrami U i C.

DlØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto funkciØ L(z) = ‖z‖^r_B sil~no otricatel~no opredelena pri r ∈ (0, 2) i invariantna otnositel~no preobrazovaniæ z → Dz, z ∈ R^d, posle qego moßno vospol~zovat~sØ Teoremoæ 3.1. •

HARAKTERIZACI˚ �LLIPTIQESKIH RASPREDELENI` 27

Sledstvie 3.2. Pust~ matrica D udovletvorØet uslovi¸ U, a

g(t) – vewestvennaØ harakteristiqeskaØ funkciØ fflliptiqeskogo raspredeleniØ s parametrami U i C, priqem nositel~ fftogo raspredeleniØ sovpadaet s R^d. Togda IEg(X − DX^′) ≤ IEg(X − X^′), priqem ravenstvo imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda X imeet fflliptiqeskoe raspredelenie s parametrami U i C.

4. Obobwenie na gil~bertovo prostranstvo Teper~ my dadim obobwenie rezul~tata SledstviØ 3.1 na sluqaæ separabel~nogo gil~bertova prostranstva H.

Rassmotrim sluqaænyæ vektor X prostranstva H.

Opredelenie 4.1. My budem govorit~, qto X imeet H-ffllipti-

qeskoe raspredelenie (s parametrom C), esli suwestvuet ortonormirovannyæ bazis {e_j, j = 1, 2, . . .} v H i Ødernyæ operator C, ime¸wiæ diagonal~nyæ vid v fftom bazise i takoæ, qto dlØ l¸- bogo ortogonal~nogo operatora A_d, deæstvu¸wego v prostranstve R^d natØnutom na {e_j , j = 1, . . . , d} i prodolßennogo nulem na H ⊖ R^d, raspredelenie X invariantno otnositel~no gruppy, poroßdennoæ vsemi operatorami D_d = C^{−1}A_dC, d = 1, 2, . . ..

Pust~ C – operator iz OpredeleniØ 4.1. Pust~ B = C^2 i ‖x‖_B = (x, Bx) – norma v H . Oboznaqim A = {A_d, d = 1, 2, . . .} – posledovatel~nost~ operatorov v H takaØ, qto sußeniØ A_d na R^d poroßda¸t gruppu vseh ortogonal~nyh operatorov v R^d, esli sqitat~, qto na H ⊖ R^d A_d deæstvuet kak nulevoæ operator.

Teorema 4.1. Pust~ C – Ødernyæ operator v H, ime¸wiæ diago-

nal~nyæ vid v bazise {e_j , j = 1, 2, . . .}. Predpoloßim, qto X, X^′ – nezavisimye odinakovo raspredelennye vektory v H i A_d ∈ A. Togda dlØ D_d = C^{−1}A_dC i fiksirovannogo r ∈ (0, 2) imeet mesto ocenka sup_d IE‖X − D_dX^′‖^r_B ≥ IE‖X − X^′‖^r_B. (4.1)

Ravenstvo v (4.1) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda X imeet H-fflliptiqeskoe raspredelenie s parametrom C.

Dokazatel~stvo. Rezul~tat moßet byt~ poluqen iz Teore-

my 2.2.

28 ˚. I. BELOPOL^SKA˚, V. �. VOL^KOVIQ, L. B. KLEBANOV Literatura 1. N. I. Ahiezer, KlassiqeskaØ problema momentov. Gos. Izd.-vo fiz.-mat.

lit., Moskva (1961).

2. A. A. Zinger, A. V. KakosØn , L. B. Klebanov, Harakterizacii raspre-

deleniæ srednimi znaqeniØmi statistik v svØzi s nekotorymi veroØtnostnymi metrikami. — Problemy ustoæqivosti stohastiqeskih mo-

deleæ, Moskva, VNIISI (1989), 47–55.

Belopolskaya Ya., Volkovich V., Klebanov L. B. Characterization of Elliptic Distributions.

A characterization of elliptic distributions in IR^d by an extremal property for a class of probability distances is obtained. The generalization for the case of Hilbert spaces is given.

Postupilo 26 noØbrØ 2002 g. S.Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ Arhitekturno-Stroitel~nyæ Universitet Kolledß Braude, Karmiel~ Praßskiæ Karlov Universitet i S.Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ Arhitekturno-Stroitel~nyæ Universitet