Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

A. N. Borodin

RASPREDELENIE FUNKCIONALOV OT BROUNOVSKOGO DVIȷENI˚, OSTANOVLENNOGO V MOMENT, OBRATNY` K LINE`NO` KOMBINACII LOKAL^NYH VREMEN 1. Vvedenie. V rabote rassmatriva¸tsØ metody vyqisleniæ

raspredeleniæ funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment obratnyæ k lineænoæ kombinacii lokal~nyh vremen. DlØ sluqaØ, kogda vse kofffficienty v lineænoæ kombinacii odnogo znaka, zadaqa o raspredelenii funkcionalov rassmatrivalas~ v rabote [1]. SuwestvennaØ osobennost~ v vyqislenii raspredeleniæ voznikaet pri kofffficientah s raznymi znakami, poskol~ku pri fftom lineænaØ kombinaciØ uße ne budet monotonnoæ funkcieæ vremeni.

Lokal~nym vremenem processa brounovskogo dvißeniØ W (s) nazyvaetsØ predel

ℓ(t, y) = lim_{ε↓0}^1ε t∫ 0 1I_{[y,y+ε)}(W (s))ds, gde 1I_E (·) – indikator borelevskogo mnoßestva E iz R^1. Process ℓ(t, y) pri kaßdom y harakterizuet dol¸ vremeni, kotoru¸ process W (s) provodit v toqke y do momenta t. PonØtie brounovskogo lokal~nogo vremeni vvel P. Levi [2]. Suwestvuet nepreryvnoe po (t, y) ∈ [0, ∞) × R^1 lokal~noe vremØ.

Lokal~noe vremØ obladaet sledu¸wim svoæstvom. DlØ processa, vyhodØwego iz toqki y, s veroØtnost~¸ edinica vypolnØetsØ ravenstvo ℓ(s, y) > 0 dlØ l¸bogo s > 0. Oqevidno, qto process ℓ(t, y) ne ubyvaet po peremennoæ t. Process η(t) = k∑ j=1 α_jℓ(t, r_j), Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke grantov RFFI No. 02-01- 00265, No. 00-15-96019, RFFI–NIIO No. 99-01-04027. 43

44 A. N. BORODIN ØvlØ¸wiæsØ lineænoæ kombinacieæ lokal~nyh vremen na raznyh urovnØh, kogda kofffficienty α_j ime¸t raznye znaki, uße ne budet monotonnym. Poloßim ρ(t) = min{s : η(s) > t}. V rabote predlagaetsØ metod, pozvolØ¸wiæ vyqislØt~ raspredeleniØ additivnyh funkcionalov ot processa W (s) vida A(t) = t∫ 0 f(W (s))ds + k∑ j=1 β_j ℓ(t, r_j), β_j ¿ 0, kogda vmesto t beretsØ sluqaænyæ moment ρ(t).

Zadaqu vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov dlØ momenta ρ(t) dlØ fiksirovannogo t moßno, s pomow~¸ preobrazovaniØ Laplasa po t, svesti k analogiqnoæ zadaqe dlØ momenta ρ(τ ), gde τ – sluqaænaØ veliqina, kotoraØ ne zavisit ot processa W (s) i imeet ffksponencial~noe raspredelenie P(τ > t) = e^{−λt} s parametrom λ > 0. Rassmotrenie sluqaænoæ veliqiny τ znaqitel~no uprowaet zadaqu vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov, poskol~- ku dlØ τ rexenie, kak pravilo, svØzano s differencial~nymi zadaqami, soderßawimi obyknovennye differencial~nye uravneniØ vmesto uravneniæ s qastnymi proizvodnymi. Vernut~sØ k fiksirovannomu t moßno s pomow~¸ obratnogo preobrazovaniØ Laplasa po parametru λ.

DlØ l¸boæ sluqaænoæ veliqiny ξ i proizvol~nogo sobytiØ Q oboznaqenie E{ξ; Q} slußit udobnoæ zapis~¸ dlØ E{ξ1I_Q}. Budem oboznaqat~ P_x i E_x veroØtnost~ i matematiqeskoe oßidanie po processu pri uslovii, qto on naqinaetsØ v toqke x.

2. Moment, obratnyæ k lineænoæ kombinacii lokal~nyh vremen na neskol~kih urovnØh. Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØ-

et vyqislØt~ raspredeleniØ additivnyh funkcionalov ot processa brounovskogo dvißeniØ.

V dal~neæxem pod kusoqno-nepreryvnymi funkciØmi podrazumeva¸tsØ funkcii, kotorye ime¸t lix~ koneqnoe qislo toqek razryva, i v toqkah razryva suwestvu¸t levostoronnie i pravostoronnie predely.

Teorema 2.1. Pust~ f(x), x ∈ R, – kusoqno-nepreryvnaØ neotri-

catel~naØ funkciØ, i λ ¿ 0, β_j ¿ 0 pri j = 1, . . ., k. Togda funkciØ

M (x) = E_x exp ( − ρ(τ)∫

0 f(W (s))ds − k∑ j=1 β_j ℓ(ρ(τ ), r_j) ) (2.1)

LINE`NYE KOMBINACII LOKAL^NYH VREMEN 45

ØvlØetsØ nepreryvnym ograniqennym rexeniem zadaqi 1 2 M^{′′}(x) − f(x)M (x) = 0, x ∈ R\ {r_1, . . . , r_k}, (2.2) M^′(r_j + 0) − M^′(r_j − 0) =

= 2(λα_j + β_j )M (r_j) − 2λα_jM_0(r_j), j = 1, . . ., k, (2.3) gde M_0(x) = E_x exp ( − ρ(0)∫

0 f(W (s))ds − k∑ j=1 β_j ℓ(ρ(0), r_j) ) . Zameqanie 2.1. DlØ kusoqno-nepreryvnoæ funkcii f uravnenie

(2.2) dolßno traktovat~sØ sledu¸wim obrazom: ono imeet mesto vo vseh toqkah nepreryvnosti funkcii f, a v toqkah razryva funkcii f ego rexenie nepreryvno vmeste s pervoæ proizvodnoæ.

Zameqanie 2.2. Pri αj > 0 vypolnØetsØ ravenstvo M0(rj) = 1,

poskol~ku, kak uße otmeqalos~, esli brounovskoe dvißenie naqinaetsØ na urovne r_j , to s veroØtnost~¸ edinica ℓ(s, r_j) > 0 dlØ l¸bogo s > 0. Na drugih urovnØh, poka oni ne budut dostignuty, lokal~noe vremØ ostaetsØ ravnym nul¸. V rezul~tate lineænaØ kombinaciØ srazu prevysit nol~ i znaqit ρ(0) = 0, a ffto, v svo¸ oqered~, vleqet ravenstvo M_0(r_j ) = 1. Esli ße α_j < 0, to znaqenie M_0(r_j) zavedomo neizvestno, odnako v opredelennyh sluqaØh odnoznaqno vyqislØetsØ iz rexeniØ zadaqi (2.2), (2.3) s uqetom vida funkcii M (x).

Zameqanie 2.3. Esli vse kofffficienty αj neotricatel~ny, to

teorema 2.1 ØvlØetsØ qastnym sluqaem teoremy 2.2 iz [1].

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Predpoloßim snaqala, qto f(x) –

ograniqennaØ dvaßdy nepreryvno differenciruemaØ funkciØ s ograniqennymi pervymi i vtorymi proizvodnymi. Pust~ g(x) – proizvol~naØ finitnaØ funkciØ takaØ, qto 0 6 g(x) 6 1, g(x) = 0 pri |x| ¿ 1, ∫_∞ −∞ g(x)dx = 1, g(0) = 1. Pri ε > 0 polagaem

g^ε_j (x) =^1ε g ( x � rj_ε^)_{, Gεj(x) =}^{x∫} −∞ g^ε_j (u)du, j = 1, . . ., k,

η_ε(t) = k∑ j=1 α_j^1ε t∫ 0 g ( W_(s_) � r_j ε ) ds = k∑ j=1 α_j^1ε ∞∫ −∞ g ( x � rj_ε^)_{ℓ(t, x)dx.} (2.4)

46 A. N. BORODIN

Process ξ_ε(t) = (W (t), y + η_ε(t)) ØvlØetsØ diffuzionnym processom s proizvodØwim operatorom

L =^1_2^{∂2}_{∂x2} +^{k∑}_{j=1} αjg^ε_j (x)^∂_{∂y} , (2.5)

i naqal~nym usloviem ξ_ε(0) = (x, y), gde predpolagaetsØ, qto W (0) = x. Pri y 6 0 rassmotrim process ξ_ε(t) do momenta pervogo vyhoda iz oblasti R× (−∞, 0). Oboznaqim fftot moment H_ε(−y). Poloßim

U_ε(x, y) = E_x exp ( − Hε(−y) ∫ 0 f(W (s))ds − k∑ j=1 β_j Hε(−y) ∫ 0 g^ε_j (W (s))ds ) . Oqevidno, qto U_ε(x, y) ØvlØetsØ ograniqennoæ funkcieæ. Predel~nyæ perehod pri ε → 0 pod znakom matematiqeskogo oßidaniØ vleqet U_ε(x, y) → U (x, y), (2.6) gde U (x, y) = E_x exp ( − ρ(−y)∫

0 f(W (s))ds − k∑ j=1 β_j ℓ(ρ(−y), r_j ) ) . Iz obweæ teorii diffuzionnyh processov vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat (sm., naprimer, [3], gl. 13, §4). FunkciØ U_ε(x, y) udovletvorØet uravneni¸ 1 2 ∂2 ∂x2 U_ε(x, y) + k∑ j=1 α_jg^ε_j (x) ∂ ∂y U_ε(x, y) − ( f(x) + k∑ j=1 β_j g^ε_j (x) ) U_ε(x, y) = 0, (2.7) i oqevidnym graniqnym usloviØm U_ε(r_j , 0) = 1 pri α_j > 0.

Voz~mem preobrazovanie Laplasa ot funkcii U_ε(x, y) po peremennoæ y:

M_ε(x) = λ 0∫ −∞ e^{λy}U_ε(x, y)dy, λ > 0.

LINE`NYE KOMBINACII LOKAL^NYH VREMEN 47 Prointegrirovav funkci¸ U_ε(x, y) pod znakom matematiqeskogo oßidaniØ, nesloßno poluqit~, qto

M_ε(x) = E_x exp ( − Hε(τ)∫

0 f(W (s))ds − k∑ j=1 β_j Hε(τ)∫

0 g^ε_j (W (s))ds ) . Poskol~ku 0∫ −∞ e^{λy} ∂ ∂y U_ε(x, y)dy = U_ε(x, 0) − M_ε(x), to, prointegrirovav ravenstvo (2.7) po y iz intervala (−∞, 0) s vesom λe^{λy}, poluqim, qto funkciØ M_ε(x) udovletvorØet uravne- ni¸ 1 2 M^{′′}_ε (x) + k∑ j=1 λα_jg^ε_j (x)U_ε(x, 0) − ( f(x) + k∑ j=1 (λα_j + β_j )g^ε_j (x) ) M_ε(x) = 0.

(2.8) Ispol~zuØ nepreryvnost~ lokal~nogo vremeni i (2.4), nesloßno ubedit~sØ, qto pri ε → 0

η_ε(t) = k∑ j=1 α_j^1ε t∫ 0 g ( W_(s_) � r_j ε ) ds → k∑ j=1 α_j ℓ(t, r_j) = η(t) ravnomerno po t iz l¸bogo koneqnogo intervala. Kak sledstvie H_ε(t) → ρ(t). PerehodØ pod znakom matematiqeskogo oßidaniØ v vyraßenii dlØ funkcii M_ε(x) k predelu, poluqim, qto dlØ l¸bogo x pri ε → 0 M_ε(x) → M (x). (2.9)

Prointegrirovav (2.8), naædem: 1 2 ( M^′_ε(b) − M^′_ε(a) ) + k∑ j=1 λα_j b∫ a U_ε(x, 0)dG^ε_j(x) − b∫ a f(x)M_ε(x)dx−

− k∑ j=1 (λα_j + β_j ) b∫ a M_ε(x)dG^ε_j(x) = 0. (2.10)

48 A. N. BORODIN Oqevidno, qto G^ε_j(x) → G_j(x) = 1I_{[rj ,∞)}(x) pri ε → 0.

Tak kak funkciØ G^ε_j (x) rastet lix~ v ε-okrestnostØh toqek r_j, to dlØ l¸bogo kompakta K ⊂ R\{r_1, . . . , r_k} moßno tak vybrat~ ε, qto K ⊂ R\ (∪^k_{j=1}(r_j − ε, r_j + ε)). Pust~ (a, b) ⊂ K, (a, c) ⊂ K. Togda (2.10) preobrazuetsØ k vidu 1 2 ( M^′_ε(b) − M^′_ε(a) ) − b∫ a f(x)M_ε(x)dx = 0. (2.11)

Prointegrirovav ffto sootnoxenie po b iz intervala (a, c), polu- qim 1 2 (M_ε(c) − M_ε(a) − (c − a)M^′_ε(a)) − c∫ a b∫ a f(x)M_ε(x)dxdb = 0. (2.12) Tak kak |M_ε| 6 1, to iz (2.11), (2.12) sleduet, qto funkcii M^′_ε(x) budut ravnostepenno-nepreryvny i ravnomerno ograniqeny na kompakte K. Ots¸da i iz (2.9) poluqaem, qto dlØ x ∈ K suwestvuet M^′(x) i sup_{x∈K} | |M^′_ε(x) − M^′(x) | | → 0, ε → 0. (2.13)

Prointegrirovav (2.10) po b po proizvol~nomu intervalu, moßno poluqit~, qto semeæstvo funkciæ {M_ε(x)} ravnostepennonepreryvno na l¸bom zamknutom intervale iz R. Takim obrazom, (2.9) vypolnØetsØ ravnomerno po x iz l¸bogo zamknutogo intervala iz R, i, sledovatel~no, M (x) nepreryvna.

PrimenØØ (2.6), (2.9) i (2.13), moßno v (2.10) pereæti k predelu, qto pri a, b ≠ r_1, . . . r_k, daet 1 2 ( M^′(b) − M^′(a) ) + k∑ j=1 λα_j b∫ a U (x, 0)dG_j(x) − b∫ a f(x)M (x)dx−

− k∑ j=1 (λα_j + β_j ) b∫ a M (x)dG_j(x) = 0. (2.14)

�to, v svo¸ oqered~, vleqet (2.2), (2.3), poskol~ku U (x, 0) = M_0(x).

LINE`NYE KOMBINACII LOKAL^NYH VREMEN 49 V okonqatel~nom variante teorema 2.1 dlØ kusoqno-nepreryv-nyh funkciæ f moßet byt~ dokazana s pomow~¸ approksimacii f nepreryvnymi funkciØmi. Podrobno analogiqnyæ predel~nyæ perehod osuwestvlen pri dokazatel~stve teoremy 2.2 gl. II iz [4]. Otliqie zdes~ budet sostoØt~ lix~ v tom, qto ravnostepennu¸ nepreryvnost~ proizvodnyh M^′_n(x) nußno budet ustanavlivat~ lix~ na kompaktah K, ne soderßawih toqki r_1, . . . , r_k.

3. Moment, obratnyæ k lineænoæ kombinacii lokal~nyh vremen na dvuh urovnØh. Dadim rexenie zadaqi (2.2), (2.3)

v terminah fundamental~nyh rexeniæ odnorodnogo uravneniØ (2.2) dlØ sluqaØ dvuh urovneæ r_1 = r i r_2 = u. DlØ fftogo poloßim v teoreme 2.1 α_j = 0, j = 3, . . . , k.

Moßno, ne umalØØ obwnosti, sqitat~ α_2 = 1, a α_1 = −α^{−1}, gde α > 0. Krome togo, dlØ prostoty izloßeniØ poloßim β_j = 0, j = 1, . . . , k, r_1 = r i r_2 = u.

Pust~ funkciØ Q_z(x) ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym ograniqennym rexeniem zadaqi 1 2 Q^{′′}(x) − f(x)Q(x) = 0, x ∈ R\ {z}, (3.1) Q^′(z + 0) − Q^′(z − 0) = −2. (3.2)

Rexenie fftoæ zadaqi moßno vyrazit~ v terminah φ(x) – ubyva¸wego i ψ(x) – vozrasta¸wego lineæno nezavisimyh rexeniæ odnorodnogo uravneniØ (3.1). Nesloßno ubedit~sØ, qto

Q_z(x) =^2_Δ ψ((z + x − |z − x|)/2)φ((z + x + |z − x|)/2), (3.3)

gde Δ = ψ^′(z)φ(z) − ψ(z)φ^′(z) – vronskian.

Primenim teoremu 2.1. V rassmatrivaemom sluqae η(t) = ℓ(t, u) − α^{−1}ℓ(t, r), ρ(t) = min{s : ℓ(s, u) − α^{−1}ℓ(s, r) > t},

M (x) = E_x exp ( − ρ(τ)∫

0 f(W (s))ds ) , (3.4)

M_0(x) = E_x exp ( − ρ(0)∫

0 f(W (s))ds ) . (3.5)

50 A. N. BORODIN ˚sno, qto M_0(u) = 1, poskol~ku, kak uße otmeqalos~, pri W (0) = u s veroØtnost~¸ edinica vypolnØetsØ ravenstvo ℓ(s, u) > 0 dlØ l¸bogo s > 0. Neizvestnu¸ veliqinu M_0(r) oboznaqim p, i ffto znaqenie budet opredeleno v hode vyqisleniØ funkcii M (x). Ograniqennoe rexenie zadaqi (2.2), (2.3) dlØ dvuh urovneæ r_1 = r i r_2 = u iwem v vide M (x) = λAQ_r (x) + λBQ_u(x). (3.6) FunkciØ takogo vida, oqevidno, ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (2.2) i imeet skaqki proizvodnoæ v toqkah r i u. Kofffficienty A i B opredelØ¸tsØ iz vyraßeniæ dlØ skaqkov proizvodnyh (2.3), kotorye v dannom sluqae budut imet~ vid

M^′(r + 0) − M^′(r − 0) = −2λα^{−1}M (r) + 2λα^{−1}p, M^′(u + 0) − M^′(u − 0) = 2λM (u) − 2λ.

Iz fftih ravenstv poluqaem sistemu uravneniæ − 2A = −2α^{−1}(λAQ_r (r) + λBQ_u(r)) + 2α^{−1}p, − 2B = 2(λAQ_r(u) + λBQ_u(u)) − 2. Rexenie fftoæ sistemy imeet vid

A =^{[(} λQu(u) + 1)p � λQu(r)] (λQu(u) + 1)(λQr(r) � α) � λ2Qr(u)Qu(r) , (3.7) B =^[ λQr(r) � α � λpQr(u)] (λQu(u) + 1)(λQr(r) � α) � λ2Qr(u)Qu(r) . (3.8) Oboznaqim Δ_{r,u} = Q_r(r)Q_u(u) − Q_r(u)Q_u(r) ¿ 0, Υ = √ (Q_r (r) − αQ_u(u))^2 + 4α(Q_r(r)Q_u(u) − Q_r(u)Q_u(r)).

Togda znamenatel~ v vyraßenii dlØ kofffficientov A i B moßno predstavit~ v vide Δ_{r,u} ( λ − Υ � Qr(r) + αQu(u) 2Δr,u )( λ + Υ + Qr(r) � αQu(u) 2Δr,u ) . V rezul~tate imeem

M (x) = λ(pQ_u(u) − Q_u(r)) ( λ +^p pQu(u)−Qu(r) ) Q_r(x) Δ_{r,u} ( λ − Υ � Qr(r) + αQu(u) 2Δr,u )( λ + Υ + Qr(r) � αQu(u) 2Δr,u ) +

LINE`NYE KOMBINACII LOKAL^NYH VREMEN 51 + λ(Q_r(r) − pQ_r(u)) ( λ −^α Qr(r)−pQr (u) ) Q_u(x) Δ_{r,u} ( λ − Υ � Qr (r) + αQu(u) 2Δr,u )( λ + Υ + Qr(r) � αQu(u) 2Δr,u ) . (3.9)

Formula dlØ obraweniØ preobrazovaniØ Laplasa vleqet ravenstvo

Ex exp^( − ρ(t)∫

0 f(W (s))ds ) =

= Qr(x) Δr,u L −1 λ ( (pQ_u(u) − Q_u(r))(λ + p_{pQu(u)−Qu(r)} ) ( λ − Υ � Qr(r) + αQu(u) 2Δr,u )( λ + Υ + Qr(r) � αQu(u) 2Δr,u ) ) +

+ Qu(x) Δr,u L −1 λ ( (Q_r (r) − pQ_r(u))(λ − α_{Qr(r)−pQr(u)} ) ( λ − Υ � Qr(r) + αQu(u) 2Δr,u )( λ + Υ + Qr(r) � αQu(u) 2Δr,u ) ) , gde qerez L^{−1}_λ oboznaqen operator obratnogo preobrazovaniØ Laplasa po λ. Poskol~ku veliqina, stoØwaØ v levoæ qasti fftogo ravenstva, ubyvaet po t, a Υ ¿ |Q_r(r) − αQ_u(u)|, to v fftom sootnoxenii i v vyraßenii (3.9) dolßny vypolnØt~sØ ravenstva p pQu(u) � Qu(r) = − α Qr(r) � pQr(u) = − Υ � Qr(r) + αQu(u) 2(Qr(r)Qu(u) � Qr(u)Qu(r)) . Iz fftih ravenstv odnoznaqno opredelØetsØ neizvestnaØ veroØtnost~ p:

p =^1_2Q_{r(}u_) (Q_r(r) + αQ_u(u) − Υ ). (3.10)

V rezul~tate (3.9) preobrazuetsØ k vidu

M (x) = λ � 2Δr,u � Qu(u)(Υ + Qr(r) � αQu(u)) � Qr(x) � 2λΔr,u + Υ + Qr(r) � αQu(u) � Qr(u) + + λ � Υ + Qr(r) � αQu(u) � Qu(x) 2λΔr,u + Υ + Qr(r) � αQu(u) . (3.11) Po formule obraweniØ imeem

Ex exp^( − ρ(t)∫

0 f(W (s))ds ) = exp ( − � Υ + Qr(r) � αQu(u) � h 2 � Qr(r)Qu(u) � Qr(u)Qu(r) � ) × × [ Q_{r(}x_) Qr(u) − Υ + Qr(r) � αQu(u) 2 � Qr(r)Qu(u) � Qr(u)Qu(r) � ( Q_{r(}x_)Q_{u(}u_) Qr(u) − Qu(x) )] . (3.12)

52 A. N. BORODIN Poluqennyæ rezul~tat tesno svØzan s sootvetstvu¸wim rezul~- tatom raboty [5]. Deæstvitel~no, dlØ l¸bogo fiksirovannogo h > 0 v moment ostanovki ρ(h) brounovskoe dvißenie budet nahodit~sØ v toqke u, poskol~ku tol~ko za sqet nakopleniØ lokal~- nogo vremeni v toqke u moßet proishodit~ rost processa η(s). Togda, ispol~zuØ strogo markovskoe svoæstvo processa brounovskogo dvißeniØ, poluqim

Ex^{Φ(W (τ )) exp^( −^{τ∫}_0 f(W (s))ds^); sup_{06s6τ} η(s) > h^}

= λ ∞∫ 0 Ex^{Φ(W (t)) exp^( − ρ(h)∫

0 (λ + f(W (s)))ds

− t∫ ρ(h) (λ + f(W (s)))ds ) ; ρ(h) < t } dt = Ex exp^( − ρ(h)∫

0 (λ + f(W (s)))ds ) ×

×λ ∞∫ 0 Eu^{Φ(W (t)) exp^( −^{t∫}_{ρ(h)} (λ + f(W (s)))ds^); ρ(h) < t^}dt

= Ex exp^( − ρ(h)∫

0 (λ + f(W (s)))ds ) × ×λEu^{{ ∞∫}_0 Φ(W (t + ρ(h))) exp^( −^{t∫}_0 (λ + f(W (s + ρ(h))))ds^)dt^}

= Ex exp^(− ρ(h)∫

0 (λ+f(W (s)))ds ) Eu^{Φ(W (τ )) exp^(−^{τ∫}_0 f(W (s))ds^)dt^}.

Pervyæ iz somnoßiteleæ v pravoæ qasti fftih ravenstv – ffto funkciØ (3.12) s λ + f(x) vmesto f(x). Vtoroæ somnoßitel~ –

LINE`NYE KOMBINACII LOKAL^NYH VREMEN 53 ffto funkciØ U (u), opredelennaØ formuloæ (3.1), iz raboty [5]. LevaØ ße qast~ ravenstva predstavlØet soboæ funkci¸ (3.12) iz [5]. Poluqennoe ravenstvo ustanavlivaet sootvetstvie meßdu formuloæ (3.12) fftoæ raboty i formuloæ (3.12) iz [5].

Primenim poluqennyæ rezul~tat (formuly (3.11), (3.12)) dlØ vyqisleniØ veliqiny E_xe^{−γρ(t)}. Zapis~ rexeniØ fftoæ zadaqi budet kompaktnee, esli uqest~ svoæstvo avtomodel~nosti processa brounovskogo dvißeniØ i, kak sledstvie, analogiqnoe svoæstvo ego lokal~nogo vremeni. DlØ lokal~nogo vremeni ffto oznaqaet, qto dlØ proizvol~noæ postoØnnoæ c > 0 processy ℓ(s, x) i cℓ(s/c^2, x/c) ime¸t odinakovye raspredeleniØ.

Oboznaqim ρ_{⃗y}(t) moment obratnyæ k η_{⃗y}(t) – lineænoæ kombinacii lokal~nyh vremen na urovnØh ⃗y = (r, u). V otliqie ot predyduwih oboznaqeniæ special~no vydelen vektor urovneæ ⃗y.

V silu svoæstva avtomodel~nosti lokal~nogo vremeni, imeem ρ_{⃗y}(t) = min{s : cη_{⃗x/c}(s/c^2) > t} = c^2 min{s : η_{⃗x/c}(s) > t/c} = c^2ρ_{⃗x/c}(t/c). Pervoe ravenstvo zdes~ ponimaetsØ kak ravenstvo po raspredeleni¸. Pofftomu dlØ proizvol~nogo γ > 0 E_{x/}^√_{2γ} e^{−γρy/p2γ(t/√2γ)} = Exe^{−ρ⃗y (t)/2}. V silu fftogo, dostatoqno vyqislit~ veliqinu E_xe^{−ρ(t)/2}. Sdelav v formulah zamenu peremennyh x → x √ 2γ, r → r √ 2γ, u → u √ 2γ, t → t √ 2γ, poluqim formuly dlØ E_xe^{−γρ(t)}.

Poloßim f = 1/2. Pri sdelannyh predpoloßeniØh, oqevidno, Q_z(x) = e^{−|x−z|}, Δ_{r,u} = 1 − e^{−2|u−r|} i Υ = √ (1 − α)^2 + 4α(1 − e^{−2Δ}) = √ (1 + α)^2 − 4αe^{−2Δ}.

Togda iz (3.11) sleduet, qto

Exe^{−ρ(τ)/2} =^{λ�1 � 2e�2ju�rj � Υ + α�eju�rj�jx�rj + λ(Υ + 1 � α)e�ju�xj} 2λ � 1 � e�^2j^u�^rj^� + Υ + 1 � α^.

Po formule obraweniØ (3.12) imeem

Exe^{−ρ(t)/2} = exp^( −^{(Υ + 1 � α)t} 2 � 1 � e�^2j^u�^rj^� ) × × [ e^{|u−r|−|x−r|} − Υ + 1 � α 2 � 1 � e�^2j^u�^rj^� ( e^{|u−r|−|x−r|} − e^{−|u−x|} )] . (3.15)

54 A. N. BORODIN Iz formuly (3.16) raboty [5] ili iz prostyh rassußdeniæ, o pervom prevyxenii traektorieæ processa η(s) urovnØ t, oqevidno sleduet, qto Exe^{−ρ(t)/2} = Px^( sup_{06s6τ1/2}^(ℓ(s, u) − α^{−1}ℓ(s, r)^) > t^), gde τ_{1/2} – sluqaænyæ moment ostanovki, ime¸wiæ pokazatel~noe raspredelenie s parametrom 1/2. V pravoæ qasti stoit raspredelenie supremuma lineænoæ kombinacii brounovskih lokal~- nyh vremen na dvuh urovnØh. Takim raspredeleniØm posvØwena rabota [5] . Mnogo Øvnyh formul dlØ raspredeleniæ supremumov lineænyh kombinacii lokal~nyh vremen razliqnyh processov soderßitsØ v spravoqnike [6].

Literatura

1. A. N. Borodin, O raspredelenii funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment obratnyæ ko vremeni prebyvaniØ. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI, 228 (1996), 39–56.

2. P. Lévy, Sur certains processus stochastiques homogènes. — Compositio Math. 7 (1939), 283–339.

3. E. B. Dynkin, Markovskie processy. Moskva, Fizmatgiz, 1963. 4. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh blußdaniæ. S.-Peterburg, Trudy Matematiqeskogo in-ta im. V. A. Steklova RAN, Nauka, 1994.

5. A. N. Borodin, RaspredeleniØ supremumov lineænyh kombinacii lokal~- nyh vremen sluqaænyh processov. — Trudy Sankt-Peterburgskogo matematiqeskogo obwestva. 8 (2000), 15–28.

6. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion – Facts and Formulae, Second Edition. Basel–Boston–Berlin, Birkhäuser, 2002.

Borodin A. N. On distributions of functionals of Brownian motion stopped at the moment inverse to a linear combination of local times.

The linear combinations with different signs coefficients of local times are considered. Some new version of the Feynman-Kac formula for Brownian motion stopped at the invers moment to this linear combination is proved.

Postupilo 26 noØbrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN