Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

I. V. Vagurina

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV OT BROUNOVSKOGO DVIȷENI˚, OSTANOVLENNOGO V RAZLIQNYE SLUQA`NYE MOMENTY VREMENI

1. Vvedenie. V rabote rassmatriva¸tsØ zadaqi o nahoßdenii

raspredeleniæ additivnyh funkcionalov ot processa brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v sluqaænye momenty vremeni, obrazovannye s pomow~¸ razliqnyh kombinaciæ maksimumov i minimumov iz uße izvestnyh momentov ostanovki.

Pust~ W (s), s ∈ [0, ∞), – process brounovskogo dvißeniØ. Oboznaqim qerez E_x i P_x sootvetstvenno matematiqeskoe oßidanie i veroØtnost~ po brounovskomu dvißeni¸ pri uslovii W (0) = x.

Zadaqa rassmatrivaetsØ dlØ additivnyh funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ vida

A_0(s) := s∫ 0 f(W (v))dv, gde f(·) – neotricatel~naØ kusoqno nepreryvnaØ funkciØ, a takße dlØ funkcionalov bolee obwego vida

A_γ (s) := s∫ 0 f(W (v))dv + m∑ j=1 γ_j ℓ(s, a_j ), gde γ_j ¿ 0, a_j ∈ R^1, m < ∞, ℓ(s, a_j ) – lokal~noe vremØ brounovskogo dvißeniØ, opredelØemoe formuloæ

ℓ(s, y) = lim_{ε↓0}^1ε s∫ 0 1_{[y,y+ε)}(W (v))dv,

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke grantov RFFI No. 02-01- 00265, No. 00-15-96019. 55

56 I. V. VAGURINA gde 1_E (·) – indikator borelevskogo mnoßestva E.

Oboznaqim H_{a,b} = min{s : W (s) /∈ (a, b)} – moment pervogo vyhoda processa W (s) na granicu intervala (a, b).

DlØ t ¿ 0 opredelim momenty, obratnye k additivnomu funkcionalu sledu¸wim obrazom:

ν_l(β_l, t_l) = min{s : s∫ 0 g_l(W (v))dv + q∑ k=1 β_{l,k}ℓ(s, z_{l,k} ) ¿ t_l}, gde pri l = 1, . . . , n, g_l(x) – neotricatel~nye kusoqno nepreryvnye funkcii, β_l = (β_{l,1}, . . . , β_{l,q} ).

S cel~¸ uproweniØ oboznaqeniæ, iz mnoßestva toqek z_{l,k},

l = 1, . . . , n, k = 1, . . . , q, moßno sostavit~ odin nabor, zanume-

rovannyæ indeksom m ({z_m}, m = 1, . . . , q), gde q moßet byt~ dostatoqno bol~xim. Togda moßno sqitat~, qto kaßdyæ iz momentov ν_l(β_l, t_l) zavisit ot vseh toqek z_m, m = 1, . . . , q. Pri fftom my polagaem β_{l,j} = 0, esli z_j ne vhodit v moment ν_l(β_l, t_l).

V qastnom sluqae, kogda funkcii g_l(x) ØvlØ¸tsØ indikatorami mnoßestv, momenty ν_l nazyva¸tsØ momentami, obratnymi ko vremeni prebyvaniØ processa.

RaspredeleniØ additivnyh funkcionalov ot razliqnyh diffuzionnyh processov, ostanovlennyh v momenty H_{a,b} i ν(β, τ ) podrobno izuqa¸tsØ v rabotah A. N. Borodina i ih moßno naæti v [1]. V [2] i [4] izuqa¸tsØ momenty, obrazovannye tol~ko iz momentov ν_l(β_l, τ_l), l = 1, . . . , n, posredstvom operaciæ minimuma i maksimuma dlØ processa brounovskogo dvißeniØ i processa brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom. V dannoæ rabote rassmotren obwiæ podhod dlØ nahoßdeniØ raspredeleniæ additivnyh funkcionalov, ostanovlennyh v momenty, obrazovannye iz momentov H_{a,b} i ν_l(β_l, τ_l), l = 1, . . . , n, ispol~zuØ proizvol~nye kombinacii maksimumov i minimumov.

S pomow~¸ operaciæ maksimuma (∨) i minimuma (∧) moßno poluqit~ celoe semeæstvo sluqaænyh momentov ostanovki, obrazovannyh iz momentov H_{a,b}, ν_1(β_1, t_1), . . . , ν_n(β_n, t_n). Naprimer, pri ispol~zovanii dvuh momentov ν_1(β_1, t_1), ν_2(β_2, t_2) i momenta

H_{a,b} poluqim sledu¸wiæ nabor momentov ostanovki:

μ_0 = H_{a,b} ∧ ν_1(β_1, t_1) ∧ ν_2(β_2, t_2), μ_1 = [H_{a,b} ∧ ν_1(β_1, t_1)] ∨ ν_2(β_2, t_2),

μ_2 = H_{a,b} ∧ [ν_1(β_1, t_1) ∨ ν_2(β_2, t_2)], μ_3 = H_{a,b} ∨ [ν_1(β_1, t_1) ∧ ν_2(β_2, t_2)],

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 57

μ_4 = H_{a,b} ∨ ν_1(β_1, t_1) ∨ ν_2(β_2, t_2), μ_5 = [H_{a,b} ∨ ν_1(β_1, t_1)] ∧ ν_2(β_2, t_2).

Zadaqi s ispol~zovaniem n + 1 momenta ostanovki rekursivno svodØtsØ k zadaqam, vkl¸qa¸wim v sebØ men~xee qislo sluqaænyh momentov, priqem obrazovannyh tol~ko posredstvom operacii minimuma.

2. RaspredeleniØ funkcionalov, ostanovlennyh v sluqaænye momenty, poluqennye pri pomowi tol~ko operacii minimuma. Pust~ sluqaænye momenty τi, i = 1, . . . , n, – ffkspo-

nencial~no raspredelennye sluqaænye veliqiny s parametrami λ_i > 0, to est~ P(τ_i > t_i) = e^{−λi ti} (τ_i, i = 1, . . . , n, ne zavisØt ot brounovskogo dvißeniØ). Zadaqa nahoßdeniØ raspredeleniØ funkcionala dlØ fiksirovannogo vektora momentov vremeni ⃗t svoditsØ s pomow~¸ n−kratnogo preobrazovaniØ Laplasa k analogiqnoæ zadaqe dlØ sluqaænogo vektora ⃗τ = (τ_1, . . . , τ_n) nezavisimyh ffksponencial~no raspredelennyh sluqaænyh veliqin s parametrami λ_1, . . . , λ_n sootvetstvenno.

Predpoloßim, qto my hotim vyqislit~ raspredelenie funkcionala A_γ (μ) v nekotoryæ sluqaænyæ moment μ = μ(t_1, . . . , t_n). DlØ fftogo nam dostatoqno umet~ nahodit~ funkcii U (x,⃗t) := E_x { F (W (μ(⃗t))) exp(−A_γ (μ(⃗t))) } . Primeniv n-kratnoe preobrazovanie Laplasa k funkcii U (x,⃗t) po vektoru ⃗t poluqim, qto

U (x) = ∞∫ 0 e^{−λ1t1} dt_1 . . . ∞∫ 0 e^{−λn tn} U (x,⃗t)dt_n =

= E_x { F (W (μ(⃗τ ))) exp(−A_γ (μ(⃗τ ))) } . V dal~neæxem vse teoremy budut privedeny dlØ funkcii

U (x). DlØ nahoßdeniØ raspredeleniØ funkcionalov v fiksiro-

vannyæ moment ⃗t neobhodimo prosto primenit~ n raz obratnoe preobrazovanie Laplasa k funkcii U (x).

Sledu¸wie rezul~taty ØvlØ¸tsØ osnovopolaga¸wimi pri rexenii postavlennyh zadaq dlØ momentov H_{a,b} i ν_i(β_i, t_i), i =

1, . . . , n, poskol~ku zadaqi, v kotoryh rassmatrivaetsØ sluqaæ-

nyæ moment ostanovki, soderßawiæ operacii maksimuma, svodØtsØ k zadaqam, v kotoryh rassmatriva¸tsØ momenty, soderßawie tol~ko operacii minimuma.

58 I. V. VAGURINA

Teorema 2.1. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii, H^{∧n}_{a,b} = H_{a,b} ∧ ν_1(0, τ_1) ∧ . . . ∧ ν_n(0, τ_n). Togda funkciØ

U (x) := E_x { F (W (H^{∧n}_{a,b} )) exp(−A_0(H^{∧n}_{a,b} )) } ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi 1 2 U^{′′}(x)− (^n∑ j=1 λ_jg_j (x)+f(x) ) U (x) = −F (x) n∑ j=1 λ_j g_j(x), x ∈ (a, b), (2.1)

U (a+) = F (a), U (b−) = F (b). (2.2)

My budem sqitat~ v fftoæ teoreme i dalee, qto funkciØ F (x) nepreryvna na granicah promeßutka (a, b), pri fftom F (a+) = F (a), F (b−) = F (b). Dokazatel~stvo fftoæ i posledu¸wih teorem opiraetsØ na sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2A. Pust~ ξ(s) = ( W (s), t_1 − s∫ 0 g_1(W (v))dv, . . . , t_k − s∫ 0 g_k(W (v))dv ) , gde g_l, l = 1, . . . , k, – neotricatel~nye kusoqno nepreryvnye funkcii, i μ = min{s : ξ(s) /∈ Δ} – moment pervogo vyhoda processa ξ(s) iz oblasti Δ. Predpoloßim, qto oblast~ Δ takova, qto moment μ s veroØtnost~¸ edinica koneqen. f(x,⃗t), x ∈ R^1, ⃗t ∈ R^k, – neotricatel~naØ kusoqno nepreryvnaØ funkciØ po kaßdoæ peremennoæ, ograniqennaØ na l¸bom kompakte iz R^{k+1}. Togda funkciØ u(x,⃗t) = E_x [ F (W (μ)) exp ( − μ∫ 0 f(ξ(s))ds )]

udovletvorØet v oblasti Δ uravneni¸ 1 2 ∂^2 ∂x^2 u(x, ⃗t) − k∑ l=1 g_l(x) ∂ ∂t_l u(x, ⃗t) − f(x,⃗t)u(x,⃗t) = 0, (2.3) i graniqnomu uslovi¸ u(x,⃗t) = F (x), (x,⃗t) ∈ ∂Δ. (2.4)

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 59 �to utverßdenie vytekaet iz obweæ teorii diffuzionnyh processov (sm., naprimer, [5], gl.13, §4) i otnositsØ k tak nazyvaemym ”teoremam tipa Feænmana-Kaca”.

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. V kaqestve oblasti Δ rassmo-

trim oblast~ [a, b] × (0, ∞) × . . .× (0, ∞). Togda moment μ = min{s :

ξ(s) /∈ Δ} = min{s : W (s) /∈ [a, b], ili t_1 − ∫_s 0 g_1(W (v))dv 6 0, . . . ili t_k − ∫_s 0 g_k(W (v))dv 6 0} = min{H_{a,b}, ν_1(0, t_1), . . . , ν_n(0, t_n)}.

Po teoreme 2A funkciØ u(x,⃗t) = E_x [ F (W (μ)) exp ( − μ∫ 0 f(ξ(s))ds )] , x ∈ R^1, ⃗t ∈ R^n, f(x,⃗t) = f(x), udovletvorØet v oblasti Δ uravne-

ni¸: 1 2 ∂^2 ∂x^2 u(x, ⃗t) − k∑ l=1 g_l(x) ∂ ∂t_l u(x, ⃗t) − f(x)u(x,⃗t) = 0, i graniqnomu uslovi¸ (2.4).

PrimenØØ n raz preobrazovanie Laplasa k funkcii u(x,⃗t) i uqityvaØ, qto u(x, t_1, . . . , t_{i−1}, 0, t_{i+1}, . . . , t_n) = F (x) dlØ l¸bogo i = 1, . . . , n, my imeem:

U (x) = λ_1 . . . λ_n ∞∫ 0 . . . ∞∫ 0 exp(− n∑ j=1 λ_j t_j)u(x,⃗t)dt_1 . . . dt_n =

= E_x [ F (W (H^{∧n}_{a,b} )) exp ( − H^n_{a,b} ∫ 0 f(W (s))ds )] . PrimenØØ ffto preobrazovanie k uravneni¸ (2.3), poluqaem obyknovennoe differencial~noe uravnenie dlØ funkcii U (x): 1 2 U^{′′}(x)− (^n∑ j=1 λ_j g_j(x)+f(x) ) U (x) = −F (x) n∑ j=1 λ_j g_j(x), x ∈ (a, b), U (a+) = F (a), U (b−) = F (b). Teorema dokazana.

60 I. V. VAGURINA

V sluqae, kogda funkcional A i momenty ν_i vkl¸qa¸t v sebØ lineænu¸ kombinaci¸ lokal~nyh vremen, to spravedliv bolee obwiæ rezul~tat.

Teorema 2.2. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii, H^{∧n}_{a,b} = H_{a,b} ∧ ν_1(β_1, τ_1) ∧ . . .∧ ν_n(β_n, τ_n). Togda funkciØ

U (x) := E_x { F (W (H^{∧n}_{a,b} )) exp(−A_γ (H^{∧n}_{a,b} )) }

ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: dlØ x ∈ (a, b)\{z_1, . . . , z_q, a_1, . . . , a_m} 1 2 U^{′′}(x) − (^n∑ j=1 λ_j g_j(x) + f(x) ) U (x) = −F (x) n∑ j=1 λ_j g_j(x), (2.5)

U^′(z_k+) − U^′(z_k−) = 2(U (z_k) − F (z_k)) n∑ l=1 λ_lβ_{l,k}, k = 1, . . . , q, (2.6)

U^′(a_i+) − U^′(a_i−) = 2γ_iU (a_i), i = 1, . . . , m, (2.7)

U (a+) = F (a), U (b−) = F (b). (2.8)

DlØ obosnovaniØ usloviæ na skaqki proizvodnoæ (2.6), (2.7), postupim sledu¸wim obrazom. Oboznaqim:

ν^ε_l (β_l, τ_l) = min{s : s∫ 0 g_l(W (v))dv+ q∑ k=1 β_{l,k} s∫ 0 1 ε 1_{[zk,zk+ε)}(W (v))dv > τ_l},

H^{∧ε}_{a,b} = min{H_{a,b}, ν^ε_1(β_1, τ_1), . . . , ν^ε_n(β_n, τ_n)}, U_ε(x) =

= E_x { F (W (H^{∧ε}_{a,b})) exp ( − H^ε_{a,b} ∫ 0 ( f(W (v)) + m∑ j=1 γ_j ε 1_{[aj ,aj +ε)}(W (v)) ) dv )} . V silu opredeleniØ lokal~nogo vremeni, pri ε → 0 momenty

ν^ε_l (β_l, τ_l) → ν_l(β_l , τ_l) dlØ vseh l = 1, . . . , n, i, soglasno teoreme

Lebega o predel~nom perehode pod znakom integrala, funkciØ U_ε(x) → U (x).

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 61 Vvidu togo, qto indikatornaØ funkciØ ØvlØetsØ kusoqno nepreryvnoæ, k funkcii U_ε(x) moßno primenit~ teoremu 2.1. Togda

U_ε(x) udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸: 1 2 U^{′′}_ε (x) − (^n∑ l=1 ( λ_lg_l(x) + q∑ k=1 β_{l,k}^1ε 1_{[zk,zk+ε)}(x) ) + m∑ j=1 γ_j ε 1_{[aj ,aj +ε)}(x)+

+f(x) ) U_ε(x) = −F (x) n∑ l=1 ( λ_lg_l(x) + q∑ k=1 β_{l,k}^1ε 1_{[zk,zk+ε)}(x) )

i graniqnym usloviØm U_ε(a) = F (a), U_ε(b) = F (b).

OsuwestvlØØ predel~nyæ perehod pri ε → 0, analogiqnyæ sootvetstvu¸wemu predel~nomu perehodu, privedennomu v dokazatel~stve teoremy 2.2 iz [3], poluqim uravnenie (2.5) i graniqnye usloviØ (2.8).

Vyberem toqki p_1 i p_2 takim obrazom, qtoby interval (p_1, p_2) soderßal toqku z_k, no ne soderßal ostal~nye toqki iz mnoßestva {z_1, . . . , z_q, a_1, . . . , a_m} vmeste s ih ε-okrestnost~¸. Prointegrirovav vyxeprivedennoe uravnenie po x ot p_1 do p_2, poluqim: 1 2 (U^′_ε(p_2)−U^′_ε(p_1))− p2∫ p1 (^n∑ l=1 ( λ_lg_l(x)+β_{l,k}^1ε 1_{[zk,zk+ε)}(x) ) +f(x) ) U_ε(x)dx

= − p2∫ p1 F (x) n∑ l=1 ( λ_lg_l(x) + β_{l,k}^1ε 1_{[zk ,zk+ε)}(x) ) dx. Ustremiv p_1 sleva, a p_2 sprava k toqke z_k i ε → 0, pridem k uslovi¸ (2.6) dlØ z_k. Analogiqno moßno poluqit~ usloviØ (2.6) i (2.7) dlØ ostal~nyh toqek z_1, . . . , z_q, a_1, . . . , a_m.

Zameqanie 2.1. V sluqae, kogda a = −∞ ili b = ∞, sootvet-

stvu¸wie graniqnye usloviØ zamenØ¸tsØ na usloviØ ograniqennosti funkcii U (x) pri x → −∞ ili x → ∞.

Zameqanie 2.2. Esli kakaØ-nibud~ iz toqek zk sovpadaet s

odnoæ iz toqek a_i, to sootvetstvu¸wie usloviØ iz (2.6), (2.7) nußno ob¨edinit~ v uslovie

U^′(z_k+) − U^′(z_k−) = 2(U (z_k) − F (z_k)) n∑ l=1 λ_lβ_{l,k} + γ_iU (z_k).

62 I. V. VAGURINA

Zameqanie 2.3. DlØ kusoqno nepreryvnyh funkciæ F (x), f(x)

i g(x) uravnenie (2.1) nußno ponimat~ sledu¸wim obrazom: ono imeet mesto vo vseh toqkah nepreryvnosti funkciæ F , f i g, a v toqkah razryva fftih funkciæ ego rexenie nepreryvno vmeste s pervoæ proizvodnoæ.

Analogiqnye zameqaniØ spravedlivy i dlØ posledu¸wih rezul~tatov, pofftomu my ne budem ih povtorØt~.

Proanaliziruem, kak izmenitsØ differencial~noe uravnenie i ego graniqnye usloviØ v predpoloßenii, qto minimum realizuetsØ na konkretnom momente ostanovki.

Pust~ moment pervogo vyhoda na granicu (a, b) realizuetsØ qerez a i nastupit ran~xe, momenta min{ν_1(β_1, τ_1), . . . , ν_n(β_n, τ_n)}. Togda spravedliva teorema:

Teorema 2.3. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii, H^{∧n}_{a,b} = H_{a,b} ∧ ν_1(β_1, τ_1) ∧ . . .∧ ν_n(β_n, τ_n). Togda funkciØ

U (x) := E_x { F (W (H^{∧n}_{a,b} )) exp(−A_γ (H^{∧n}_{a,b} )); W (H^{∧n}_{a,b} ) = a } ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: dlØ x ∈ (a, b)\{z_1, . . . , z_q, a_1, . . . , a_n} 1 2 U^{′′}(x) − (^n∑ j=1 λ_j g_j(x) + f(x) ) U (x) = 0, (2.9)

U^′(z_k+) − U^′(z_k−) = 2U (z_k) n∑ l=1 λ_lβ_{l,k}, k = 1, . . . , q, (2.10) U^′(a_i+) − U^′(a_i−) = 2γ_iU (a_i), i = 1, . . . , m, (2.11)

U (a+) = F (a), U (b−) = 0. (2.12)

Zameqanie 2.4. V sluqae, esli moment H^{∧n}_{a,b} realizuetsØ qe-

rez granicu b, to graniqnye usloviØ (2.12) nußno zamenit~ na usloviØ U (a+) = 0, U (b−) = F (b).

Zameqanie 2.5. V sluqae, esli moment H^{∧n}_{a,b} realizuetsØ na

momente pervogo vyhoda na granicu intervala (a, b), to graniqnye usloviØ (2.12) nußno zamenit~ na usloviØ U (a+) = F (a), U (b−) = F (b). Predpoloßim, qto moment H^{∧n}_{a,b} realizuetsØ na odnom iz momentov ν_1(β_1, τ_1),. . . ,ν_n(β_n, τ_n). Togda verna teorema.

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 63

Teorema 2.4. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii. DlØ l¸bogo r = 1, . . . , n funkciØ

U (x) := E_x { F (W (H^{∧n}_{a,b} )) exp(−A_γ (H^{∧n}_{a,b} )); H^{∧n}_{a,b} = ν_r(β_r , τ_r) } ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: dlØ x ∈ (a, b)\{z_1, . . . , z_q, a_1, . . . , a_n} 1 2 U^{′′}(x) − (^n∑ j=1 λ_j g_j(x) + f(x) ) U (x) = −λ_rg_r (x)F (x), (2.5)

U^′(z_k+) − U^′(z_k−) = 2U (z_k) n∑ l=1 λ_lβ_{l,k} − 2λ_rβ_{r,k}F (z_k), k = 1, . . . , q, U^′(a_i+) − U^′(a_i−) = 2γ_iU (a_i), i = 1, . . . , m,

U (a+) = 0, U (b−) = 0.

Ukaßem na nekotorye momenty dokazatel~stva. DlØ fftogo rassmotrim funkci¸ u(x,⃗t) = E_x [ F (W (H^{∧n}_{a,b} (⃗t))) exp ( − A_γ (H^{∧n}_{a,b} (⃗t)) ) ; H^{∧n}_{a,b} (⃗t) = ν_r(β_r , t_r) ] . Ee moßno perepisat~ v sledu¸wem vide: u(x,⃗t) = E_x [ F̃ (W (H^{∧n}_{a,b} (⃗t))) exp ( − A_γ (H^{∧n}_{a,b} (⃗t)) )] , gde F̃ (W (H^{∧n}_{a,b} (⃗t))) = F (W (H^{∧n}_{a,b} (⃗t)))1_{{(a,b)×}R_{+×...×{0}...×}R_{+}}(ξ(H^{∧n}_{a,b} (⃗t))), a {0} stoit na r + 1 meste.

Iz teoremy 2A sleduet, qto u(x,⃗t) = F̃ (x) na granice oblasti Δ. V qastnosti, u(x, t_1, . . . , t_{r−1}, 0, t_{r+1}, . . . , t_n) = F (x), a u(x, t_1, . . . , t_{i−1}, 0, t_{i+1}, . . . , t_n) = 0 pri vseh i = 1, . . . , n, i ≠ r. PrimenØØ n-kratnoe preobrazovanie Laplasa po ⃗t k uravneni¸ (2.3), poluqim (2.5). UsloviØ na skaqki proizvodnoæ poluqa¸tsØ analogiqno teoreme 2.2.

Pust~ teper~ 0 6 p_1 < p_2 < . . . < p_r 6 n – nabor iz r celyh qisel ot 0 do n, r 6 n. Oboznaqim H_a = min{s : W (s) = a} – moment pervogo vyhoda processa brounovskogo dvißeniØ na granicu a. Pri realizacii momenta H^{∧n}_{a,b} na minimume iz momenta H_a i momenta ν^{∧r} = min{ν_{p1}(β_{p1} , τ_{p1} ), . . . , ν_{pr} (β_{pr} , τ_{pr} )} veren sledu¸wiæ rezul~tat.

64 I. V. VAGURINA

Teorema 2.5. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii. Togda funkciØ

U (x) := E_x { F (W (H^{∧n}_{a,b} )) exp(−A_γ (H^{∧n}_{a,b} )); H^{∧n}_{a,b} = min{H_a, ν^{∧r}} }

ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: dlØ x ∈ (a, b)\{z_1, . . . , z_q, a_1, . . . , a_n} 1 2 U^{′′}(x) − ( n∑ j=1 λ_jg_j (x) + f(x) ) U (x) = −F (x) r∑ m=1 λ_{pm} g_{pm} (x),

U^′(z_k+) − U^′(z_k−) = 2U (z_k) n∑ l=1 λ_lβ_{l,k} − 2F (z_k) r∑ m=1 λ_{pm} β_{pm ,k},

k = 1, . . . , q, U^′(a_i+) − U^′(a_i−) = 2γ_iU (a_i), i = 1, . . . , m, U (a+) = F (a), U (b−) = 0. Zameqanie 2.6. Esli ustremit~ λi k 0, to τi → ∞ po veroØt-

nosti. Togda moment ν_i(β_i, τ_i) → ∞ i ne vliØet na nastuplenie momenta H^{∧n}_{a,b} . V silu fftogo teorema 2.5 ØvlØetsØ obobweniem vseh predyduwih.

3. Momenty, obrazovannye iz momentov Ha,b i ν1(0, τ1),

ν_2(0, τ_2). Pereædem k rassmotreni¸ rezul~tatov o vyqisle-

nii raspredeleniæ funkcionalov ot ostanovlennogo brounovskogo dvißeniØ dlØ momentov, obrazovannyh iz momentov H_{a,b} i ν_1(0, τ_1), ν_2(0, τ_2) pri pomowi operaciæ maksimuma i minimuma. Vsevozmoßnye momenty ostanovki, kotorye mogut pri fftom poluqit~sØ, byli opisany v p.1. My ne budem kasat~sØ sluqaØ, kogda v opredelenie funkcionala i momentov vhodØt lineænye kombinacii lokal~nyh vremen brounovskogo dvißeniØ, poskol~- ku naliqie takih kombinaciæ privodit lix~ k poØvleni¸ usloviæ na skaqki proizvodnyh vida (2.6), (2.7).

Naibolee prostoæ moment μ_0 ØvlØetsØ qastnym sluqaem momenta H^{∧n}_{a,b} pri n = 2 i my ne budem na nem ostanavlivat~sØ. Naqnem s momenta μ_1 = [H_{a,b} ∧ ν_1(0, τ_1)] ∨ ν_2(0, τ_2).

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 65

Teorema 3.1. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii, μ_1 = μ_1(τ_1, τ_2). Togda funkciØ

U_{μ1} (x) := E_x { F (W (μ_1)) exp(−A_0(μ_1)) }

dlØ x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x) + f(x))U (x) =

−λ_1g_1(x)U_{λ2} (x) − λ_2g_2(x)U_H^ν1_{a,b} (x),

gde funkciØ U_{λ2} (x) = E_x { F (W (ν_2)) exp(−A_0(ν_2)) } ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym ograniqennym rexeniem zadaqi (sm. [2], teorema 2.1): 1 2 U^{′′}(x) − (λ_2g_2(x) + f(x))U (x) = −λ_2g_2(x)F (x),

a funkciØ U_H^ν1_{a,b} (x) = E_x { F (W (H_{a,b} ∧ ν_1)) exp(−A_0(H_{a,b} ∧ ν_1)) } ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + f(x))U (x) = −λ_1g_1(x)F (x), x ∈ (a, b), U (a+) = F (a), U (b−) = F (b). Dokazatel~stvo. Primenim teoremu 2A dlØ sledu¸wego qast-

nogo sluqaØ: k = 2, f(x, t_1, t_2) = f(x), F (x, t_1, t_2) = F (x), ⃗t =

(t_1, t_2) ∈ R^2. V kaqestve Δ rassmotrim mnoßestvo {[a, b] × (0, ∞) ×

R^1} ∪ {R^1 × R^1 × (0, ∞)}. Togda process ξ(s) budet imet~ vid: ξ(s) = ( W (s), t_1 − s∫ 0 g_1(W (v))dv, t_2 − s∫ 0 g_2(W (v))dv ) . ˚sno, qto ξ(s) /∈ Δ togda i tol~ko togda, kogda {W (s) /∈ (a, b) ili t_1 − ∫_s 0 g_1(W (v))dv 6 0} i {t_2 − ∫_s 0 g_2(W (v))dv 6 0}. Takim obra-

zom, moment μ_1 sovpadaet s momentom pervogo vyhoda prcessa

ξ(s) iz oblasti Δ.

Primeniv teoremu 2A poluqim, qto funkciØ

u(x,⃗t) = E_x{F (W (μ_1)) exp(− μ1∫ 0 f(W (v))dv)}

66 I. V. VAGURINA udovletvorØet v oblasti Δ uravneni¸ 1 2 ∂^2 ∂x^2 u(x, ⃗t) − g_1(x) ∂ ∂t_1 u(x, ⃗t) − g_2(x) ∂ ∂t_2 u(x, ⃗t) − f(x,⃗t)u(x,⃗t) = 0 (3.1) i graniqnomu uslovi¸ u(x,⃗t) = F (x) pri (x,⃗t) ∈ ∂Δ.

Zametim, qto

u(x, 0, t_2) = E_x{F (W (ν_2)) exp(− ν2∫ 0 f(W (v))dv)} =: u_{λ2}(x, t_2),

u(x, t_1, 0) = E_x{F (W (H^{ν1}_{a,b})) exp(− H^ν1_{a,b}∫

0 f(W (v))dv)} =: u_H^ν1_{a,b} (x, t_1). Primeniv dva raza preobrazovanie Laplasa po peremennym

t_1 i t_2 k uravneni¸ (3.1), poluqim, qto funkciØ U_{μ1} (x) = ∫_∞ 0 ∫_∞ 0 u(x,⃗t)e^{−λ1t1} e^{−λ2t2} dt_1dt_2 udovletvorØet uravneni¸: 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x) + f(x))U (x) =

−λ_1g_1(x)U_{λ2} (x) − λ_2g_2(x)U_Hν1_{a,b} (x),

gde funkciØ U_{λ2} (x) = ∫_∞ 0 u_{λ2} (x, t_2)e^{−λ2t2} dt_2, i dlØ nee spraved-

liva teorema 2.1 iz [2] pri a = −∞, b = ∞. FunkciØ U_Hν1_{a,b} (x) = − ∫_∞ 0 u_H^ν1_{a,b} (x, t_1)e^{−λ1t1} dt_1 udovletvorØet uravneniØm (2.1), (2.2) iz

teoremy 2.1 pri n = 1. Teorema 3.1 dokazana.

Zameqanie 3.1. Inaqe ustanovit~ spravedlivost~ teoremy

3.1 moßno sledu¸wim obrazom (sm. [2]). FunkciØ U_{μ1} predstavima v vide

U_{μ1} = U_H^ν1_{a,b} + U_{λ2} − U_{μ0} .

Ubedit~sØ v fftom moßno s pomow~¸ veroØtnostnyh rassußdeniæ, perepisav ravenstvo v vide

U_{μ1} + U_{μ0} = U_H^ν1_{a,b} + U_{λ2} .

Vse traektorii, dlØ kotoryh realizuetsØ moment μ_1 ili moment

μ_0, raspada¸tsØ na dva nepereseka¸wihsØ klassa. Pervyæ iz ko-

toryh sostavlØ¸t vse traektorii, dlØ kotoryh, skaßem, moment

μ_0 sovpadaet s momentom H^{ν1}_{a,b}, a ko vtoromu klassu otnosØtsØ vse

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 67 traektorii, dlØ kotoryh moment μ_0 sovpadaet s momentom ν_2. Ots¸da sleduet vyxeprivedennoe ravenstvo.

Vypixem differencial~noe uravnenie dlØ funkcii U_Hν1_{a,b} : 1 2 U^{′′}_Hν1_{a,b} (x) − (λ_1g_1(x) + f(x))U_H^ν1_{a,b} (x) = −λ_1g_1(x)F (x), U_H^ν1_{a,b} (a+) = F (a), U_H^ν1_{a,b} (b−) = F (b), dlØ funkcii U_{λ2} : 1 2 U^{′′}_{λ2} (x) − (λ_2g_2(x) + f(x))U_{λ2} (x) = −λ_2g_2(x)F (x), |U (x)| < C, x → ±∞, i, nakonec, dlØ funkcii U_{μ0} : 1 2 U^{′′}_{μ0} (x)−(λ_1g_1(x)+λ_2g_2(x)+f(x))U_{μ0} (x) = −(λ_1g_1(x)+λ_2g_2(x))F (x),

U_{μ0} (a+) = F (a), U_{μ0} (b) = F (b−).

Esli sloßit~ pervye dva uravneniØ i vyqest~ tret~e, to poluqim rezul~tat teoremy 3.1.

Teorema 3.2. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii, μ_2 = μ_2(τ_1, τ_2). Togda funkciØ

U_{μ2} (x) := E_x { F (W (μ_2)) exp(−A_0(μ_2)) }

dlØ x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x) + f(x))U (x) =

−λ_1g_1(x)U_{λ2} (x) − λ_2g_2(x)U_{λ1} (x), U (a+) = F (a), U (b−) = F (b), gde funkcii U_{λi} (x) = E_x { F (W (H_{a,b} ∧ ν_i)) exp(−A_0(H_{a,b} ∧ ν_i)) } , i = 1, 2, ØvlØ¸tsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi pri x ∈ (a, b): 1 2 U^{′′}_{λi} (x) − (λ_ig_i(x) + f(x))U_{λi} (x) = −λ_ig_i(x)F (x), (3.2)

U_{λi} (a+) = F (a), U_{λi} (b−) = F (b). (3.3)

68 I. V. VAGURINA

Teorema 3.3. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii, μ_3 = μ_3(τ_1, τ_2). Togda funkciØ

U_{μ3} (x) := E_x { F (W (μ_3)) exp(−A_0(μ_3)) }

dlØ x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x)−(λ_1g_1(x)+λ_2g_2(x)+f(x))U (x) = −(λ_1g_1(x)+λ_2g_2(x))U_{Ha,b} (x),

gde funkciØ U_{Ha,b} (x) = E_x { F (W (H_{a,b})) exp(−A_0(H_{a,b})) } , i = 1, 2, ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi pri x ∈ (a, b): 1 2 U^{′′}_{Ha,b} (x) − f(x))U_{Ha,b} (x) = 0, (3.4) U_{Ha,b} (a+) = F (a), U_{Ha,b} (b−) = F (b). (3.5) Teoremy 3.2–3.3 dokazyva¸tsØ analogiqno. Ukaßem lix~ kakie oblasti Δ nußno rassmotret~ v kaßdoæ iz teorem. DlØ μ_2 sleduet rassmotret~ oblast~ Δ = [a, b] × ({(0, ∞) × R^1} ∪ {R^1 ×

(0, ∞)}), dlØ μ_3 – oblast~ Δ = {[a, b]×R^1×R^1}∪{R^1×(0, ∞)×(0, ∞)}.

Preßde, qem sformulirovat~ teoremu dlØ momenta μ_4, nam neobhodimo rassmotret~ dopolnitel~nyæ rezul~tat dlØ momenta H_{a,b} ∨ ν(0, τ ). Teorema 3.4A. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye

kusoqno nepreryvnye funkcii. Togda funkciØ

U (x) := E_x { F (W (H_{a,b} ∨ ν(0, τ ))) exp(−A_0(H_{a,b} ∨ ν(0, τ ))) }

dlØ x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λg(x) + f(x))U (x) = −λg(x)U_{Ha,b} (x), (3.6) gde funkciØ U_{Ha,b} (x) opredelØetsØ kak v teoreme 3.3 i udovletvorØet uravneniØm (3.4), (3.5).

UqityvaØ zameqanme 2.6, fftu teoremu moßno poluqit~ kak sledstvie teoremy 3.1, ustremiv λ_1 k 0.

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 69

Teorema 3.4. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii, μ_4 = μ_4(τ_1, τ_2). Togda funkciØ

U_{μ4} (x) := E_x { F (W (μ_4)) exp(−A_0(μ_4)) }

dlØ x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x) + f(x))U (x) = −λ_1g_1(x)U_{Ha,b∨ν2} − λ_2g_2(x))U_{Ha,b ∨ν1} (x), gde funkcii U_{Ha,b∨νi} (x) = E_x { F (W (H_{a,b} ∨ ν_i)) exp(−A_0(H_{a,b} ∨ ν_i)) } , i = 1, 2, ØvlØ¸tsØ edinstvennymi ograniqennymi nepreryvnymi rexeniØmi zadaqi (3.6) iz teoremy 3.4A.

Teorema 3.5. Pust~ F (x), f(x), x ∈ [a, b], – neotricatel~nye ku-

soqno nepreryvnye funkcii, μ_5 = μ_5(τ_1, τ_2). Togda funkciØ

U_{μ5} (x) := E_x { F (W (μ_5)) exp(−A_0(μ_5)) }

dlØ x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x) + f(x))U (x) = −λ_1g_1(x)U_{Ha,b ∧ν2} − λ_2g_2(x))F (x), gde funkciØ U_{Ha,b ∧ν2} (x) ØvlØetsØ edinstvennym ograniqennym nepreryvnym rexeniem zadaqi (3.2), (3.3) iz teoremy 3.3.

DlØ momenta μ_4 sleduet rassmotret~ oblast~ Δ = {[a, b] ×R^1 ×

R^1} ∪ {R^1 × (0, ∞) × R^1} ∪ {R^1 × R^1 × (0, ∞)}, dlØ μ5 – oblast~

Δ = ({[a, b] × R^1} ∪ {R^1 × (0, ∞)}) × (0, ∞).

Teper~ rassmotrim, kak izmenitsØ differencial~naØ zadaqa dlØ momentov μ_1, . . . , μ_5, esli naloßit~ uslovie, qto sluqaænyæ moment realizuetsØ na odnom iz momentov H_{a,b}, ν_1 ili ν_2. Pri fftom issleduem vse takie sluqai, skaßem, dlØ momenta μ_2.

DlØ momenta μ_2 verny sledu¸wie rezul~taty.

70 I. V. VAGURINA

Sledstvie 3.1. V usloviØh teoremy 3.2 funkciØ

U (x) := E_x { F (W (μ_2)) exp(−A_0(μ_2)); W (μ_2) = a }

dlØ x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym ograniqennym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x) + f(x))U (x) =

−λ_1g_1(x)U_{λ2} (x) − λ_2g_2(x)U_{λ1} (x), U (a+) = F (a), U (b−) = 0, gde funkcii U_{λi} (x), i = 1, 2, ØvlØ¸tsØ edinstvennymi nepreryvnymi ograniqennymi rexeniØmi zadaqi: 1 2 U^{′′}_{λi} (x) − (λ_ig_i(x) + f(x))U_{λi} (x) = 0, x ∈ (a, b), U_{λi} (a+) = F (a), U_{λi} (b−) = 0. �to utverßdenie nemedlenno sleduet iz teoremy 3.2, esli rassmotret~ v kaqestve F̃ (x) funkci¸ F (x)1_{{a}}(x).

DlØ toqki b spravedliv analogiqnyæ rezul~tat. DlØ momentov ν_1, ν_2 ne udaetsØ poluqit~ takie rezul~taty, kak sledstvie teoremy 3.2. Ih prihoditsØ dokazyvat~ otdel~no.

Teorema 3.6. V usloviØh teoremy 3.2 funkciØ

U (x) := E_x { F (W (μ)) exp(−A_0(μ)); μ_2 = ν_1 }

dlØ x ∈ (a, b) ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym ograniqennym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λ_1g_1(x) + λ_2g_2(x) + f(x))U (x) = −λ_2g_2(x)U_{λ1} (x),

U (a+) = 0, U (b−) = 0,

gde funkciØ U_{λ1} (x) ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym ograniqennym rexeniem zadaqi pri x ∈ (a, b): 1 2 U^{′′}_{λ1} (x) − (λ_1g_1(x) + f(x))U_{λ1} (x) = −λ_1g_1(x)F (x),

U_{λi} (a+) = 0, U_{λi} (b−) = 0.

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 71 DlØ momenta ν_2 rezul~tat budet analogiqnyæ.

4. PriloßeniØ. Privedem neskol~ko primerov ispol~zova-

niØ p oluqennyh rezul~tatov.

Primer 4.1. Vyqislim veroØtnost~ togo, qto moment Ha,b ∧ ν

dlØ processa brounovskogo dvißeniØ realizuetsØ qerez granicu a, gde moment ν opredelim kak ν(0, τ ) = min{s : ∫_s 0 c W^2(v) dv ¿ τ }. Pri fftom 0 < a < b.

FunkciØ U (x) = P_x{W (H^ν_{a,b}) = a} ØvlØetsØ rexeniem differencial~noæ zadaqi 1 2 U^{′′}(x) − λc x^2 U (x) = 0, U (a) = 1, U (b) = 0.

Fundamental~nye rexeniØ fftogo uravneniØ ime¸t vid φ(x) =

x^{12 + 12 √1+8λc}, ψ(x) = x^{12 − 12 √1+8λc}.

Oboznaqim ρ(x, y) = φ(x)ψ(y) − φ(y)ψ(x), togda P_x{W (H^ν_{a,b}) = a} = ρ(x, b) ρ(a,b) . Primer 4.2. Naædem veroØtnost~ togo, qto moment μ2(τ1, τ2) =

H_{a,b} ∧ [ν_1(0, τ_1) ∨ ν_2(0, τ_2)] realizuetsØ na momente ostanovki ν_1(0, τ_1). Pust~ g_1(x) =

c_1 x^2 , g2(x) = c_2 x^2 , f(x) = 0 dlØ vseh x ∈ [a, b],

0 < a < b. Togda oboznaqim U (x) = P_x(μ_2(τ_1, τ_2) = ν_1(0, τ_1)). Funk-

ciØ U (x) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi 1 2 U^{′′}(x) − λ_1c_1 + λ_2c_2 x^2 U (x) = − λ_2c_2 x^2 Uλ^1 (x), (4.1)

U (a) = 0, U (b) = 0, (4.2)

gde funkiØ U_{λ1} (x) = P_x(H_{a,b} ∧ ν_1 = ν_1), v svo¸ oqered~, udovletvorØet zadaqe 1 2 U^{′′}_{λ1} (x) −

λ_1c_1 x^2 Uλ^1 (x) = − λ_1c_1 x^2 , (4.3)

U_{λ1} (a) = 0, U_{λ1} (b) = 0. (4.4)

Obwee rexenie uravneniØ (4.3) imeet vid:

U_{λ1} (x) = 1 + c_1φ(x) + c_2ψ(x),

gde φ(x) = x^12^{+ 1}2^{√1+8λ1c1} , ψ(x) = x^12^{− 1}2^{√1+8λ1c1} – fundamental~nye rexeniØ (4.3).

72 I. V. VAGURINA

OboznaqaØ ρ(x, y) = φ(x)ψ(y) − φ(y)ψ(x), s uqetom graniqnyh usloviæ (4.4), nahodim rexenie uravneniØ (4.3):

U_{λ1} (x) = 1 + ψ(a) � ψ(b) ρ(a, b) φ(x) − φ(a) � φ(b) ρ(a, b) ψ(x). PodstavlØØ naædennu¸ funkci¸ U_{λ1} (x) v uravnenie 4.1, nahodim obwee rexenie:

U (x) =

λ_2c_2 λ_1c_1 + λ_2c_2 + ψ(a) � ψ(b) ρ(a, b) φ(x)− φ(a) � φ(b) ρ(a, b) ψ(x)+–1φ̃(x)+–2 ψ̃(x), gde φ̃(x) = x^{12 + 12}

√_{1+8(λ1c1+λ2c2)} , ψ̃(x) = x^{12 − 12}

√_{1+8(λ1c1+λ2c2)} – fundamental~nye rexeniØ (4.1).

OboznaqaØ ρ̃(x, y) = φ̃(x)ψ̃(y) − φ̃(y)ψ̃(x), pri usloviØh (4.2) nahodim konstanty –_1, –_2 i poluqaem okonqatel~nyæ rezul~tat:

U (x) =

λ_2c_2 λ_1c_1 + λ_2c_2 + ψ(a) � ψ(b) ρ(a, b) φ(x) − φ(a) � φ(b) ρ(a, b) ψ(x)+ + ψ̃(a)“Uλ 1 (b) �^{λ1c1} λ1c1+λ2c2 ” �_{ψ̃(b)}“_{Uλ1 (a)} �_{λ1c1λ1c1+λ2c2} ” ρ̃(a, b) φ̃(x)+ −^~

φ(a)“U_{λ1} (b) �^{λ1c1}_{λ1c1+λ2c2} ” � φ̃(b)“U_{λ1} (a) �^{λ1c1}_{λ1c1+λ2c2} ” ρ̃(a, b) ψ̃(x). Primer 4.3. Rassmotrim teper~ raspredelenie funkciona-

la, ostanovlennogo v moment H_{a,b} ∧ ν(0, τ ), gde poloßim funkci¸

g(x) dlØ momenta ν(0, τ ) ravnoæ 1_{[r,∞)}(x), to est~ ν(0, τ ) = min{s : ∫_s 0 1_{[r,∞)}(W (v))dv ¿ τ }. Pust~ F (x) = 1, f(x) = α, a < r < b. FunkciØ U (x) = E_x{e^{−α(Ha,b∧ν(0,τ))}} ØvlØetsØ pri x ∈ (a, b) nepreryvnym vmeste s pervoæ proizvodnoæ rexeniem sledu¸weæ differencial~noæ zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λ1_{(r,b)}(x) + α)U (x) = −λ1_{(r,b)}(x), U (a) = U (b) = 1.

Rexeniem takoæ zadaqi budet funkciØ

U (x) = –1 ζ sh((x � a)p2α) sh((b � a)p2α)

+^{sh((}

b � x)p2α)

sh((b � a)p2α) , x ∈ [a, r), λ λ + α +

–2_ζ sh((b � x)p2(λ + α))

sh((b � a)p2(λ + α)) + + α λ + α sh((x � a)p2(λ + α)) sh((b � a)p2(λ + α)) , x ∈ [r, b],

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 73 gde –1 =^αp_{λ + α} sh((b − a)^√2α)(1 − ch((b − r)^√2(λ + α)))+ √ α ch((b − r) √ 2α) sh((b − r) √ 2(λ + α))− √ λ + α ch((b − r) √ 2(λ + α)) sh((b − r) √ 2α), –2 =^√α sh((b − a)^√2(λ + α))(1 −^λ_{λ + α} ch((r − a)^√2α))− α λ + α [ √ α ch((r − a) √ 2α) sh((r − a) √ 2(λ + α))− √ λ + α ch((r − a) √ 2(λ + α)) sh((r − a) √ 2α)], ζ = √ λ + α ch((b − r) √ 2(λ + α)) sh((r − a) √ 2α)+ √ α sh((b − r) √ 2(λ + α)) ch((r − a) √ 2α). Primer 4.4. Vyqislim raspredelenie integral~nogo funkci-

onala, ostanovlennogo v moment maksimuma iz momentov, obratnyh k lokal~nym vremenam.

Pust~ ν_1(β_1, τ_1) = min{s : β_1ℓ(r, s) ¿ τ_1}, ν_2(β_2, τ_2) = min{s : β_2ℓ(q, s) ¿ τ_2}, F (x) = 1, f(x) = α. FunkciØ U (x) = E_x{e^{−α(ν1∨ν2)}} po teoreme 3.2 iz [2] udovletvorØet v oblasti x ∈ (a, b)\{r, q} differencial~noæ zadaqe 1 2 U^{′′}(x) − αU (x) = 0, U^′(r+) − U^′(r−) = 2λ_1β_1U (r) − 2λ_1β_1U_{λ2} (r),

U^′(q+) − U^′(q−) = 2λ_2β_2U (q) − 2λ_2β_2U_{λ1} (q),

i uslovi¸ ograniqennosti na beskoneqnosti |U (±∞)| < ∞.

Zdes~ funkcii U_{λi} (x) = E_x{e^{−α(ν1)}}, i = 1, 2, po teoreme 2.2 iz [2] udovletvorØ¸t v oblasti x ∈ (a, b)\{r, q} differencial~noæ zadaqe_1 2 U^{′′}_{λi} (x) − αU_{λi} (x) = 0, U^′_{λi} (r+) − U^′_{λi} (r−) = 2λ_iβ_iU_{λi} (r) − 2λ_iβ_i,

U^′_{λi} (q+) − U^′_{λi} (q−) = 2λ_iβ_iU_{λi} (q) − 2λ_iβ_i,

i usloviØm ograniqennosti na beskoneqnosti |U_{λi} (±∞)| < ∞.

74 I. V. VAGURINA

Rexenie budet imet~ vid:

U (x) =

[α_2 γ_2 ( 1 − (1 +^{√2α}_{λ2β2} )e^{2√2α(q−r)} ) − − α_1 γ_1 √ 2α λ1β1 e √ 2α(q−r) ] e_{(x}�_{r)}p_{2γ} γ , x 6 r, (α_1 γ_1 − α_2 γ_2 (1 +

p_{2α}

λ_2β_2 )e (q−r) √ 2γ )e_{(q}�_{x)}p_{2α} γ + + ( α_2 γ_2 − α_1 γ_1 (1 +

p_{2α}

λ_1β_1 )e (q−r) √ 2α ) e_{(x}�_{r)}p_{2α} γ , r < x 6 q, [α_1 γ_1 ( 1 − (1 +^{√2α}_{λ1β1} )e^{2√2α(q−r)} ) − − α^2γ_2^{√2α}_{λ2β2} e^{√2α(q−r)} ] e_{(q}�_{x)}p_{2α} γ , q < x, gde pri i = 1, 2

γ_i = (λ_iβ_i)^2 − e^2 √ 2α(q−r)(λ iβ_i + √ 2α)^2,

α_i = (λ_iβ_i)^2(1 − e^{2√2α(q−r)}) − λ_iβ_i √ 2αe^{√2α(q−r)}(1 + e^{√2α(q−r)}), γ = 1 − ( 1 + p_{2α}

λ_1β_1 )( 1 + p_{2α}

λ_2β_2 ) e^{2√2α(q−r)}. 5. Opisanie obwego sluqaØ, kogda moment ostanovki soderßit operacii maksimumov i minimumov. Pereædem k ras-

smotreni¸ obwego sluqaØ. Pust~ nax moment ostanovki μ obrazovan iz momenta H_{a,b} i n momentov, obratnyh k integral~- nomu funkcionalu – ν_1(0, τ_1), . . . , ν_n(0, τ_n) – pri pomowi proizvol~noæ kombinacii maksimumov i minimumov. My moßem preobrazovat~ nax moment ostanovki, raskryv vse skobki, k vidu

μ = I_1 ∨ I_2 ∨ . . . ∨ I_k, k 6 n + 1, gde kaßdyæ moment I_l, l = 1, . . . , k

obrazovan tol~ko posredstvom operacii minimuma iz naxih momentov. Zametim, qto kaßdyæ moment I_l soderßit ne vse momenty

H_{a,b}, ν_1(0, τ_1), . . . , ν_n(0, τ_n), a ne bolee n momentov (sluqaæ, kogda

moment μ sostot iz odnogo momenta I_1 trivialen i opisan nami v teoreme 2.1).

Moßno rasprostranit~ princip, opisannyæ v zameqanii 3.1 i na momenty, vkl¸qa¸wie v sebØ bolee odnoæ operacii maksimumov. Takim obrazom, poluqim sledu¸wu¸ formulu dlØ matematiqeskih oßidaniæ ot funkcionalov, ostanovlennyh v moment

RASPREDELENI˚ ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 75 maksimal~nyæ iz dannyh momentov ostanovki:

U_μ = k∑ i=1 U_{Ii} − ∑ i<j U_{Ii ∧Ij} + ∑ i<j<l U_{Ii ∧Ij ∧Il} + . . .+ (−1)^kU_{I1∧...∧Ik} . (5.1) Funkcii U_{I1∧...∧Ir} (x), r = 1, . . . , k, ØvlØ¸tsØ rexeniem zadaqi o raspredelenii integral~nogo funkcionala, ostanovlennogo v moment I_1 ∧ . . . ∧ I_r . Takim obrazom, matematiqeskoe oßidanie funkcionala, ostanovlennogo v moment, vkl¸qa¸wiæ v sebØ proizvol~nye kombinacii maksimumov i minimumov, vyraßaetsØ qerez matematiqeskie oßidaniØ togo ße funkcionala, no ostanovlennogo v moment, obrazovannyæ tol~ko pri pomowi operaciæ minimuma. A dlØ nahoßdeniØ raspredeleniæ takih funkcionalov dostatoqno vospol~zovat~sØ teoremami 2.1–2.5.

Privedem primer, ill¸striru¸wiæ vyxeskazannoe. Pust~

n = 4. Rassmotrim moment

μ(τ_1, τ_2, τ_3, τ_4) = [H_{a,b} ∧ ν_1] ∨ [(ν_2 ∨ ν_3) ∧ ν_4].

Preobrazuem ego k sledu¸wemu vidu:

μ(τ_1, τ_2, τ_3, τ_4) = (H_{a,b} ∧ ν_1) ∨ (ν_2 ∧ ν_4) ∨ (ν_3 ∧ ν_4).

V naxem sluqae I_1 = (H_{a,b} ∧ ν_1), I_2 = (ν_2 ∧ ν_4), I_3 = (ν_3 ∧ ν_4).

Funkci¸ U (x) = E_x { F (W (μ) exp(−A_0(μ)) } , uqityvaØ (5.1), perepixem sledu¸wim obrazom:

U (x) = U_{I1} + U_{I2} + U_{I3} − U_{I1∧I2} − U_{I1∧I3} − U_{I2∧I3} + U_{I1∧I2∧I3} = = U_{Ha,b ∧ν1} + U_{ν2∧ν4} + U_{ν3∧ν4} − −U_{Ha,b ∧ν1∧ν2∧ν4} − U_{Ha,b∧ν1∧ν3∧ν4} − U_{ν2∧ν3∧ν4} + U_{Ha,b ∧ν1∧ν2∧ν3∧ν4} . NaædØ pri pomowi teoremy 2.1 vse funkcii v pravoæ qasti vyraßeniØ, my tem samym poluqim raspredelenie funkcionala, ostanovlennogo v moment μ.

Literatura

1. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion – Facts and Formulae, Second Edition. Basel-Boston-Berlin, Birkhäuser, 2002.

2. A. N. Borodin, O raspredelenii funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment, obratnyæ ko vremeni prebyvaniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI, 228 (1996), 39–56.

76 I. V. VAGURINA 3. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh blußdaniæ. S.–Peterburg, Trudy Matematiqeskogo in-ta im. V. A. Steklova RAN, Nauka, 1994.

4. A. V. Liber, V. A. Smirnova, O raspredelenii funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ s lineænym snosom. — Zap. nauqn. semin. POMI. 244 (1997), 205–217.

5. E. B. Dynkin, Markovskie processy. Moskva, Fizmatgiz, 1963.

Vagurina I. V. On distributions of additive functionals of Brownian motion stopped at the different random moments.

The distributions of additive functionals of Brownian motion stopped at the random moments are investigated. The moments are constructed by maximum and minimum operations from well-known random times, such as the moment inverse to some additive functionals and the first exit time.

Postupilo 28 sentØbrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN