Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

V. A. Egorov

OB OCENKE HVOSTA RASPREDELENI˚ NORMIROVANNYH I SAMONORMIROVANNYH SUMM

Ocenivaniem hvostov raspredeleniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin zanimalis~ na protØßenii vsego razvitiØ teorii veroØtnosteæ. Zdes~ my tol~ko otmetim pokazatel~nye ocenki A. N. Kolmogorova [1] i S. N. Bernxteæna [2], raboty Hefdinga [3], Benneta [4], neravenstva D. H Fuka i S. V. Nagaeva [5]. Obxirnu¸ bibliografi¸ na fftu temu moßno naæti v monografiØh V. V. Petrova [6], [7]. S pomow~¸ fftih ocenok qasto udaetsØ issledovat~ asimptotiqeskoe povedenie summ sluqaænyh veliqin kak s toqki zreniØ slaboæ, tak i s toqki zreniØ sil~noæ shodimosti. Pri issledovanii predel~nogo povedeniØ takih summ obyqno predpolaga¸t vypolnennymi nekotorye usloviØ predel~noæ prenebregaemosti slagaemyh otnostitel~no vybrannoæ normirovki.

Pri perehode k issledovani¸ summ, ime¸wih sluqaænu¸ normirovku, t.e. k tak nazyvaemym samonormirovannym summam ffti usloviØ prevrawa¸tsØ v opredelennye nelineænye ograniqeniØ na slagaemye. Bolee togo, pri fftih nelineænyh ograniqeniØh my izuqaem normirovannye summy, kotorye v sluqae samonormirovki prevrawa¸tsØ v nelineænye funkcionaly. Takim obrazom, zadaqa prevrawaetsØ v issledovanie ocenok nekotoryh nelineænyh funkciæ pri nelineænyh ograniqeniØh v tom sluqae, kogda razmernost~ stremitsØ k beskoneqnosti. Takie zadaqi moßno rassmatrivat~ i bez predpoloßeniØ o tom, qto ishodnye peremennye ØvlØ¸tsØ sluqaænymi veliqinami.

Niße my rexim odnu iz takih zadaq dlØ summ neotricatel~- nyh qisel i ispol~zuem rezul~tat dlØ poluqeniØ verhnih ocenok veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ summ poloßitel~nyh nezavisimyh ili opredelennym obrazom zavisimyh sluqaænyh veliqin.

Dannoe issledovanie qastiqno podderßano grantami MinobrazovaniØ E00-1.0-45 i grantom RFFI 02-01-01099a. 77

78 V. A. EGOROV

OsnovnaØ teorema raboty, privodimaØ niße, ØvlØetsØ usoverxenstvovaniem bolee rannih issledovaniæ avtora [8], [9].

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ.

Pust~ z = (z_1, z_2, . . . , z_n) - vektor razmernosti n s neotricatel~nymi komponentami, T_n = T_n(z) = ∑_n j=1 z_j – issleduemaØ summa ego komponent. Poloßim J_{n,k} = {(j_1, j_2, . . . , j_k) : 1 ≤ j_1 < j_2 < . . . < j_k ≤ n}, R_{n,k} = R_{n,k}(z) = ∑ J_{n,k} z_{j1} · z_{j2} · · · z_{jk} . Niße my sravnim predel~noe povedenie T_n i k · (R_{n,k})^{1/k}.

Teorema 1. Pust~ A > 0 i vypolneny usloviØ max j≤n z_j ≤ ϵA i α = eϵ < 1 2 . (1)

Togda, esli (R_{n,k})^{1/k} ≤ A, (2) to spravedlivo neravenstvo T_n kA ≤ d_k e + ϵ k . (3)

Zdes~ d_k = ( √ 2πk)^{1/k}e^{5/(24k2)} · 1 1 − α . Esli ße (R_{n,k})^{1/k} ≥ A, (4) to spravedlivo neravenstvo c_k e ≤ T_n kA . (5)

Zdes~ c_k = ( √ 2πke^{− 112k} )^{1k} .

OB OCENKE HVOSTA RASPREDELENI˚ 79

Sledstvie 1. Esli v usloviØh teoremy 1 poloßit~ A = (R_{n,k})^{1/k}, to poluqim dvoænoe neravenstvo c_k e ≤ T_n k(R_{n,k})^{1/k} ≤ d_k e + ϵ k . (6)

Sledstvie 2. Pust~ v usloviØh sledstviØ 1 k = k(n) −→ ∞ i

ϵ −→ 0. Togda T_n k · (R_{n,k})^{1/k} −→ 1 e . (7)

Esli, krome togo, ϵ = ϵ(n) = o(1/k), to T_n k · (R_{n,k})^{1/k} = 1 e + ln 2πk 2ek + o( 1 k ). (8)

V fftom sledstvii predel~nyæ rezul~tat dlØ samonormirovannyh summ ne nosit veroØtnostnyæ harakter.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Ne umalØØ obwnosti, budem sqi-

tat~, qto A = 1. Togda, ispol~zuØ formulu Stirlinga, polu- qim 1 ≤ (R_{n,k})^{1/k} ≤ (

(T_n)^k k! )^{1/k} ≤ eT_n k( √ 2πk)^{1/k} exp ( 1 12k^2

) = c^{−1}_k e k T_n. Iz poslednego neravenstva sleduet neravenstvo (5). Dokazatel~stvo neravenstva (3) bolee trudoemko. Pust~ z^0 = (z^0_1 , z^0_2, . . . , z^0_n) – toqka maksimuma funkcii T_n(z) na mnoßestve {z|0 ≤ z_j ≤ ϵ, j ≤ n; R_{n,k}(z) ≤ 1}. Po qasti peremennyh maksimum funkcii T_n(z) dostigaetsØ na granice kuba 0 ≤ z_j ≤ ϵ, j ≤ n, po ostal~nym peremennym vnutri fftogo kuba na granice oblasti R_{n,k}(z) ≤ 1. Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto numeraciØ peremennyh vybrana takim obrazom, qto

0 < z^0_j < ϵ dlØ j = 1, 2, . . . , p;

z^0_j = ϵ dlØ j = p + 1, . . . p + m; z^0_j = 0 dlØ j = p + m + 1, . . . , n.

80 V. A. EGOROV Takim obrazom, T_n(z^0) = mϵ + p∑ j=1 z^0_j .

SqitaØ m i p fiksirovannymi, budem iskat~ uslovnyæ maksimum fftogo vyraßeniØ s pomow~¸ metoda mnoßiteleæ Lagranßa. DifferenciruØ funkcional Lagranßa po peremennym z_j , j ≤ p, poluqim uravneniØ

1 + λ( ∂R_{n,k} ∂z_j ) = 0, j = 1, 2, . . .p. K fftim uravneniØm dobavlØetsØ uslovie R_{n,k} ≤ 1. Iz privedennyh uravneniæ sleduet ∂R_{n,k} ∂z_j = ∂R_{n,k} ∂z_i i, j = 1, 2, . . .p. �ti ravenstva moßno perepisat~ v vide R_{n−1,k−1}(z_1, . . . z_{j−1}, z_{j+1}, . . . , z_p, ϵ, ϵ, . . . , ϵ, m komponent 0, 0, . . . , 0 (n−p−m) komponent ) =

R_{n−1,k−1}(z_1, . . . z_{i−1}, z_{i+1}, . . . , z_p, ϵ, ϵ, . . . , ϵ m komponent 0, 0, . . . , 0 (n−p−m) komponent ). SokrawaØ odinakovye slagaemye, poluqim dlØ i, j = 1, 2, . . . , p iz poslednego sootnoxeniØ z_iR_{n−2,k−2}(z_1, . . . z_{j−1}, z_{j+1}, . . . , . . . z_{i−1}, z_{i+1}, . . . z_p, ϵ, . . . , ϵ m komponent 0, . . . , 0 (n−p−m) komponent ) =

z_j R_{n−2,k−2}(z_1, . . .z_{j−1}, z_{j+1}, . . . , . . .z_{i−1}, z_{i+1}, . . .z_p, ϵ, . . . , ϵ m komponent 0, . . . , 0 (n−p−m) komponent ).

OB OCENKE HVOSTA RASPREDELENI˚ 81 Iz fftih sootnoxeniæ sleduet, qto z^0_i = z^0_j , i, j = 1, 2, . . .p. Takim obrazom, my moßem poloßit~ dlØ i = 1, 2, . . .p z^0_i = γϵ, γ ≤ 1. Togda zadaqa svoditsØ k sledu¸weæ ffkstremal~noæ probleme. Ocenit~ T_n(z_0) = max_{m,p,γ}(ϵ(m + γp)) pri uslovii, qto m + p ≤ n, γ ≤ 1 i R(m, p, γ) = ϵ^k min (k,m) ∑ r=(k−p)+ C^r_mC^{k−r}_p γ^{k−r} ≤ 1. (9) Poloßim t = m + [γp]. Togda

C^k_t = min (k,m) ∑ r=(k−[γp])+ C^r_mC^{k−r}_{[γp]} . Iz poslednih dvuh sootnoxeniæ sleduet neravenstvo R(m, p, γ) − ϵ^kC^k_t ≥ ϵ^k min (k,m) ∑ r=(k−[γ]p)+ C^r_m(C^{k−r}_p γ^{k−r} − C^{k−r}_{[γp]} ). (10) Pokaßem, qto poslednee vyraßenie neotricatel~no. Imeem C^{k−r}_p γ^{k−r} = 1 (k − r)! (γp)(γp − γ)γp − 2γ) · · · (γp − (k − r + 1)γ)

C^{k−r}_{[γp]} = 1 (k − r)! [γp]([γp] − 1)([γp] − 2) · · · (γp − (k − r + 1)). Kaßdyæ somnoßitel~ iz vtorogo proizvedeniØ ne prevoshodit sootvetstvu¸wego somnoßitelØ pervogo proizvedeniØ, pofftomu vyraßenie (10) neotricatel~no. Takim obrazom, R(m, p, γ) ≥ ϵ^kC^k_t .

82 V. A. EGOROV Iz fftogo neravenstva sleduet, qto maksimum v zadaqe (9) tol~ko uveliqitsØ, esli uslovie (9) zamenit~ na uslovie ϵ^kC^k_t ≤ 1. (11) Bolee togo, v fftom sluqae T_n(z_0) ≤ ϵ(t + 1). (12) Takim obrazom, dlØ poluqeniØ verhneæ ocenki veliqiny T_n(z_0) dostatoqno naæti maksimal~noe t (oboznaqim ego t_k) , dlØ kotorogo vypolnØetsØ uslovie (11), i podstavit~ t_k vmesto t v pravu¸ qast~ neravenstva (12). Esli k ≥ αt, to T_n(z_0) ≤ ϵ k α + ϵ = k e + ϵ, t.e. v fftom sluqae neravenstvo (3) spravedlivo.

Esli k < αt, to v silu formuly Stirlinga dlØ nekotoryh veliqin θ_0, θ_i, |θ_i| ≤ 1, i = 0, 1, 2, 3, spravedlivy sootnoxeniØ

C^k_t = t! k!(t − k)! =

t^t √ t k^k(t − k)^{t−k} √ 2πk(t − k) exp ( θ_1 12t + θ_2 12k + θ_3 12(t − k) ) =

( t k )^k(1 − k t )^{k−t}(2πk(1 − k t ))^{−1/2} exp θ_0 k ( 1 24 + 1 12 + 1 12 )

≥ ( t k )^ke^k(1 − α)^k(2πk)^{−1/2} exp (−5/(24k)).

Znaqenie t tol~ko uveliqitsØ, esli v rexaemoæ nami ffkstremal~noæ zadaqe uslovie (11) zamenit~ usloviem (ϵ t k )e(1 − α)(2πk)^{−1/(2k)} exp ( 5 24k^2 ) ≤ 1, t.e. usloviem ϵt ≤ k e(1 − α) (2πk)^{1/(2k)} exp ( 5 24k^2 ).

OB OCENKE HVOSTA RASPREDELENI˚ 83 Iz fftogo neravenstva sleduet neravenstvo (3). Teorema 1 dokazana.

Dokazatel~stvo sledstviØ 2. Sootnoxenie (7) vytekaet iz

sledstviØ 1 i shodimosti k edinice pri k −→ ∞ posledovatel~- nosteæ c_k i d_k.

Dokaßem (8). Imeem

d_k = 1 (1 − α)

(2πk)^{1/(2k)} exp ( 5 24k^2 ) =

(1 + o( 1 k ))(1 + ln 2πk 2k + o( 1 k ))(1 + o( 1 k )) =

1 + ln 2πk 2k + o( 1 k ). Analogiqnoe sootnoxenie legko poluqaetsØ dlØ posledovatel~nosti c_k. Iz fftih sootnoxeniæ i sledstviØ 1 vytekaet sootnoxenie (8).

Pereædem k veroØtnostnoæ qasti raboty. Zdes~ my privedem primer, situacii kogda ocenit~ skorost~ rosta veliqiny R_{n,k} namnogo prowe, qem ocenit~ skorost~ rosta veliqiny T_n.

Itak, pust~ teper~ z_j, j ≤ n - posledovatel~nost~ neotricatel~nyh sluqaænyh veliqin. Vvedem usloviØ zavisimosti fftih veliqin. Budem govorit~, qto vypolneno uslovie D(k, C_k), esli dlØ nekotoroæ poloßitel~noæ postoØnnoæ C_k ER_{n,k} ≤ (C_k)^k ∑ J_{n,k} Ez_{j1} · Ez_{j2} · · · Ez_{jk} . Budem govorit~, qto vypolneno uslovie D, esli dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti C_k −→ 1 usloviØ D(k, C_k) vypolneny dlØ vseh k.

Privedem primery vidov zavisimosti, pri kotoryh vypolnØ- ¸tsØ usloviØ D(k, 1).

1. Oni, oqevidno, vypolnØ¸tsØ dlØ nezavisimyh sluqaænyh veliqin z_j, j ≤ n.

2. Oni takße vypolnØ¸tsØ dlØ otricatel~no associirovannyh veliqin z_j, j ≤ n.

84 V. A. EGOROV

Deæstvitel~no, dlØ takih veliqin Ez_{j1} z_{j2} · · · z_{jk} ≤ Ez_{j1} Ez_{j2} · · · z_{jk} ≤ . . . ≤ Ez_{j1} Ez_{j2} · · · Ez_{jk} . 3. Oni vypolnØ¸tsØ, kogda veliqiny (z_j − Ez_j ), j ≤ n, ØvlØ- ¸tsØ submartingal-raznostØmi.

Deæstvitel~no, v fftom sluqae, ne umalØØ obwnosti, moßno predpoloßit~, qto j_1 ≤ j_2 ≤ . . . ≤ j_k. Togda Ez_{j1} z_{j2} · · · z_{jk} = E(Ez_{jk} z_{jk}�_1 · · · z_{j1} |z_{jk}�_1 · · · z_{j1} ) ≤ (Ez_{jk} )Ez_{jk}�_1 · · · z_{j1} ≤ . . . ≤ Ez_{j1} Ez_{j2} · · · Ez_{jk} . Esli vypolnØetsØ uslovie D(k, C_k), to, primenØØ neravenstvo Qebyxeva, poluqim P ((R_{n,k})^{1/k} > x) ≤ x^{−k}(C_k)^k ∑ J_{n,k} Ez_{j1} · Ez_{j2} · · · Ez_{jk}

≤ x^{−k}(C_k)^k (ET_n)^k k! . ZamenØØ zdes~ x na xET_n, poluqim neravenstvo P ((R_{n,k})^{1/k} > xET_n) ≤ (C_k)^k k!x^k . (13)

Neravenstvo (13) s pomow~¸ formuly Stirlinga i prostyh vyqisleniæ pozvolØet poluqit~ iz sledstviØ 1 sledu¸wiæ rezul~- tat.

Sledstvie 3. Pust~ zj , j ≤ n, neotricatel~nye sluqaænye veli-

qiny, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ D(k, C_k).Togda P (T_n > yET_n) ≤ (C_k)^kk^k(^{dk}_e +^ϵ_k )^k k!y^k + n∑ j=1 P (z_j > ϵR^{1/k}_{n,k} )

≤ ( C_k(d_k +^α_k ) y )^k exp (^1_{12k} ) √ 2πk + n∑ j=1 P (z_j > ϵR^{1/k}_{n,k} ).

OB OCENKE HVOSTA RASPREDELENI˚ 85 Primenim teper~ teoremu 1 neposredstvenno k vyvodu ocenok veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ dlØ sluqaænyh summ T_n. Pri fftom budem predpolagat~, qto veliqina A ØvlØetsØ determinirovannoæ. V fftom sluqae pri vypolnenii usloviæ (1), (2) teoremy 1 vypolnØetsØ neravenstvo T_n ≤ kA( d_k e + ϵ k ), pofftomu P (T_n > kA( d_k e + ϵ k )) ≤ n∑ j=1 P (z_j > ϵA) + P (R_{n,k} > A^k) ≤

n∑ j=1 P (z_j > ϵA) + ER_{n,k} A^k . Poskol~ku veliqina A zdes~ proizvol~na, moßno poloßit~ kA( d_k e + ϵ k ) = xET_n. Togda, primenØØ formulu Stirlinga, poluqim P (T_n > xET_n) ≤ n∑ j=1 P (z_j > ϵx ET_n k(^{dk}_e +^ϵ_k ) )+

(C_k)^kk^k k! ( (^{dk}_e +^ϵ_k ) x )^k

≤ n∑ j=1 P (z_j > ϵx ET_n k(^{dk}_e +^ϵ_k ) )+

(C_k)^k(

(d_k +^α_k ) x )^k · e^{1/(12k)} √ 2πk . Takim obrazom, my dokazali

86 V. A. EGOROV

Sledstvie 4. Pust~ zj , j ≤ n, neotricatel~nye sluqaænye veli-

qiny, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ D(k, C_k). Togda vypolnØetsØ neravenstvo

P (T_n > yET_n) ≤ n∑ j=1 P (z_j > ϵy ET_n k(^{dk}_e +^ϵ_k ) )+

(C_k)^k ( d_k +^α_k y )_k · e^{1/(12k)} √ 2πk . Sledstvie 5. Predpoloßim, qto vypolneno uslovie D,a takße

usloviØ k = k(n) −→ ∞, ϵ = ϵ(n) −→ 0. Predpoloßim takße, qto summa v pravoæ qasti neravenstva SledstviØ 3_n ∑ j=1 P (z_j > ϵR^{1/k}_{n,k} ) = O(y^{−k}),

(ili summa v pravoæ qasti neravenstva SledstviØ 4) n∑ j=1 P ( z_j > ϵy ET_n k(^{dk}_e +^ϵ_k ) ) = O(y^k).

Togda lim sup n−→∞ T_n ET_n ≤ 1 p.n.

s veroØtnost~¸ edinica.

Deæstvitel~no, legko videt~, qto pri y > 1 pravaØ qast~ sootvetstvu¸wego neravenstva ubyvaet so skorost~¸ porØdka

1/y^k. �to pozvolØet s pomow~¸ standartnyh rassußdeniæ, obyq-

no ispol~zuemyh pri dokazatel~stve sil~nyh predel~nyh teorem (sm., naprimer, [8]), poluqit~ dokazyvaemu¸ ocenku v usilennom zakone bol~xih qisel. Pri vyvode fftogo utverßdeniØ sleduet vybrat~ k = k(n) takim obrazom, qtoby (ln ln ET_n)/k −→ 0.

OB OCENKE HVOSTA RASPREDELENI˚ 87

Literatura

1. A. N. Kolmogoroff, Üeber die Summen durch den Zufall bestimmter unabhängiger Grössen. — Math. Ann., 99 (1928), 102 (1929).

2. S. N. Bernxteæn, TeoriØ veroØtnosteæ. — Gostehizdat, M.-L., 1946.

3. W. Hoeffding, Probability inequalities for sums of bounded random variables. — J.

Amer. Statist. Assos., 58, No. 301 (1963), 13–30.

4. G. Bennet, Probability inequalities for the sum of independent random variables.

— J. Amer. Statist. Assos., 57, No. 297 (1962), 33–45.

5. D. F. Fuk, S. V. Nagaev, VeroØtnostnye neravenstva dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin.— TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ, 21,

No. 4 (1971), 600–675.

6. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — M., Nauka, 1972. 7. V. V. Petrov, Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — M., Nauka, 1987.

8. V. A. Egorov, Neskol~ko teorem ob usilennom zakone bol~xih qisel i zakone povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ, 17,

No. 1 (1972), 84–98.

9. V. A. Egorov, Ob usilennom zakone bol~xih qisel i zakone povtornogo logarifma dlØ martingalov i summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ, 35, No. 4 (1990), 691–704.

Egorov V. A. An estimate of the tail of the destribution for normolized and self-normolized sums.

Some combinatorical inequality is derived. Using it, new estimates are proved for probabilities of large deviation of normalized and selfnormalized sums of independent and dependent positive random values. As a consequence a right-hand estimate is derived for strong law of large numbers.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet

E-mail: usr.etu.spb.ru