Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

N. D. Kan

MARTINGAL^NY` PODHOD K ZADAQE KOLLEKCIONERA Vvedenie

V fftoæ rabote izuqaetsØ klassiqeskaØ zadaqa teorii veroØtnosteæ o razmewenii qastic po Øqeækam. Ewe v 18 veke izuqeniem podobnyh zadaq zanimalis~ Muavr, Laplas i �æler. V 1976 godu v knige V. F. Kolqina, B. A. Sevast~Ønova i V. P. QistØkova [2] vpervye daetsØ sistematiqeskoe izloßenie vaßnogo napravleniØ v teorii veroØtnosteæ, svØzannogo so sluqaænymi razmeweniØmi. RassmatrivaemaØ nami problema otnositsØ k tak nazyvaemoæ zadaqe kollekcionera, v kotoroæ req~ idet o koliqestve otkrytok ili drugih predmetov, kotorye nado priobresti, qtoby poluqit~ komplekt, sostoØwiæ iz k xtuk, esli priobretenie kaßdogo ffkzemplØra proishodit vsØkiæ raz nezavisimo i sluqaæno.

My rassmatrivaem koneqnu¸ urnovu¸ shemu. Pust~ v urne nahoditsØ n absol¸tno odinakovyh, pronumerovannyh ot 1 do n, xarov. ProizvoditsØ sluqaænyæ vybor xarov iz urny, priqem xary izvleka¸tsØ s vozvraweniem i s odinakovymi vero- ØtnostØmi. Kaßdyæ raz, kogda vytaskivaem xar iz urny, budem govorit~ qto my soverxaem odnu popytku. Voznikaet vopros – skol~ko razliqnyh xarov my poluqim (ili ne poluqim) posle opredelennogo qisla popytok?

Pust~ sluqaænaØ veliqina (s. v.) M (r) oboznaqaet qislo poluqennyh razliqnyh xarov posle r izvleqeniæ. Togda N (r) = n − M (r) moßno rassmatrivat~ kak qislo ewe nepoluqennyh posle r izvleqeniæ xarov. Budem sqitat~, qto N (0) = n. V drugoæ izvestnoæ formulirovke fftoæ zadaqi – v klassiqeskoæ zadaqe o drobinkah, sm. [2], s.v. N (r) predstavlØet qislo Øwikov, ostavxihsØ pustymi posle brosaniØ r drobinok. DlØ N (r) vyqisleny (sm. [2]) proizvodØwie funkcii i razliqnye momenty, v

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (granty 01-01-00031 i 00-15-96019). 113

114 N. D. KAN tom qisle faktorial~nye momenty k-go porØdka, gde k = 1, 2, . . .. V [2] momenty poluqeny s pomow~¸ metoda, ispol~zu¸wego razloßenie s. v. N (r) v vide summ nezavisimyh, odinakovo raspredelennyh veliqin. V [7] poluqeny martingal~nye posledovatel~nosti, kak funkcii ot vremeni oßidaniØ, neobhodimogo dlØ poluqeniØ kollekcii, t.e. rassmatrivaetsØ zadaqa, v nekotorom smysle obratnaØ toæ, kotoru¸ issleduem my. My predlagaem martingal~nyæ metod dlØ nahoßdeniØ razliqnyh momentnyh harakteristik s. v. N (r).

S pomow~¸ fftogo metoda, krome uße izvestnyh sootnoxeniæ dlØ faktorial~nyh momentov poloßitel~nogo porØdka, moßno poluqit~ takße vid faktorial~nyh momentov otricatel~nogo porØdka, logarifmiqeskih momentov i nekotoryh drugih harakteristik s.v. N (r). Nami ispol~zovan podhod, kotoryæ razrabotal V. B. Nevzorov (sm., naprimer, [4] i [5]) dlØ issledovaniØ rekordnyh veliqin.

�tot metod pozvolil nam naæti takße momentnye harakteristiki i dlØ nekotoryh bolee obwih variantov zadaqi kollekcionera.

§1. KlassiqeskaØ zadaqa kollekcionera

Predloßenie 1.1. Posledovatel~nost~ N (1), N (2), . . . obrazuet

cep~ Markova, priqem P{N (r) = m|N (r − 1) = m} = 1 − m n , P{N (r) = m − 1|N (r − 1) = m} = m n , m = 0, 1, 2, . . . , n. DlØ s. v. N (r) verna sledu¸waØ teorema:

Teorema 1.1. Posledovatel~nost~ s. v.

(1) T (r) = N (r) ( n n − 1 )_r , r = 0, 1, 2, . . . obrazuet martingal.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim E(N (r)|N (r − 1) = m, N (r − 2), . . . , N (1), N (0)) = = E(N (r)|N (r − 1) = m) = m ( 1 − m n ) +

MARTINGAL^NY` PODHOD K ZADAQE KOLLEKCIONERA 115

+(m − 1) m n = m ( n − 1 n ) , m = 0, 1, . . . , n. Togda verno sledu¸wee: E ( N (r) ( n n − 1 )_r |N (r − 1) = m ) = m ( n n − 1 )_r�_1 , m = 0, . . . , n. Poslednee utverßdenie polnost~¸ dokazyvaet utverßdenie teoremy.

Sledstvie 1.1. EN (r) = n ( n − 1 n )_r , r = 0, 1, 2, . . . . V qastnosti EN (0) = n, EN (1) = n − 1 i t. d. Takim obrazom, vid martingal~noæ posledovatel~nosti (1) pozvolØet legko poluqat~ matematiqeskie oßidaniØ s. v. N (r), r = 0, 1, 2, . . ..

Poluqennyæ v teoreme 1.1. rezul~tat predstavlØet qastnyæ sluqaæ bolee obweæ teoremy.

Pust~ N_k(r) = N (r)(N (r) − 1) . . . (N (r) − k + 1). DlØ s. v. N_k(r) verna sledu¸waØ teorema.

Teorema 1.2. Posledovatel~nost~ s. v.

T_k(r) = N_k(r) ( n n − k )_r , r = 0, 1, 2, . . . obrazuet martingal.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku E(N_k(r)|N (r − 1) = m, N (r − 2), . . . , N (0)) = = m(m − 1) . . . (m − k + 1) ( 1 − m n ) + (m − 1) . . . (m − k) m n = = (m − 1) . . . (m − k + 1)m ( n − k n ) , m = 0, 1, . . . , n, k ≤ n − 1, to poluqaem ravenstvo

E(N_k(r)|N_k(r − 1), . . . , N_k(0)) = E(N_k(r)|N_k(r − 1)) = = ( n − k n ) N_k(r − 1),

116 N. D. KAN iz kotorogo sleduet utverßdenie teoremy.

Zameqanie 1.1. Rezul~tat teoremy 1.2 drugim sposobom byl po-

luqen v rabote [2].

Zametim, qto N_k(r) = 0, esli r > 0 i k ≥ n;

N_k(0) = n(n − 1) . . . (n − k + 1), pri k ≤ n;

N_k(0) = 0, esli k > n.

Iz teoremy 1.2 poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 1.2. ET_k(r) = (n)! (n − k)! , k < n, 0, k ≥ n, r ≥ 1, n!, k = n, r = 0, togda

EN_k(r) = n! (n − k)! ( n − k n )_r , k < n, r ≥ 0, n! (n − k)! , k ≤ n, r = 0, 0, k > n, r = 0, 0, k ≥ n, r ≥ 1. Ispol~zuØ teoremu 1.2, legko vyqislit~ naqal~nye i central~nye momenty vtorogo porØdka.

Sledstvie 1.3.

EN^2(r) = n(n − 1) ( n − 2 n )_r + n ( n − 1 n )_r , n ≥ 2, 0, n = 1, r ≥ 1, 1, n = 1, r = 0, i DN (r) = n(n − 1) ( n − 2 n )_r + n ( n − 1 n )_r − n^2 ( n − 1 n )_{2r} , n ≥ 2, 0, r = 1, n = 1.

DlØ smexannyh momentov vtorogo porØdka imeet mesto sledu- ¸wiæ rezul~tat.

MARTINGAL^NY` PODHOD K ZADAQE KOLLEKCIONERA 117

Sledstvie 1.4. Pust~ k < l, togda ET (k)T (l) = E (ET (k)T (l)|T (k)) = ET (k)E (T (l)|T (k)) = ET^2(k) i EN (k)N (l) = ( n − 1 n )_{k+l} ET (k)T (l) =

= ( n − 1 n )_{k+l} EN^2(k) ( n n − 1 )_{2k} = ( n − 1 n )_l�_k EN^2(k). Sledstvie 1.5. Esli k ≤ l, to

cov (N (k), N (l)) =

=

( n − 1 n )_l�_k ( n(n − 1) ( n − 2 n )_k + n ( n − 1 n )_k) −

− n^2 ( n − 1 n )_{l+k} , n ≥ 2, 0, n = 1, l + k ≥ 1, l ≥ 1 n − n^2, n = 1, l = k = 0.

Pust~ teper~ 0 ≤ i < j < l < m. Rassmotrim otnoxeniØ

V_1 = T (j) T (i) i V_2 = T (m) T (l) . DlØ V_1 i V_2 spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 1.1. Spravedlivy ravenstva

EV_1 = EV_2 = 1, cov (V_1, V_2) = 0.

Dokazatel~stvo.

EV_1 = E T (j) T (i) = E ( E ( T (j) T (i) |T (i) )) = E ( 1 T (i) E(T (j)|T (i)) ) = 1.

Analogiqno EV_2 = 1.

DlØ dokazatel~stva vtorogo ravenstva dostatoqno dokazat~, qto EV_1V_2 = 1. Spravedlivy sootnoxeniØ

EV_1V_2 = E(EV_1V_2|T (l)) = E ( V_1 1 T (l) E(T (m)|T (l)) ) =

118 N. D. KAN

= EV_1 1 T (l) T (l) = EV_1 = 1.

Lemma dokazana.

Iz lemmy 1.1 sleduet, qto E N (j) N (i) = E T (j) T (i) ( n − 1 n )_j�_i = ( n − 1 n )_j�_i dlØ l¸byh 0 ≤ i < j, i cov ( N (j) N (i) , N (m) N (l) ) = 0, dlØ l¸byh 0 ≤ i ≤ j ≤ l ≤ m.

Oboznaqim N�_k(r) =^1_{(N(r)+1)...(N(r)+k)} , k = 1, 2, . . .. Togda EN�k(r) predstavlØ¸t soboæ faktorial~nye momenty otricatel~nogo porØdka. Imeet mesto sledu¸waØ teorema.

Teorema 1.3. Posledovatel~nost~ T�k(r) = N�k(r) ( n n + k )_r , r = 0, 1, . . . , n, k = 1, 2 . . . obrazuet martingal i EN�k(r) = ( n + k n )_r n! (n + k)! , r = 0, 1, . . . , n k = 1, 2, . . . . Dokazatel~stvo. E(N�k(r)|N (r − 1) = m, N (r − 2), . . . , N (0)) = = 1 (m + 1)(m + 2) . . . (m + k) ( 1 − m n ) + 1 m(m + 1) . . . (m + k − 1) m n = = 1 n(m + 1)(m + 2) . . . (m + k − 1) ( n − m m + k + 1 ) = = 1 (m + 1)(m + 2) . . . (m + k − 1)(m + k) ( n + k n ) . Esli m = 0, togda E(N�_k(r)|N (r − 1) = 0) =^1_{k!} . Sluqaæ m = 0 vozmoßen lix~ pri r > n, cledovatel~no, pri r = 0, 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . posledovatel~nost~ T�k(r) = N�k(r) ( n n + k )_r

MARTINGAL^NY` PODHOD K ZADAQE KOLLEKCIONERA 119 obrazuet martingal, qto dokazyvaet utverßdenie teoremy.

Oboznaqim f(n) = 1 + 1 2 + . . . + 1 n . Novyæ vid martingal~noæ posledovatel~nosti dlØ N (r) daet sledu¸waØ teorema.

Teorema 1.4. Posledovatel~nost~ T (r) = n (f(n − 1) − f(N (r))) − r + 1, r = 1, 2, . . . obrazuet martingal i Ef(N (r)) = f(n − 1) − r − 1 n . Dokazatel~stvo. Rassmotrim E (T (r)|N (r − 1) = m, N (r − 2), . . . , N (0)) = = (n(f(n − 1) − f(m)) − r + 1) n − m n + + (n(f(n − 1) − f(m − 1)) − r + 1) m n = = (n − m)f(m − 1) − (n − m)f(m) − (r − 1)(n − m) n + +mf(n − 1) − mf(m − 1) − m(r − 1) n = nf(n − 1) − nf(m)+ +m(f(m) − f(m − 1)) − r + 1 = n(f(n − 1) − f(m)) − r + 2, takim obrazom, dokazali, qto T (r), r = 1, 2, . . . obrazuet martingal~nu¸ posledovatel~nost~. Ots¸da srazu ße sleduet, qto Ef(N (r)) = f(n − 1) − r − 1 n , r = 1, 2, . . . , qto i trebovalos~ dokazat~.

Iz teorem 1.3 i 1.4 vytekaet sledu¸wee sledstvie.

120 N. D. KAN

Sledstvie 1.6.

E ln N (r) = ln n − 2c − r n − 1 2(n + 1) ( 1 + ( 1 + 1 n )_r) −

− 5 12(n + 1)(n + 2) ( 1 + ( 1 + 2 n )_r ) +

+ 5θ (n + 1)(n + 2)(n + 3) ( 1 + ( 1 + 3 n )_r ) , gde c = 0, 5772 . . . – konstanta �ælera, |θ| ≤ 1.

§2. Kollekcionirovanie komplektami Rassmotrim teper~ bolee obwiæ sluqaæ zadaqi kollekcionera, kogda xary iz urny izvleka¸tsØ ne po odnomu, a komplektami po s xtuk. Predpoloßim vnaqale, qto s, gde 1 ≤ s ≤ n, nekotoraØ postoØnnaØ veliqina.

Togda N (0) = n, N (1) = n − s.

Esli s = n, to N (1) = 0 i vse N (r) = 0, r = 1, 2, . . .. Budem sqitat~, qto 1 ≤ s < n.

Predloßenie 2.1. Posledovatel~nost~ N (1), N (2), . . . obrazuet

cep~ Markova, priqem P{N (r) = m|N (r − 1) = m} = C^s_n�_m C^s_n , n − m ≥ s ≥ 1,

P{N (r) = m − k|N (r − 1) = m} = C^k_mC^s�^k_n�_m C^s_n , k ≤ m, s − k ≤ n − m.

Pri s = 1, my poluqaem usloviØ klassiqeskoæ zadaqi kollekcionera i, zametim, qto teorema 1.1 ØvlØetsØ qastnym sluqaem sledu¸weæ teoremy.

Teorema 2.1. Posledovatel~nost~

T (r) = N (r) ( n n − s )_r , r = 0, 1, 2, . . . , obrazuet martingal.

MARTINGAL^NY` PODHOD K ZADAQE KOLLEKCIONERA 121

Sledstvie 2.1. EN (r) = (n − s)^r n^r�^1 . Zametim, qto EN (1) = n − s. Takim ße obrazom poluqim faktorial~nye momenty poloßitel~nogo porØdka. Pust~ N_k(r) = N (r)(N (r) − 1) . . . (N (r) − k + 1), 1 ≤ s < n, togda verna sledu¸waØ teorema.

Teorema 2.2. Pust~ k ≤ n − s, togda posledovatel~nost~

T_k(r) = N_k(r) ( C^s_n C^s_n�_k )_r , r = 0, 1, 2, . . . obrazuet martingal.

Esli k > n − s, to

T_k(r) = n! (n − k)! , r = 0, i T_k(r) = 0, r = 1, 2, . . . . Dokazatel~stvo. Rassmotrim

E(N_k(r)|N (r − 1) = m) = = s∑ l=0 (m − l)(m − l − 1) . . . (m − l − k + 1) C^l_mC^s�^l_n�_m C^s_n =

= m! C^s_n s∑ l=0 (m − l) . . . (m − l − k + 1) (m − l)!l! C^s�^l_n�_m =

= m! C^s_n s∑ l=0 (m − l)! (m − l − k)!(m − l)!l! C^s�^l_n�_m =

= m! C^s_n min(m�k,s) ∑ l=0 1 (m − l − k)!l! C^s�^l_n�_m =

122 N. D. KAN = m! (m − k)!C^s_n min(m�k,s) ∑ l=0 (m − k)! (m − l − k)!l! C^s�^l_n�_m =

= m! C^s_n(m − k)! min(m�k,s) ∑ l=0 C^l_m�_kC^s�^l_n�_m.

Otmetim, qto E(N_k(r)|N (r − 1) = m) = 0, esli m < k. Pofftomu moßno sqitat~, qto m ≥ k. Dalee, min(m�k,s) ∑ l=0 C^l_m�_kC^s�^l_n�_m =

= m�k_∑ l=0 C^l_m�_kC^s�^l_n�_m = s∑ l=0 C^l_m�_kC^s�^l_n�_m, s > m − k, s∑ l=0 C^l_m�_kC^s�^l_n�_m, s ≤ m − k. Ots¸da sleduet, qto min(m�k,s) ∑ l=0 C^l_m�_kC^s�^l_n�_m = s∑ l=0 C^l_m�_kC^s�^l_n�_m = C^s_n�_k.

Poluqili, qto

E(N_k(r)|N (r − 1) = m) = m! (m − k)! C^s_n�_k C^s_n , m ≥ k, 0, m < k. Sledovatel~no, E(N_k(r)|N (r − 1) = m) = N_k(r − 1)

C^s_n�_k C^s_n . Otmetim takße, qto N (r) ≤ N (1) = n − s, esli r ≥ 1; togda EN_k(r) = 0, esli k > n − s dlØ l¸bogo r = 1, 2, . . ..

Poskol~ku N (0) = n, to EN_k(0) = 0, esli k > n i EN_k(0) = n(n − 1) . . . (n − k + 1), esli k ≤ n.

MARTINGAL^NY` PODHOD K ZADAQE KOLLEKCIONERA 123 Tak kak N_k(r − 1) = 0, esli k > N (r − 1), poluqaem, qto

T_k(r) = N_k(r) ( C^s_n C^s_n�_k )_r , r = 0, 1, 2, . . . ØvlØetsØ martingalom, esli k ≤ n − s.

Esli k > n − s, to N_k(0) =^{n!}_{(n}�_{k)!} , a N_k(r) = 0, r = 1, 2, . . ., qto i trebovalos~ dokazat~.

Sledstvie 2.2. EN_k(r) =

= n! (n − k)! ( C^s_n�_k C^s_n )_r , r = 0, 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , n − s, 0, r = 1, 2, . . . , k = n − s + 1, n − s + 2, . . . , n! (n − k)! , r = 0, k = n − s + 1, . . . , n, 0, r = 0, k = n + 1, n + 2, . . . . Otmetim, qto esli s = 1, to EN_k(r) =

= n! (n − k)! ( n − k n )_r , r = 0, 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . .n − 1, 0, r = 1, 2, . . . , k = n, n + 1, . . . , n! (n − k)! , r = 0, k ≤ n, 0, r = 0, k = n + 1, n + 2, . . . . Esli k = 1, to EN_1(r) = EN (r) = n

(_n�_s n )_r =^{(n}�^{s)r}_{nr}�_1 , r = 0, 1, 2, . . ., qto sovpadaet s uße poluqennymi rezul~tatami.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda razmer komplekta sluqaen. Pust~ S – sluqaænoe qislo xarov, izvleqennyh za odnu popytku. Oboznaqim P (S = s) = p_s i a_k = μ_k (n−S) = E (n−S) (n − S − 1) . . . (n − S − k + 1). Togda imeet mesto sledu¸waØ teorema.

Teorema 2.3. Esli ak ≠ 0, togda posledovatel~nost~

T_k(r) = N_k(r) ( n! (n − k)!a_k )_r , r = 0, 1, 2, . . .

124 N. D. KAN obrazuet martingal.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim E(N_k(r)|N (r − 1) = m, S = s) = m(m − 1) . . . (m − k + 1) C^s_n�_k C^s_n , m ≥ k, n − k ≥ s, 0, m < k ili n − k < s. Togda

E(N_k(r)|N (r − 1) = m) = m(m − 1) . . . (m − k + 1) n∑ s=0 C^s_n�_k C^s_n p_s, m ≥ k, 0, k > m. Posle nesloßnyh vyqisleniæ poluqaem, qto

E(N_k(r)|N (r − 1) = m) = m(m − 1) . . . (m − k + 1) (n − k)! n! a_k, m ≥ k, 0, k > m. To est~ E(N_k(r)|N (r − 1) = m) = N_k(r − 1)^{(n}�^{k)!}_{n!} a_k, r = 1, 2, . . ..

Ots¸da poluqaem utverßdenie teoremy.

Zameqanie 2.1. V sluqae, kogda ak = 0, imeem

P (S ≥ n − k + 1) = 1.

Togda EN_k(r) = 0, r = 1, 2, . . .. Zametim takße, qto EN_k(0) = n(n − 1) . . . (n − k + 1), k ≤ n i E_k(0) = 0, k > n. Sledstvie 2.3.

EN_k(r) =

( (n − k)! n! )_r�_1 a^r_k, k ≤ n, a_k > 0, r = 1, 2, . . . , 0, k > n, r = 0, 1, 2, . . . , 0, a_k = 0, r = 1, 2, . . . , n! (n − k)! , a_k = 0, r = 0.

MARTINGAL^NY` PODHOD K ZADAQE KOLLEKCIONERA 125 V tom sluqae, kogda P (S = s) = 1 poluqaem, qto

a_k = (n − s)! (n − s − k)! i EN_k(r) = n! (n − k)! ( C^s_n�_k C^s_n )_r , qto sovpadaet s rezul~tatom sledstviØ 2.2. Esli k = 1 i S – sluqaænaØ veliqina, to EN (r) = ( 1 n )_r�_1

a^r_1, gde a_1 = E(n − S) = n − a,

t. e. EN (r) = n (a_1 n )_r = n ( 1 − a n )_r . Avtor vyraßaet blagodarnost~ V. F. Kolqinu i V. B. Nevzorovu za cennye zameqaniØ i podderßku.

Literatura

1. N. D. Kan, Martingal~nyæ podhod k zadaqe o kollekcionirovanii kuponov.

— Obozr. prikl. i prom. matematiki 8 (1), (2001), 204. 2. V. F. Kolqin, B. A. Sevast~Ønov, V. P. QistØkov, Sluqaænye razmeweniØ. Nauka, M. (1976).

3. V. B. Nevzorov, Martingal~nye metody issledovaniØ rekordov. — V kn.: Statistika i upravlenie sluqaænymi processami¸, M. (1989), 156–160.

4. V. B. Nevzorov, Rekordy. MatematiqeskaØ teoriØ. Fazis, M. (2000). 5. V. B. Nevzorov, Rekordy. — TeoriØ veroØtn. i ee primenen. 32 (2), (1987), (219–251).

6. V. B. Nevzorov, A. V. Stepanov, Rekordy: martingal~nyæ podhod k nahoßdeni¸ momentov. — V kn.: Kol~ca i moduli. Predel~nye teoremy teorii veroØtnosteæ vyp.2, L., LGU (1988), 171–181.

7. N. Pintacuda, Coupons Collectors via the Martingales. — Bolletino U M.I. 17-A, (5) (1980), 174–177.

8. A. Rényi, Three new proofs and a generalization of a theorem of Irving Weiss.

— Publ. Math. Hung. Acad. Sci. 7 (1962), 203–214.

9. W. Stadje, The collector’s problem with group drawings. — Adv. in Appl. Probab.

22 (4), (1990), 866–882.

126 N. D. KAN

Kan N. D. Martingale approach to the coupon collection problem. The new method for obtaining different moment characteristics in the coupon collector’s problem is developed. Various martingale consequences were obtained.

Postupilo 12 noØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

emails: natalya� kan@pochtamt.ru ntalk@yandex.ru