Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

V. V. Litvinova

DVA KRITERI˚ SOGLASI˚ DL˚ RASPREDELENI˚ KOXI, OSNOVANNYE NA HARAKTERIZACI˚H

§1. Vvedenie

IdeØ postroeniØ statistiqeskih kriteriev, osnovannyh na harakterizaciØh, voshodit, po-vidimomu, k rabote ı. V. Linnika [1]. Odnako suwestvuet oqen~ nemnogo rabot, v kotoryh razrabatyvalis~ by podobnye kriterii v primenenii k konkretnym raspredeleniØm. V nastoØweæ rabote my postroim dva kriterii soglasiØ dlØ raspredeleniØ Koxi, osnovyvaØs~ na sledu¸wih harakterizaciØh fftogo raspredeleniØ.

PervaØ iz nih prinadleßit B. Arnol~du [2] i formuliruetsØ tak:

Pust~ X i Y – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny (n.o.r.s.v.), ime¸wie nepreryvnu¸ funkci¸ raspredeleniØ (f.r.) F . Togda X i^{X+Y}_{1−XY} odinakovo raspredeleny togda i tol~ko togda, kogda F - f.r. Koxi s plotnost~¸ f(x) = (π(1 + x^2))^{−1}.

VtoraØ harakterizaciØ voshodit k rabote Ramaqandrana i Rao [3], sm. takße [2], teorema 13.7.2. Ee formulirovka takova:

Pust~ X i Y – n.o.r.s.v., ime¸wie nepreryvnu¸ f.r. F , a posto- Ønnye a i b takovy, qto |a|+|b| = 1, priqem qisla − log |a| i − log |b| nesoizmerimy.Togda X i aX + bY odinakovo raspredeleny togda i tol~ko togda, kogda F – f.r. Koxi s proizvol~nym parametrom masxtaba.

Pust~ X_1, ..., X_n, ... – nezavisimye nabl¸deniØ, ime¸wie nepreryvnu¸ f.r. G(x). OsnovyvaØs~ na pervoæ harakterizacii, my moßem proverit~ prostu¸ osnovnu¸ gipotezu H_0 kotoraØ sostoit v tom, qto G – funkciØ raspredeleniØ Koxi F s plotnost~¸ f, protiv al~ternativy H_1, sostoØweæ v tom, qto G(x) ≠

Rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI 01-01-00245 i granta nauqnoæ xkoly 00-15-96019. 139

140 V. V. LITVINOVA F (x). VtoraØ harakterizaciØ pozvolØet proverit~ sloßnu¸ gi-

potezu H0_0 o tom, qto ishodnoe raspredelenie prinadleßit semeæstvu plotnosteæ Koxi s proizvol~nym masxtabom protiv al~ternativy H0_1, sostoØweæ v tom, qto general~naØ plotnost~ ne prinadleßit fftomu semeæstvu.

V sootvetstvii s predloßennymi harakterizaciØmi, postroim obyqnu¸ ffmpiriqesku¸ funkci¸ raspredeleniØ:

G_n(t) = n^{−1} n∑ i=1 I{X_i 6 t} i postroim V -statistiqeskie funkcii raspredeleniØ, sootvetstvu¸wie obeim harakterizaciØm:

H_n(t) = n^{−2} n∑ i,j=1 I { X_i + X_j 1 − X_iX_j ≤ t } ,

L_n(t) = n^{−2} n∑ i,j=1 ( 1 2 I { aX_i + bX_j 6 t } + 1 2 I { aX_j + bX_i 6 t }) . Takim obrazom, kriterii dlØ proverki raspredeleniØ Koxi mogut byt~ osnovany na statistikah: CH_n = ∫ R1 (H_n(t) − G_n(t)) dG_n(t) i CL_n = ∫ R1 (L_n(t) − G_n(t)) dG_n(t).

§2. Statistika CHn

Posle nekotoryh preobrazovaniæ legko uvidet~, qto statistika CH_n ØvlØetsØ V -statistikoæ stepeni 3 i Ødrom Φ_1(X, Y, Z):

Φ_1(X, Y, Z) = 1 3 I { X + Y 1 − XY 6 Z } + 1 3 I { Y + Z 1 − Y Z 6 X } +

+ 1 3 I { X + Z 1 − XZ 6 Y } − 1 2 .

DVA KRITERI˚ SOGLASI˚ 141 Predel~nye svoæstva fftoæ statistiki sovpada¸t so svoæstvami U -statistiki s tem ße Ødrom: KH_n = 1 C^3_n ∑ 16i<j<k6n^{Φ1(Xi, Xj, Xk)} OkazyvaetsØ, qto Ødro Φ_1(X, Y, Z) ØvlØetsØ nevyroßdennym.

Deæstvitel~no, naædem proekci¸ Ødra

ψ_1(t) = E(Φ_1(X, Y, Z)|Z = t) (1)

i vyqislim dispersi¸ Δ^2_1 proekcii pri H_0:

Δ^2_1 = Eψ^2_1(Z). (2)

˚sno, qto

ψ_1(t) = 1 3 P { X + Y 1 − XY 6 t } + 2 3 P { X + t 1 − Xt 6 Y } − 1 2 = 1 3 F (t)+

+ 2 3 ∞∫ −∞ dF (x) ∞∫ x+t 1�xt dF (y) − 1/2 = 1 3π (arctan t + 2 arctan 1 t ). Sledovatel~no,

Δ^2_1 = ∞∫ −∞ 1 9π^2

(arctan t + 2 arctan 1 t )^2d( 1 π arctan t + 1 2 ) = 1/36 > 0,

qto i dokazyvaet nevyroßdennost~ Ødra.

PrimenØØ teoremu Gefdinga [5, 6], poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1. DlØ statistiki KHn pri n → ∞ i spravedlivosti

H_0 imeet mesto sootnoxenie: √ nKH_n^d−→ N (0, 1 4 ). Vyqislenie asimptotiqeskoæ ffffektivnosti statistiki KH_n osloßnØetsØ dovol~no gromozdkim vidom vidom Ødra. Pofftomu my ograniqimsØ lix~ prosteæxim, no tipiqnym sluqaem al~- ternativy sdviga, kogda al~ternativnaØ funkciØ raspredeleniØ imeet vid F (x − θ), i vyqislim bahadurovsku¸ ffffektivnost~ naxeæ statistiki.

142 V. V. LITVINOVA

Oboznaqim qerez c(θ) bahadurovskiæ naklon. Soglasno [9, 10]:

c(θ) = 2h(b(θ)), (3) gde h(t) = t^2/(18Δ^2)(1 + o(1)), t → 0 (4)

b(θ) = E_θΦ(X, Y, Z). (5)

DlØ naxeæ statistiki naædem b(θ).

b(θ) = P_θ { X + Y 1 − XY < Z } − 1 2 = ∞∫ −∞ dF (x − θ) ∞∫ −∞ dF (y − θ) ∞∫ x+y 1�xy dF (z − θ)

− 1 2 = ∞∫ −∞ 1 π(1 + (x − θ)^2) dx ∞∫ −∞ (1/2 −^1_π arctan(^{x+y}_{1−xy} − θ)) π(1 + (y − θ)^2) dy − 1 2 . VyqislØØ asimptotiku fftogo integrala pri θ → 0, poluqaem: b(θ) ∼ θ π . Takim obrazom, lokal~nyæ bahadurovskiæ naklon statistiki

KH_n pri al~ternative sdviga imeet vid: c_{KH} (θ) ∼ 4θ^2 π^2 , θ → 0. Esli opredelit~ v sootvetstvii s [9] lokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ posledovatel~nosti statistik {T_n} kak

eff_T = lim_{θ→o} c_T (θ)/2K(θ), (6)

gde K(θ) ∼^1_2 I_0θ^2, θ → 0 i I_0 – informaciØ Fixera v toqke θ = 0, to dlØ al~ternativy sdviga ona sostavlØet

eff_{KH} = 8 π^2 ≈ 0.8106, qto ØvlØetsØ dovol~no vysokim znaqeniem.

DVA KRITERI˚ SOGLASI˚ 143 §3. Statistika CL_n

Statistika CL_n, kak i statistika CH_n, ØvlØetsØ V -statistikoæ stepeni 3 s Ødrom Φ_2(X, Y, Z):

Φ_2(X, Y, Z) = 1 6 I { aX+bY 6 Z } + 1 6 I { aY +bX 6 Z } + 1 6 I { aY +bZ 6 X }

+ 1 6 I { aZ + bY 6 X } + 1 6 I { aX + bZ 6 Y } + 1 6 I { aZ + bX 6 Y } − 1 2 Predel~nye svoæstva fftoæ statistiki sovpada¸t so svoæstvami U -statistiki: KL_n = 1 C^3_n ∑ 16i<j<k6n^{Φ2(Xi, Xj, Xk).} DlØ nevyroßdennogo Ødra Φ_2(X, Y, Z) naædem proekci¸ (1) i dispersi¸ proekcii (2). Zametim, qto esli sign(a) = sign(b), to nax kriteriæ nesostoØtelen. Pofftomu, ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto a > 0, b < 0 (takim obrazom, b = a − 1). ˚sno, qto ψ_2(t) = 1 3 P { aX +bY 6 t } + 1 3 P { aX +bt 6 Y } + 1 3 P { at+bY 6 X } − 1 2 . Poskol~ku: P { aX + bY 6 t } = F (t), P { aX +bt 6 Y } = P { Y −aX ¿ bt } = 1−F (_{bt} 1+|a| ) = 1−F (_{(a−1)t} 1+a ) , P { at + bX 6 Y } = 1 − F (_{at} 1+|b| ) = 1 − F (_{at} 2−a ) , to dlØ proekcii poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat:

ψ_2(t) = 1 3 F (t) − 1 3 F ((a − 1)t 1 + a ) − 1 3 F ( at 2 − a ) + 1 6 .

Δ^2 = 1 36 ∞∫ −∞ ( 2F (t) − 2F ((a − 1)t 1 + a ) − 2F ( at 2 − a ) + 1 )2 dF (t). DlØ nahoßdeniØ Δ^2 nam ponadobitsØ vyqislit~ integraly vida:

h_1(α) := ∫_∞ −∞ F (αt)dF (t), α ∈ R^1, h_2(α, β) := ∫_∞ −∞ F (αt)F (βt)dF (t), α > 0, β > 0.

144 V. V. LITVINOVA

Nesloßno poluqit~, qto dlØ l¸bogo α

h_1(α) = 1 2 . DlØ vyqisleniØ h_2(α, β) vospol~zuemsØ lemmoæ.

Lemma.^{∫ ∞}_{−∞} F (αt)F (βt)dF (t) =^1_3 −^1_{2π}2^(dilog^{( α(β+1)}_{α+β}^)

+dilog

(_{β(α+1)} α+β ) + ln

(_{α(β+1)} α+β ) ln (_{β(α+1)} α+β )) , gde F (t) =^1_2 +^1_π arctan t.

Dokazatel~stvo. Snaqala prodifferenciruem fftot integral

po α. Poluqaem: r(α, β) := ( h_2(α, β) )0 α = ∞∫ −∞ tf(αt)f(t)F (βt)dt. Teper~ poluqennoe vyraßenie prodifferenciruem po β: ( r(α, β) )0 β = ∞∫ −∞ t^2f(αt)f(t)f(βt)dt,

V predpoloßenii, qto α > 0 i β > 0, vyqislØØ ( r(α, β) )0 β , poluqaem: ( r(α, β) )0 β = 1 π^2(α + 1)(β + 1)(α + β) . IntegriruØ ffto vyraßenie po β, imeem:

r(α, β) + C_1 = ln(β + 1) − ln(α + β) π^2(α^2 − 1) , gde konstanta C_1 nahoditsØ iz togo, qto r(α, 0) = 0. Takim obrazom:

C_1 = − ln α π^2(α^2 − 1) ,

r(α, β) = ln(β + 1) + ln(α) − ln(α + β) π^2(α^2 − 1) .

DVA KRITERI˚ SOGLASI˚ 145 Naædennoe vyraßenie dlØ r(α, β) integriruem po α i dlØ kratkosti oboznaqim D(x) := dilogx = ∫_x 1 ln(t) 1−t dt. Poluqaem:

h_2(α, β) + C_2 = − 1 2π^2 ( D ( α(β + 1) α + β ) +D ( β(α + 1) α + β ) + ln

( α(β + 1) α + β ) ln ( β(α + 1) α + β )) . Poskol~ku h_2(0, β) = 0, to

C_2 = − 1 3 ,

h_2(α, β) = 1 3 − 1 2π^2 ( D ( α(β + 1) α + β ) + D ( β(α + 1) α + β )

+ ln

( α(β + 1) α + β ) ln ( β(α + 1) α + β )) . Takim obrazom, primenØØ rezul~taty vyqisleniæ h_1(α) i

h_2(α, β), dlØ dispersii proekcii poluqaem:

Δ^2(a) = 1 108 − 1 18π^2 ( 2dilog ( 1 1 + a )

+2D ( 1 2 − a ) +2D(1 − a)−2D(a)−2D ( 1 − a a^2 − a + 1 ) −2D ( a a^2 − a + 1 )

+ ( ln 1 1 + a )2 + ( ln 1 2 − a )2 − ln ( 1 − a a^2 − a + 1 ) ln ( a a^2 − a + 1 )) . Kak i ranee, ispol~zuØ teoremu Gefdinga, poluqaem:

Teorema 2. DlØ statistiki KLn pri n → ∞ spravedlivo: √ nKG_n^d−→ N (0, 9Δ^2(a)).

Vyqislim lokal~nyæ bahadurovskiæ naklon i lokal~nu¸ ffffektivnost~ naxeæ statistiki v predpoloßenii, qto X_i pri al~- ternative ime¸t funkci¸ raspredeleniØ F (x − θ) i ispol~zuØ

(3) − (6). Imeem

b(θ) = P_θ { aX + bY 6 Z } − 1 2 = = P_θ { a(X − θ) + b(Y − θ) − (Z − θ) 6 θ − aθ − bθ } − 1 2 =

146 V. V. LITVINOVA = F (θ(1 − a − b) 2 ) − 1 2 = F (θ(1 − a)) − 1 2 . Takim obrazom, dlØ bahadurovskogo naklona poluqili: c_{KL}(θ) ∼ (1 − a)^2θ^2 9π^2Δ^2(a) , a ∈ (0, 1). Sledovatel~no, lokal~naØ bahadurovskaØ ffffektivnost~ sostavlØet:

eff^B_{KG}(a) = 8(1 − a)^2 /[ 1 3 − 2 π^2 ( 2D ( 1 1 + a ) + 2D ( 1 2 − a ) + +2D(1 − a) − 2D(a) − 2D ( 1 − a a^2 − a + 1 ) − 2D ( a a^2 − a + 1 ) + + ( ln 1 1 + a )2 + ( ln 1 2 − a )2 − ln ( 1 − a a^2 − a + 1 ) ln ( a a^2 − a + 1 ))] . Issledovanie eff^B_{KG}(a) kak funkcii ot a s pomow~¸ paketa

M aple 6 pokazyvaet, qto eff_{KG}(a) imeet vypuklyæ grafik na ot-

rezke [0, 1]. Maksimum dostigaetsØ pri a = 0.3730 i sostavlØet

0.6850. DlØ postroeniØ kriteriØ sleduet vybrat~ a, blizkoe k

ukazannomu znaqeni¸ i takoe, qtoby vypolnØlos~ uslovie nesoizmerimosti − log a i − log(1 − a).

Literatura 1. ı. V. Linnik, Lineænye formy i statistiqeskie kriterii. — Ukrainskiæ matem. ßurnal 5, ˝ 2 (1953), 207–243 no. 3, 247–290.

2. B. Arnold, Some characterizations of the Cauchy distribution.. — Austr. J. Stat.

21 (1979), 166–169.

3. B. Ramachandran, C. R. Rao, Solutions of functional equations arising in some regression problems and a characterization of the Cauchy law. — Sankhya 32, Ser. A, No. 1 (1970), 1–30.

4. A. M. Kagan, ı. V. Linnik, S. R. Rao, Harakterizacionnye zadaqi ma-

tematiqeskoæ statistiki. M., Nauka, 1972.

5. Korol¸k V. S., Borovskih ı. V., TeoriØ U-statistik. Kiev, Naukova Dumka, 1989.

6. Hoeffding W., A class of statistics with asymptotically normal distribution.. — Ann. Math. Statist. 19 (1948), 293–325.

7. Rao S. R., Lineænye statistiqeskie metody i ih priloßeniØ. per. s angl., M., Nauka, 1973.

8. Rao C. R., Criteria of estimation in large samples. — Sankhya A25 (1963), 189–206.

9. Bahadur R. R., Some limit theorem in statistics. — SIAM Philadelphia (1971).

DVA KRITERI˚ SOGLASI˚ 147 10. Nikitin ˚. ı.,Ponikarov E. V., GrubaØ asimptotika veroØtnosteæ

bol~xih ukloneniæ qernovskogo tipa funkcionalov Mizesa i U�statis-

tik. — Trudy SPbMO 7 (1999).

Litvinova V. V. Two criteria of goodness of fit for Cauchy distributions based on characterizations.

In this work we construct two criteria of goodness of fit for Cauchy distribution, based on the characterizations. The first belongs to Arnold and the second mentioned in the Ramachandran’s paper. The Bahadur efficiency for these criteria are fined.

Postupilo 10 i¸lØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet