Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

V. V. Petrov

O ROSTE SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN

1. Rezul~taty

Pust~ {X_n; n = 1, 2, . . .} – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, i pust~ {a_n; n = 1, 2, . . .} – neubyva¸waØ posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qisel, takaØ, qto a_n → ∞ pri

n → ∞. Poloßim S_n =^n ∑ k=1 X_k. Nas budut interesovat~ usloviØ, pri kotoryh vypolneny sootnoxeniØ

limsup S_n a_n 6

1 p.n. (1) ili limsup S_n a_n = 1 p.n. (2)

V dal~neæxem Ψ_c (sootvetstvenno, Ψ_d) budet oznaqat~ mnoßestvo funkciæ ψ(x) takih, qto kaßdaØ ψ(x) poloßitel~na i ne ubyvaet v oblasti x > x_0 pri nekotorom x_0 i rØd

∑_1

nψ(n) shoditsØ (soot-

vetstvenno, rashoditsØ). Znaqenie x_0 ne predpolagaetsØ odnim i tem ße dlØ razliqnyh funkciæ ψ. Naprimer, ψ(x) = x^α ∈ Ψ_c dlØ l¸bogo α > 0; esli ψ(x) = (ln x)^{1+δ}, to ψ(x) ∈ Ψ_c dlØ δ > 0 i ψ(x) ∈ Ψ_d dlØ δ = 0.

My budem govorit~, qto vypolneno uslovie (V), esli dlØ l¸- bogo δ > 0 suwestvuet λ > 0 takoe, qto P (S_n − S_k ¿ −δa_n) ¿ λ dlØ vseh k 6 n i vseh dostatoqno bol~xih n.

Oqevidno, uslovie (V) vypolneno, esli sluqaænye veliqiny iz rassmatrivaemoæ posledovatel~nosti simmetriqny, a takße v tom sluqae, kogda S_n/a_n → 0 po veroØtnosti.

Teorema 1. Pust~ vypolneno uslovie (V). Pust~, dalee, dlØ l¸-

bogo x iz nekotorogo intervala 1 < x < 1 + β suwestvu¸t polo-

Rabota byla podderßana grantom RFFI 02-01-00779 i grantom veduwih nauqnyh xkol 00-15-96019. 158

O ROSTE SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN 159 ßitel~naØ postoØnnaØ C i funkciØ ψ ∈ Ψ_c takie, qto P ( S_n ¿ xa_n ) 6^C_{ψ(an)} (3)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Togda imeet mesto neravenstvo (1).

Teorema 2. Pust~ a_{n+1} a_n → 1 (n → ∞). (4)

Predpoloßim, qto usloviØ teoremy 1 vypolneny dlØ posledovatel~nosti {X_n} i dlØ posledovatel~nosti {−X_n}. Predpoloßim takße, qto dlØ l¸bogo x iz nekotorogo intervala 1−β < x < 1 suwestvu¸t poloßitel~naØ postoØnnaØ c i funkciØ ψ ∈ Ψ_d takie, qto P ( S_n ¿ xa_n ) ¿^c_{ψ(an)} (5)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Togda imeet mesto ravenstvo (2).

Moßno pokazat~, qto uslovie (V) vypolneno dlØ obeih posledovatel~nosteæ {X_n} i {−X_n}, esli dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet postoØnnaØ p >^1_2 takaØ, qto P (|S_n| 6 εa_n) ¿ p dlØ vseh dostatoqno bol~xih n.

Teoremy 1 i 2 predstavlØ¸t soboæ obobweniØ rezul~tatov rabot [1–4].

V [1] byla dokazana teorema 1 dlØ qastnogo sluqaØ ψ(x) = (ln x)^{1+γ} , gde γ > 0, pri dopolnitel~nom uslovii (4) i pri zamene usloviØ (V) bolee sil~nym usloviem. V otliqie ot nastoØweæ raboty, v [3] i [4] predpolagalos~, qto sluqaænye veliqiny iz rassmatrivaemoæ posledovatel~nosti ime¸t koneqnye dispersii; tam naædeny dostatoqnye usloviØ dlØ neravenstva (1) pri a_n = (2B_n ln ln B_n)^{1/2}, gde B_n = var S_n.

2. Dokazatel~stvo teoremy 1

Pust~ τ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Opredelim posledovatel~nost~ celyh poloßitel~nyh qisel {n_k} sledu¸wim obrazom: pust~ n_1 takovo, qto a_{n1} > e; pri dannom k (k ¿ 2) opredelim n_k kak naimen~xee celoe, dlØ kotorogo a_{nk} > (1 + τ )a_{nk}�_1 .

160 V. V. PETROV Zdes~ my ispol~zuem uslovie a_n → ∞ pri n → ∞ i predpoloßenie o tom, qto qislovaØ posledovatel~nost~ {a_n} ne ubyvaet. Takim obrazom,

a_nk_{−1} 6 (1 + τ )a_nk�_1 < a_nk. (6)

Oqevidno, n_{k−1} < n_k dlØ l¸bogo k ¿ 2 i n_k → ∞ pri k → ∞.

Neravenstvo (1) budet dokazano, esli my pokaßem, qto P ( S_n > (1 + ε)a_n i.o. ) = 0 (7)

dlØ l¸bogo ε > 0.

Pust~ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Poloßim S_n = max_k6_n S_k. PrinimaØ vo vnimanie neravenstvo (6), poluqaem P ( S_n > (1 + ε)a_n i.o.

) 6 P^( max_{nk�16n<nk} Sn > (1 + ε)an i.o.^) 6

6 P^(Sn_k−1 > (1 + ε)an_{k�1} i.o.^) 6 P^(Sn_k−1 >^{1 + ε}_{1 + τ} an_k−1 i.o.^).

Pust~ γ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo, takoe, qto γ < ε. Esli τ dostatoqno malo, to (1 + ε)/(1 + τ ) > 1 + γ i P ( S_n > (1 + ε)a_n i.o.

) 6 P^(Sn_k−1 > (1 + γ)an_k−1 i.o.^). (8)

DlØ dokazatel~stva ravenstva (7) dostatoqno pokazat~, qto ∑ k P ( S_nk_{−1} > (1 + γ)a_nk_{−1} i.o. ) < ∞ (9)

dlØ l¸bogo γ > 0, poskol~ku v silu lemmy BorelØ–Kantelli iz (9) sleduet, qto pravaØ qast~ neravenstva (8) ravna nul¸.

S fftoæ cel~¸ primenim teoremu 2.3 iz [5]: esli X_1, . . . , X_n – nezavisimye sluqaænye veliqiny, udovletvorØ¸wie uslovi¸ P (S_n − S_k ¿ −C) ¿ q (k = 1, . . . , n − 1), gde C ¿ 0 i q > 0 – nekotorye postoØnnye, to

P (S_n ¿ x) 6 1 q P (S_n ¿ x − C) dlØ l¸bogo x. V silu fftogo predloßeniØ iz usloviØ (V) sleduet, qto dlØ l¸bogo δ > 0 suwestvuet λ > 0 takoe, qto P (S_n ¿ x) 6 1 λ P (S ¿ x − δa_n) dlØ l¸bogo x i vseh dostatoqno bol~xih n.

O ROSTE SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN 161 Pust~ γ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Esli 0 < δ <^γ_2 , to P ( S_nk_{−1} > (1 + γ)a_nk_{−1}

) 6^1_λ P^(Sn_k−1 > (1 + γ)an_k−1 − δan_k−1^) 6

6^1_λ P^(Sn_k−1 >^(1 +^γ_2^)an_k−1^) (10)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih k.

Iz (6) sledu¸t neravenstva

a_nk_{−1} ¿ a_nk�_1 ¿ (1 + τ )^{k−2}a_{n1} > (1 + τ )^{k−2} (11) dlØ l¸bogo k ¿ 2. V silu usloviØ (3) dlØ l¸bogo x > 1 suwestvu¸t postoØnnaØ C i funkciØ ψ ∈ Ψ_c takie, qto P ( S_nk_{−1} ¿ xa_nk_{−1} ) 6^C_{ψ(ank−1)} 6^C_{ψ((1 + τ )k−2)} (12)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih k.

Po lemme 1 iz [2] rØd

∑_1

ψ(rk_) shoditsØ dlØ l¸boæ funkcii

ψ ∈ Ψ_c i l¸bogo r > 1. Pofftomu (9) sleduet iz (10) i (12). Teorema 1 dokazana.

3. Dokazatel~stvo teoremy 2 V silu usloviæ teoremy 2 i uße dokazannoæ teoremy 1 spravedlivo neravenstvo (1). Pofftomu ravenstvo (2) budet dokazano, esli my pokaßem, qto P ( S_n > (1 − ε)a_n i.o. ) = 1 (13) dlØ l¸bogo ε > 0.

Pust~ τ – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Opredelim posledovatel~nost~ celyh poloßitel~nyh qisel {n_k} takim ße obrazom, kak v dokazatel~stve teoremy 1. Iz (6) i usloviØ (4) vytekaet suwestvovanie predela lim_{k→∞} a_nk a_nk�_1

= 1 + τ. (14)

Sledovatel~no, a_nk > ( 1 + τ 2 ) a_nk�_1 (15)

162 V. V. PETROV dlØ vseh dostatoqno bol~xih k.

DlØ proizvol~nyh sobytiæ A i V imeet mesto neravenstvo P (A ∩ B) = P (A) − P (A ∩ B) ¿ P (A) − P (B), gde B – sobytie, protivopoloßnoe sobyti¸ V. Pofftomu dlØ l¸- bogo poloßitel~nogo γ < 1 imeem P ( S_nk − S_nk�_1 > (1 − γ)a_nk ) ¿ ¿P^{([}Sn_k >^(1 −^γ_2 )an_k^] ∩^[Sn_{k�1} <^γ_2 aa_{nk}^{])} ¿ ¿P^(Sn_k >^(1 −^γ_2^)an_k^) − P^(Sn_{k�1} ¿^γ_2 aa_{nk}^) ¿ (16) ¿P^(Sn_k >^(1 −^γ_2^)an_k^) − P^(Sn_{k�1} ¿^γ_2^(1 +^τ_2^)an_{k�1}^)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih k vsledstvie (15). Esli τ dostatoqno veliko, to^γ_2 (1 +^τ_2 ) > 1 i P ( S_nk�_1 > γ 2 ( 1 + τ 2 ) a_nk�_1 ) 6^C_{ψ(ank�1 )}

dlØ nekotoroæ funkcii ψ ∈ Ψ_c i vseh dostatoqno bol~xih k v silu usloviØ (3). Ispol~zuØ neravenstva (11), poluqaem ∑ k P ( S_nk�_1 > γ 2 ( 1 + τ 2 ) a_nk�_1 ) < ∞. (17) Iz usloviØ (5) sleduet, qto P ( S_nk > ( 1 − γ 2 ) a_nk ) ¿^c_{ψ(ank)}

dlØ vseh dostatoqno bol~xih k, gde c – poloßitel~naØ posto- ØnnaØ i ψ – nekotoraØ funkciØ klassa Ψ_d. V silu (14) imeem a_nk < (1 + 2τ )a_nk�_1 dlØ k ¿ k_0 i nekotorogo k_0. Pofftomu

a_nk < (1 + 2τ )^{k−1}a_{n1} < (1 + 2τ )^k,

esli k ¿ k_0 i τ dostatoqno veliko. Takim obrazom, P ( S_nk > ( 1 − γ 2 ) a_nk ) ¿^c_{ψ((1 + 2τ )k)}

dlØ k ¿ k_0

O ROSTE SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN 163 Netrudno pokazat~, qto rØd

∑_1

ψ(rk_) rashoditsØ dlØ l¸boæ

funkcii ψ ∈ Ψ_d i l¸bogo r > 1; dokazatel~stvo fftogo predloßeniØ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3.27 iz [6], sootvetstvu¸weæ znaqeni¸ r = 2. Ots¸da zakl¸qaem, qto ∑ k P ( S_nk > ( 1 − γ 2 ) a_nk ) = ∞. (18)

V silu (16)–(18) imeem ∑ k P ( S_nk − S_nk�_1 > (1 − γ)a_nk ) = ∞ i P ( S_nk − S_nk�_1 > (1 − γ)a_nk i.o. ) = 1 (19)

dlØ l¸bogo poloßitel~nogo γ < 1 v silu lemmy BorelØ– Kantelli.

UsloviØ teoremy 2 obespeqiva¸t vypolnenie neravenstva (1) dlØ posledovatel~nosti {−X_n}, i my poluqaem

limsup −S_n a_n 6

1 p. n. i liminf S_n a_n ¿

−1 p. n.

Ots¸da i iz (1) sleduet, qto

lim sup |S_n| a_n 6

1 p. n. (20)

Pust~ Ω – prostranstvo fflementarnyh sobytiæ, na kotorom opredeleny sluqaænye veliqiny iz posledovatel~nosti {X_n}. PrinimaØ vo vnimanie neravenstvo (20), nahodim, qto |S_n(ω)| 6 2a_n dlØ n ¿ n_0(ω) i vseh ω ∈ Ω, za iskl¸qeniem mnoßestva toqek nulevoæ veroØtnostnoæ mery. Pust~ ε – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Vyberem poloßitel~nye qisla γ i τ takim obrazom, qto 1 − γ −^2_{1+τ/2} > 1 − ε. V silu (15) imeem

(1 − γ)a_nk − 2a_nk�_1 > ( 1 − γ − 2 1 +^τ_2 ) a_nk

164 V. V. PETROV dlØ vseh dostatoqno bol~xih k. Pofftomu P ( S_nk > (1 − ε)a_nk i.o.) ¿ P ( S_nk > (1 − γ)a_nk − 2a_nk�_1 i.o. ) ¿ ¿P^(Sn_k − Sn_{k�1} > (1 − γ)an_k i.o.^) = 1

vsledstvie (19). Ots¸da sleduet (13). Teorema 2 dokazana.

Pol~zu¸s~ sluqaem otmetit~ dve suwestvennye opeqatki v rabote [4]. Avtorom stat~i 4 iz spiska literatury na str. 186 ØvlØetsØ V. A. Egorov. V opredelenii posledovatel~nosti celyh qisel {n_k} na str. 184 slova “opredelim B_{nk}” sleduet zamenit~ slovami “opredelim n_k”.

Literatura

1. V. V. Petrov, O roste summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Doklady AN SSSR 205, No. 6 (1972), 1296–1299.

2. V. V. Petrov, Nekotorye ocenki dlØ summ zavisimyh sluqaænyh veliqin, ime¸wie mesto poqti navernoe. — Zap. nauqn. semin. LOMI 55 (1976), 113–116.

3. V. V. Petrov, O zakone povtornogo logarifma dlØ posledovatel~nosti nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 46, No. 3 (2001), 569–571.

4. V. V. Petrov, O zakone povtornogo logarifma dlØ posledovatel~nosti nezavisimyh sluqaænyh veliqin s koneqnymi dispersiØmi. — Zap. nauqn. semin. POMI 278 (2001), 182–186.

5. V. V. Petrov, Limit theorems of probability theory. Oxford University Press (1995).

6. U. Rudin, Osnovy matematiqeskogo analiza. Mir, M. (1966).

Petrov V.V. On the growth of sums of independent random variables.

Some estimates of the growth of sums of independent random variables almost surely are established without any moment conditions.

Postupilo 1 noØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet