Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

L. V. Rozovskiæ NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY DL˚ BOL^XIH UKLONENI` SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN S OBWE` FUNKCIE` RASPREDELENI˚ IZ OBLASTI PRIT˚ȷENI˚ NORMAL^NOGO ZAKONA

1. Vvedenie. Rezul~taty

Rassmotrim nezavisimye sluqaænye veliqiny X, X_1, X_2, . . . s obweæ funkcieæ raspredeleniØ V . Pust~ S_n = X_1 + · · · + X_n (n ¿ 1). V dal~neæxem budem predpolagat~, qto P ( S_n < x B_n ) → Φ(x), n → ∞, (1.1) gde Φ(x) – standartnaØ normal~naØ funkciØ raspredeleniØ, a {B_n} – nekotoraØ poloßitel~naØ posledovatel~nost~.

Kak izvestno, iz (1.1) sleduet, qto E X = 0 i qto funkciØ D(z) = E X^2 I[|X| < z] medlenno menØetsØ pri z → ∞, a takße to, qto B_n → ∞ i udovletvorØet uslovi¸

B^2_n ∼ n D(B_n), n → ∞. (1.2)

Cel~¸ raboty ØvlØetsØ izuqenie nekotoryh aspektov asimptotiqeskogo povedeniØ veroØtnosteæ P ( S_n ¿ αb_n ) , gde α – poloßitel~noe qislo, b_n – poloßitel~naØ posledovatel~nost~, monotonno rastuwaØ k beskoneqnosti i udovletvorØ¸waØ nekotorym dopolnitel~nym ograniqeniØm. V qastnosti, poluqeny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ dlØ togo qtoby rØd ∑ n f_n P ( S_n ¿ αb_n ) shodilsØ ili, posle nekotoroæ normirovki,

imel predel pri α ↘ α_0, gde α_0 poloßitel~naØ postoØnnaØ, a f_n – nekotoraØ poloßitel~naØ posledovatel~nost~ dovol~no obwego vida.

Rabota podderßana grantom Min. ObrazovaniØ No. E00-1.0-45, grantom RFFI No. 02-01-01099 i grantom veduwih nauqnyh xkol No. 00-15-96019 . 165

166 L. V. ROZOVSKI`

Takim obrazom, my prodolßaem issledovaniØ iz [1–3, 5–10]. Privedem osnovnoæ rezul~tat raboty [7], kotoraØ poslußila osnovnoæ motivacieæ dlØ nastoØwego issledovaniØ.

Teorema A. Predpoloßim, qto

E X = 0, E X^2 = 1 (1.3)

i, krome togo,pri nekotorom δ > 0

E [X^2(ln^+ ln^+ |X|^{1+δ}] < ∞. (1.4)

Togda lim α↘ √ 2 √ α^2 − 2 ∑ n¿3 1 n P ( |S_n| ¿ α √ n ln lnn ) = √ 2. (1.5)

Avtory [7] otmeqa¸t, qto im neizvestno, budet li uslovie (1.4) neobhodimym dlØ vypolneniØ (1.5), i interesu¸tsØ vozmoßnymi odnostoronnimi variantami fftogo sootnoxeniØ.

Otvetom na ffti voprosy ØvlØetsØ odno sledstvie poluqennyh nami rezul~tatov.

Teorema B. Pust~ vypolnØetsØ uslovie (1.3). Esli ∫ |x|>z x^2dV (x) = o(1) ln ln z , z → ∞, (1.6) to lim α↘ √ 2 √ α^2 − 2 ∑ n¿3 1 n P ( S_n ¿ α √ n ln lnn ) = √ 2/2. (1.7)

Zametim, qto predpoloßenie (1.6) v otliqie ot usloviØ (1.4) ØvlØetsØ optimal~nym.

Pereædem k izloßeni¸ rezul~tatov.

Pust~ posledovatel~nost~ {b_n} udovletvorØet usloviØm

b_n ne ubyvaet , b_{n+1} b_n 6 M < ∞, (1.8) b_n B_n → ∞, b_n n → 0 pri n → ∞. (1.9)

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 167 Nas budet interesovat~ povedenie obobwennyh summ

I_q (α) = ∑ n¿n0 ( g(b_n) n P ( S_n ¿ αb_n ) )_q ln b_{n+1} b_n 1/q , (1.10)

gde postoØnnaØ q ∈ [1, ∞], poloßitel~naØ funkciØ g(y), y > 0, pri nekotorom δ > 0 udovletvorØet uslovi¸ g(y)/y^δ ubyvaet na [1, ∞), (1.11)

a α > 0 (pri q = ∞ polagaem I_∞(α) = sup_n ¿n0 g(b_n) n P ( S_n ¿ αb_n ) ). Takim obrazom, esli q = 1, to my imeem delo s rØdami, voznika¸wimi pri izuqenii zakona povtornogo logarifma i v rØde drugih situaciæ (sm., naprimer, [3 , 5, 12, 13]), sluqaæ q = ∞ predstavlØet standartnye bol~xie ukloneniØ, a sluqaæ 1 < q < ∞ ØvlØetsØ promeßutoqnym.

DlØ togo qtoby sformulirovat~ rezul~taty, vvedem nekotorye dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Preßde vsego, poloßim || . . .||_q = ∞∫ 1 | . . . |^q du u 1/q , 1 6 q < ∞, i || . . .||∞ = sup_{u>1} | . . . |. Oboznaqim takße L(h, c) = c∫ −∞ e^{hy} dV (y), h ¿ 0, s(x, c) = sup_{h>0}(xh − ln L(h, c)), (1.12)

i dlØ vseh dostatoqno bol~xih n (skaßem, n ¿ n_0) opredelim funkci¸ Q_n(α) = ns(α b_n/n, 1/h_n), (1.13) gde posledovatel~nost~ h_n → 0 i udovletvorØet uslovi¸ h_n D(1/h_n) ∼ b_n/n, n → ∞. (1.14) Otmetim, qto (sm. [11, sootnoxeniØ (7), (14) i (34)])

Q_n(α) ∼ α^2 b_n h_n/2, n → ∞. (1.15)

168 L. V. ROZOVSKI` Krome togo (sm. (3.14)),

h_n > (1 − ε) b_n B^2_n D(B_n) D(B^2_n/b_n) ¿

(1 − ε) b_n B^2_n , n > n_ε, ∀ε > 0, (1.16) i, v qastnosti, h_n ∼ b_n/B^2_n, n → ∞, (1.17) togda (i tol~ko togda), kogda D(B_n) ∼ D(B^2_n/b_n), n → ∞. (1.18)

Teorema 1. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.1), (1.8), (1.9) i (1.11).

DlØ togo qtoby I_q(α) < ∞, (1.19) neobhodimo i dostatoqno, qtoby ‖g(u) P (X ¿ u)‖_q < ∞ (1.20) i ^I_q (α) = ∑ n¿n0 ( g(b_n) n 1 √ b_n h_n e^{−Qn (α)} )_q ln b_{n+1} b_n 1/q < ∞. (1.21)

Krome togo, esli poloßitel~naØ funkciØ f(t) → 0 pri t → +0 i postoØnnaØ α_0 > 0, to lim α↘α0 f(α − α_0)I_q (α) = 1 (1.22)

togda i tol~ko togda, kogda ime¸t mesto sootnoxeniØ (1.20) i lim α↘α0 f(α − α_0) ^I_q (α) = α_0 √ 2π. (1.23)

Zameqanie 1. Uslovie (1.20) pri q = 1 ravnosil~no uslovi¸ ∞∫ 1 ^g(u)dV (u) < ∞, (1.24) gde ^g(u) = ∫_u 1 g(u)^{du}_u . Krome togo (dokazatel~stvo sm. v p. 3),

‖g(u) P (X ¿ u)‖_∞ 6e^δ ‖g(u) P (X ¿ u)‖_q 6

6e^{δq} ‖g(u) P (X ¿ u)‖_1 ,^{(1.25)}

t.e., esli uslovie (1.20) vypolnØetsØ pri q = 1, to ono takße vypolnØetsØ pri l¸bom q > 1.

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 169

Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1 i, dopolnitel~-

no, ^I_q(α) < ∞, α > α_0 > 0, i lim_{α↘α0} ^I_q (α) = ∞. Togda sootnoxeniØ

(1.20) i lim α↘α0 I_q(α) ^I_q(α) = 1 α_0 √ 2π (1.26)

ravnosil~ny.

Oqevidno, qto teorema 2 ØvlØetsØ sledstviem teoremy 1 pri f(t) = α_0 √ 2π/^I_q(t + α_0).

Zameqanie 2. Esli dopolnitel~no izvestno, qto b_n/B_n √ ln B_n → ∞, n → ∞, (1.27)

to uslovie (1.21) vypolnØetsØ pri vseh α > 0 i, sledovatel~- no, sootnoxenie (1.23) ne moßet byt~ spravedlivym ni pri kakom α_0 > 0.

Zameqanie 2 nesloßno proverØetsØ pri pomowi sootnoxeniæ (1.15), (1.16) i (1.2), (1.8), (1.9).

Zameqanie 3. Iz dokazatel~stv sleduet, qto teoremy 1 i 2

ostanutsØ spravedlivymi, esli v ih formulirovkah funkci¸ g(·) zamenit~ funkcieæ r(·) g(·), gde r(·) udovletvorØet uslovi¸

ε 6 r(u) 6 1/ε, u > u0, pri nekotorom poloßitel~nom ε.

Iz zameqaniØ 3, v qastnosti, sleduet, qto esli b_n B_n ↗ ∞, b_n n ↘ 0 pri n ↑ ∞, (1.28) a B_n/ √ n ↗, (1.29)

to v vyraßeniØh I_q(α), ^I_q(α) mnoßitel~ ln^{bn+1}_{bn} moßno odnovremenno zamenit~ na 1/n bez izmeneniØ sootvetstvu¸wih rezul~- tatov.

Otmetim, qto usloviØ (1.8) i (1.9) vyteka¸t iz (1.28), (1.29), a dlØ togo qtoby udovletvorit~ usloviØm (1.2) i (1.29), moßno pri Var X = σ^2 < ∞ poloßit~ B_n = σ √ n ili, v obwem sluqae, vybrat~ v kaqestve B_n, n > n_0, edinstvennoe rexenie uravneniØ

B^2_n = n B_n∫ 0 2u P ( |X| > u ) du.

170 L. V. ROZOVSKI`

Sledstvie 1. Pust~ vypolneny usloviØ (1.27)–(1.29). Togda soot-

noxeniØ ∫_∞ 0 x^t dV (x) < ∞ (t ¿ 2) i ∑ n b^t_n n^2 P ( S_n ¿ b_n ) < ∞ (1.30)

ffkvivalentny meßdu soboæ.

Sledstvie 1 vytekaet iz teoremy 1 (g(u) = u^t) i zameqaniæ 1–3.

Sledu¸wee utverßdenie utoqnØet sootvetstvu¸wie rezul~- taty iz [3] i [10].

Sledstvie 2. Pust~ vypolneno uslovie (1.3). Esli ϕ_n ↗ ∞ i ϕ_n/ √ n ↘ 0 pri n ↑ ∞, to I_q(α) = ∑ n¿n0 ( ϕ^2_n P ( S_n ¿ α √ nϕ_n ))_q 1 n 1/q < ∞ togda i tol~ko togda, kogda

^I_q (α) = ∑ n¿n0 ( ϕ_n e^{−Qn (α)} )_q 1 n 1/q < ∞,

gde (sm. (1.13) pri b_n = √ nϕ_n) Q_n(α)= α √ nϕ_nh_n −n ln L(h_n, √ n/ϕ_n) i h_n ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem uravneniØ ( ln L(h, √ n/ϕ_n) )_′ h = αϕ_n/ √ n. Krome togo, esli lim_{α↘α0} ^I_q(α) = ∞ pri nekotorom α_0 > 0 (i

^I_q (α) < ∞ pri vseh α > α_0), to spravedlivo sootnoxenie (1.26).

Sledstvie 2 vytekaet iz teorem 1, 2 pri g(u) = u^2, B_n = √ n (sm. takße (1.13), (1.14)) i zameqaniØ 3, poskol~ku po (1.25) uslovie (1.20) sleduet iz (1.13).

V sledu¸wem punkte my privedem ewe neskol~ko sledstviæ teorem 1 i 2.

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 171

2. SledstviØ Snaqala sformuliruem nekotorye utverßdeniØ, kotorye pozvolØ¸t v rØde qastnyh sluqaev uprostit~ proceduru proverki usloviæ (1.21), (1.23). Napomnim, qto vvidu zameqaniØ 2 nam sleduet rassmatrivat~ ne slixkom bystro vozrasta¸wie posledovatel~nosti {b_n}.

Pust~

R_+(z) = P (X > z), R_−(z) = P (X < −z),

R(z) = R_+(z) + R_−(z) = P (|X| > z) i (sm. (1.2)) D(z) = E X^2 I[|X| < z].

Lemma 1. Pust~ bn = Bnϕn, gde ϕn = ϕ(Bn), a funkciØ ϕ(z) udo-

vletvorØet usloviØm ϕ(z) ↗ ∞ i ϕ(z) ∼ ϕ(z/ϕ(z)) pri z ↗ ∞. (2.1) Esli (sm. (1.2))

z^2 D(z) R(z) = O ( 1 ϕ(z) )_2 , z → ∞, (2.2) i 1 − n B^2_n D(B_n/ϕ_n) = O ( 1 ϕ_n )_2 , n → ∞, (2.3) to (sm. (1.13))

Q_n(α) = α^2 2 ϕ^2_n + O (1), n → ∞. (2.4)

Esli z^2 D(z) R(z) = o ( 1 ϕ(z) )_2 , z → ∞, (2.5) i 1 − n B^2_n D(B_n/ϕ_n) = o ( 1 ϕ_n )_2 , n → ∞, (2.6) to Q_n(α) = α^2 2 ϕ^2_n + o(1), n → ∞. (2.7)

172 L. V. ROZOVSKI` Krome togo, esli pri nekotoryh postoØnnyh c_+, c_− i a z^2 D(z) R_±(z) = (c_± + o(1)) ( 1 ϕ(z) )_2 , z → ∞, (2.8) i 1 − n B^2_n

D(B_n/ϕ_n) = (a + o(1)) ( 1 ϕ_n )_2 , n → ∞, (2.9) to Q_n(α) = α^2 2 ϕ^2_n − a α^2/2 − c_+ A(α) − c_− A(−α) + o(1), n → ∞, (2.10) gde A(α) = 1 + 2α + 2α^2 α∫ 0 e^t − 1 − t − t^2/2 t^3 dt. Pri fftom, sootnoxeniØ (2.4), (2.7) i (2.10) vypolnØ¸tsØ ravnomerno po 0 < ε 6 α < 1/ε (∀ε > 0).

Dokazatel~stvo lemmy 1 privedeno v p. 4.

Obrawaem vnimanie na to, qto iz usloviæ (2.3) i (1.2) vytekaet (1.18) i, sledovatel~no, imeet mesto (1.17). Drugimi slovami, v usloviØh lemmy 1 b_n h_n ∼ ϕ^2_n, n → ∞. Zametim ewe, qto (2.1) vypolnØetsØ, esli

ϕ(z) → ∞ i 0 < zϕ^′(z) = o(1)ϕ(z)/ ln ϕ(z) pri z → ∞. (2.11) V samom dele, v fftom sluqae pri t = ln ϕ(z) i θ ∈ (0, 1) ϕ(z) ¿ ϕ(ze^{−t}) = ϕ(z) − tϕ^′(ze^{−θt})ze^{−θt} ¿ ¿ ϕ(z) − t max_{z/ϕ(z)6u6z} uϕ^′(u) ∼ ϕ(z), z → ∞. Iz lemmy 1 i teorem 1 i 2 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3. Pust~ posledovatel~nost~ Bn iz usloviØ (1.1) ne uby-

vaet, a funkcii g(y) i ϕ(z) udovletvorØ¸t usloviØm (1.11) i (2.1); b_n = B_nϕ_n, gde ϕ_n = ϕ(B_n).

Esli vypolneny usloviØ (2.2) i (2.3), to sootnoxenie (1.19)( pri α > 0) spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda ime¸t mesto usloviØ (1.20) i

~I_q (α) = ∑ n¿n0 ( g(b_n) n ϕ_n e^{− α22 ϕ2n} )_q ln b_{n+1} b_n 1/q < ∞. (2.12)

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 173 Esli ~I_q(α) < ∞, α > α_0 > 0, ~I_q(α_0) = ∞ i vypolneny usloviØ (2.8), (2.9), to iz (1.20) sleduet lim α↘α0 I_q(α) ~I_q(α) = c(α_0) = 1 α_0 √ 2π e^{a α20/2+c+ A(α0)+ c}�^{A(−α0)} (2.13)

(i naoborot).

Privedem odno sledstvie teoremy 3 (podrobnee sm. konec p. 3).

Sledstvie 3. Pust~ vypolneny usloviØ (1.11), (2.11) i (2.8), (2.9),

ϕ_n = ϕ(B_n), priqem posledovatel~nost~ B_n iz usloviØ (1.1) takaØ, qto lim n

B^2_{n+1} − B^2_n B^2_n

= 1. (2.14)

Predpoloßim takße, qto ~J_q(α) = ‖ ‖ ‖ ‖ g(uϕ(u)) u^2ϕ(u) e^{− α22 ϕ2(u)} ‖ ‖ ‖ ‖_q < ∞, α > α^0 > 0, i ~J_q(α_0) = ∞.

Togda iz usloviØ ‖g(u) R_+(u)/D(u)‖_q < ∞, (2.15) sleduet, qto ∑ n¿n0 ( g(B_n ϕ_n)

B^2_n P ( S_n ¿ αB_n ϕ_n ) )_q 1 n 1/q ∼

∼ c(α_0) 2^{1/q} ~J_q(α), α ↘ α_0 (2.16) ( i naoborot). Zdes~ c(α_0) takoe ße, kak v (2.13).

Otmetim, qto esli v uslovii (2.8) c_+ ≠ 0, to (2.15) ravnosil~no uslovi¸ ‖ ‖ ‖^{g(u)} u2ϕ2(u) ‖ ‖ ‖_q < ∞; esli lim_{u→∞} g(u) u^2ϕ^2(u)

= ∞ (q = ∞) ili lim inf_{u→∞} g(u) u^2ϕ^2(u) > 0 (q < ∞), to iz (2.15) sleduet, qto v uslovii (2.8) c_+ = 0.

Dalee, v forme zameqaniæ privedem nekotorye sledstviØ lemmy 1, kasa¸wiesØ vozmoßnogo vybora normiru¸wih posledovatel~nosteæ {B_n} i sootnoxeniæ meßdu postoØnnymi c_± i a.

174 L. V. ROZOVSKI`

Zameqanie 4. Pust~ vypolnØetsØ uslovie (1.3). Esli bn =^√nϕn,

gde ϕ_n = ϕ( √ n), a funkciØ ϕ(z) udovletvorØet (2.1), to iz usloviØ D(z) = ∫ |y|>z y^2dV (y) = O ( 1 ϕ(z) )_2 , z → ∞, (2.17) sleduet (2.4), a iz usloviØ

D(z) = (a + o(1)) ( 1 ϕ(z) )_2

, z → ∞ (2.18)

(gde a – nekotoraØ neotricatel~naØ postoØnnaØ), vytekaet sootnoxenie Q_n(α) = α^2 2 (ϕ^2_n − a) + o(1), n → ∞, (2.19)

ravnomerno po 0 < ε 6 α < 1/ε (∀ε > 0).

Zameqanie 4 i nißesledu¸wie zameqaniØ 5 i 6 budut dokazany v p. 3.

Poloßim ~D(z) = 2^z ∫ 0 uR(u)du. Zameqanie 5. Pust~ Bn, n > n0, ØvlØetsØ edinstvennym rexeni-

em uravneniØ ~D(B_n)/B^2_n = 1/n. (2.20) Esli μ(z) = 2 D(z) z∫ z/ϕ(z) uR(u)du = o(1) ( 1 ϕ(z) )_2 , z → ∞, to vypolnØetsØ uslovie (2.7).

Esli μ(z) = O (1) (1/ϕ(z))^2 , z → ∞, to imeet mesto (2.4). Esli pri nekotorom poloßitel~nom a μ(z) = a + o(1) ϕ^2(z) , z → ∞, (2.21) i pri nekotoroæ postoØnnoæ c^∗ z^2 D(z) R(z) = c^∗ + o(1) ϕ^2(z) , z → ∞, (2.22) to c^∗ = 0 i spravedlivo sootnoxenie (2.19).

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 175 Otmetim, qto (2.21) vypolnØetsØ, kogda z^2 D(z) R(z) = a + o(1) 2ϕ^2(z) ln ϕ(z) , z → ∞. (2.23) Zameqanie 6. Pust~ Bn, n > n0, ØvlØetsØ (edinstvennym) rexe-

niem uravneniØ ~D(B_n/ϕ_n)/B^2_n = 1/n. (2.24)

Togda (2.2) =⇒ (2.4); (2.5) =⇒ (2.7); (2.8) =⇒ (2.10) pri a = c_− + c_+.

Obrawaem vnimanie na sledu¸wiæ fakt: esli B_n = √ n ili opredelØetsØ tak ße, kak v zameqaniØh 5 i 6, to uslovie (2.14) udovletvorØetsØ.

Issleduem teper~ asimptotiqeskoe (po α) povedenie funkcii ~J_q(α), vvedennoæ v sledstvii 3, pri nekotorom qastnom vybore funkciæ g i ϕ.

Vvedem oboznaqeniØ. Pust~ –_β(u) i ρ_γ (u) ØvlØ¸tsØ poloßitel~nymi funkciØmi, pravil~no menØ¸wimisØ na beskoneqnosti s pokazatelØmi β i γ, sootvetstvenno; ln_k u oboznaqaet k – kratnyæ natural~nyæ logarifm u, to est~, ln_1 u = ln u, ln_2 u = ln ln u, . . . ; c_q(ν) = (Γ(qν)q^{−qν})^{1/q} , ν > 0 (pri q = ∞ polagaem c_∞(ν) = lim_{q↑∞} c_q (ν) = (ν/e)^ν ); ε = ε(α) = α^2/2 − t, gde t – nekotoraØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Lemma 2.

a) Pust~ ν =^1_q +^{t+1}_2 + γ − βt > 0 i ϕ(u) = √ ln (u–_β(ln u)); g(u) ∼ u^{t+2}ρ_γ (ln u), u → ∞.

Togda

~J_q(α) ∼ c_q(ν)(1/ε)^1q^{+ t+1}2 ρ_γ (1/ε)–^{−t}_β (1/ε), α ↘ √ 2t. b) Pust~ celoe k ¿ 1, ν =^1_q +^1_2 + γ − βt > 0 i ϕ(u) = √ ln (–_β(ln_{k+1} u) ln_k u);

g(u) ∼ u^2 ρ_γ (ln_{k+1} u)(ln_k u)^t/( k∏ l=1 ln_l u)^{1/q} u → ∞.

176 L. V. ROZOVSKI` Togda

~J_q (α) ∼ c_q(ν)(1/ε)^1q^{+ 1}2 ρ_γ (1/ε)–^{−t}_β (1/ε), α ↘ √ 2t. s) Pust~ 0 < β < 1/2, ν =^{β+γ}_{2β} > 0, funkciØ –(z)/z^{1−2β} → 0 pri z → ∞, i ϕ(u) = (ln_k u + –(ln_k u))^β, (2.25)

g(u) ∼ u^2 exp {t (ln_k u)^{2β}}ρ_γ (ln_k u)/ (^k∏ l=1 ln_l u )_{1/q} , u → ∞. Togda

~J_q(α) ∼ c_q (ν)(2β)^{−1} √ 1/ερ_γ (1/ε^{12β} ), α ↘ √ 2t. (2.26)

Zametim, qto v (2.25) ϕ^2(u) = ln^{2β}_k (u) + o(1), u → ∞, vsledstvie qego pri vyqislenii asimptotiki (2.26) vmesto ϕ(u) moßno rassmatrivat~ ln^β_k u.

Otmetim takße, qto gladkie varianty funkciæ ϕ(u) iz lemmy 2 udovletvorØ¸t uslovi¸ (2.11). Lemmu 2 dokaßem v p. 3.

KombiniruØ sledstvie 3, zameqaniØ 4–6 i lemmu 2, moßno poluqit~ rØd utverßdeniæ tipa teoremy B s otnositel~no prostymi formulirovkami.

Sledstvie 4. Pust~ postoØnnaØ t > 0, a postoØnnaØ γ udovle-

tvorØet uslovi¸ ν =^1_2 +^1_q + γ > 0 (napominaem, qto 1 6 q 6 ∞). Esli vypolnØetsØ uslovie (1.3) i ∫ |x|>z x^2dV (x) = a + o(1) ln ln z , z → ∞, (2.27) to lim α↘ √ 2t (α^2 − 2t)^ν× ( ∑ n¿3 ( (ln n)^t (ln ln n)^{γ+1} P ( S_n ¿ α √ n ln ln n ))q 1 n ln n )_{1/q} =

e^{at} √ πt 2^{ν−1} ( Γ(qν)q^{−qν} )_{1/q}

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 177

togda i tol~ko togda, kogda ∞∫ 3 ( u^2 (ln u)^t (ln ln u)^γ P ( X ¿ u^{))q du}_{u ln u} 1/q < ∞.

V qastnosti, esli γ > −^3_2 i

E X^2 (ln X)^{t−1} (ln ln X)^γ I[X > 3] < ∞, (2.28) to lim α↘ √ 2t (α^2 − 2t)^{32 +γ} ∑ n¿3 1 n (ln n)^{t−1} (ln ln n)^{γ+1} P ( S_n ¿ α √ n ln ln n ) =

e^{at} √ 2πt 2^{γ+1} Γ(γ + 3/2), (2.29)

a, esli^1_2 + γ > 0 i P ( X > u ) = O (u^{−2} (ln u)^{−t} (ln ln u)^{−γ} ), u → ∞, to lim α↘ √ 2t (α^2 − 2t)^{12 +γ} sup_n

¿3^{(ln n)t (ln ln n)γ+1 P} ( S_n ¿ α √ n ln ln n ) =

e^{at} 2 √ πt ( 1 + 2γ e ) 1_{2 +γ} . Qtoby obosnovat~ sledstvie 4, nußno vospol~zovat~sØ sledstviem 3 pri B_n = √ n, ϕ(z) = √ ln 2 ln z, zameqaniem 4 ((2.18), (2.19)) i lemmoæ 2(b) pri k = 1, β = 0, –_β(u) = 2, ρ_γ (u) = 2^{t−1/q} u^γ i g(u) = u^2 (2 ln u)^{t−1/q} (ln ln u)^γ (napominaem, qto pri uslovii (1.3) D(u) → 1, u → ∞).

Sledstvie 5. Pust~ vypolneny usloviØ (1.3) i (2.27). Togda lim α↘ √ 2 √ α^2 − 2 ∑ n¿3 1 n P ( S_n ¿ α √ n ln ln n ) = e^a √ 2/2. (1.4)

�tot rezul~tat vytekaet iz sledstviØ 4 (2.29) pri t = 1, γ = −1 (uslovie (2.28) pri takih t i γ vypolnØetsØ, poskol~ku ono informativno lix~ pri t > 1 i ∀γ ili t = 1 i γ > 0).

Pri a = 0 sledstvie 5 sovpadaet s teoremoæ B.

178 L. V. ROZOVSKI`

3. Dokazatel~stva Poloßim V_n(x, c) = P (S_n ¿ x, max_16_k6_n X_k 6 c), V (x) = 1 − V (x). Pervym delom pokaßem, qto pri vseh n > n_0, gde n_0 dostatoqno veliko, P (S_n ¿ αb_n) ¿ V_n(αb_n, 1/h_n) + q_n(α) nV (αb_n), b_n h_n ¿ 1/α, (3.1) i P (S_n ¿ αb_n) 6 V_n(αb_n, 1/h_n) + c(l, α) n b^l_n b_n∫

0 u^{l−1}V (u)du, (3.2) gde q_n(α) = P (S_{n−1} ¿ 0) − n V (αb_n), l > 1 – l¸baØ postoØnnaØ, a c(l, α) nepreryvno zavisit lix~ ot l i α.

Oboznaqim V_c(x) = V (min(c, x)), V_c(x) = V (x) − V_c(x). Imeem,

P (S_n < x) = V^{∗n}(x) = V^{∗n}_c (x) + n−1∑ k=0 V^{∗k} ∗ V^{∗(n−k−1)} c ∗ V_c(x), otkuda, prinimaØ vo vnimanie, qto V^{∗n}_c (∞) − V^{∗n}_c (x) = V_n(x, c), poluqim V_n(x, c) + n ∞∫ c V_{n−1}(x − y, c)dV (y) 6 P (S_n ¿ x) 6

V_n(x, c) + n ∞∫ c P (S_n ¿ x − y)dV (y). (3.3)

Dalee, V_{n−1}(z, c) ¿ P (S_{n−1} ¿ z) − nV (c). (3.4) Ispol~zuØ (3.4) v levoæ qasti (3.3) pri x = c = αb_n i imeØ v vidu, qto V_n(x, c) ubyvaet po c, dokaßem (3.1).

Teper~ proverim neravenstvo (3.2). Dokaßem vnaqale, qto pri

m 6 n, l > 4 i x ∈ [αbn, 2αbn] dlØ vseh dostatoqno bol~xih n

P_m(x) = P (S_m ¿ x) 6 nV (x/l) + ( el nD(x) x^2 )_{l/4} . (3.5)

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 179 Deæstvitel~no, P_m(x) 6 nV (x/l) + P_m(x), gde P_m(x) = P ( ∑_m k=1 X_k ¿ x), a X_k = X_kI[|X_k| 6 c], c = x/l.

UqityvaØ, qto | E X_k| = | c∫ −c udV (u)| 6 ∫ |y|>c |u|dV (u) = o(1)D(c)/c, c → ∞

(napominaem, qto E X_k = 0, a D(c) = E X^2_k medlenno menØetsØ pri c → ∞), legko poluqim( sm. takße (1.2)) pri vseh n > n_0

P_m(x) 6 P ( m∑ k=1 (X_k − E X_k) ¿ x/2).

OstaetsØ ocenit~ posledn¸¸ veroØtnost~ po lemme 3 iz p. 5, poloßiv v neæ Y_k = X_k − E X_k, c = x/l, y = x/2, prinimaØ vo vnimanie, qto Y_k 6 2c i Var Y_k 6 D(c) 6 D(x).

Prodolßim naxi rassußdeniØ. Pust~ λ_n = n (V (1/h_n) − V (γb_n)), γ = α/l. Zametim, qto λ_n 6 nh^k_n γb_n∫

0 u^kdV (u), k = l/4 − 1. (3.6) Snaqala predpoloßim, qto λ_n ¿ 1. Poluqim po (3.5) pri m = n i x = αb_n, oboznaqiv (el/α^2) qerez c_0,

P_n(αb_n) 6 nV (γb_n) + c_0 λ_n ( nD(αb_n) b^2_n )_{k+1} 6 nV (γb_n) + c_0 n b^k_n γb_n∫

0 u^kdV (u)(b_nh_n)^k ( nD(αb_n) b^2_n )_{k+1} 6 c(k, α) n b^k_n b_n∫

0 u^{k−1}V (u)du, (3.7)

180 L. V. ROZOVSKI` s uqetom togo, qto V (γb_n) 6 lγ^{−l} b^{−l}_n b_n∫

0 u^{l−1}V (u)du, (3.8) i (b_nh_n)^k ( nD(αb_n) b^2_n )_{k+1} = ( b_n B_n )_{(2+o (1))k} ( B_n b_n )_{(2+o (1))(k+1)} = o(1), n → ∞ (sm. (1.2), (1.4), (1.9)). Takim obrazom, ocenka (3.2) v sluqae λ_n ¿ 1 dokazana.

Teper~ zaæmemsØ sluqaem λ_n < 1. Pol~zuØs~ oboznaqeniØmi iz (3.5), s pomow~¸ pravoæ qasti sootnoxeniØ (3.3) pri x = αb_n, c = 1/h_n i γ = α/l, legko poluqim

P_n(αb_n) 6 V_n(αb_n, 1/h_n) + nV (γb_n) + max (0, λ_n) P_{n−1}(α b_n), (3.9)

gde α = α (1 − 1/l).

Pri λ_n 6 0 ots¸da sleduet (3.2).

Nakonec, pust~ 0 < λ_n < 1. Ocenim P_{n−1}(α b_n) po (3.5) pri m = n − 1 i x = α b_n. Togda v vidu (3.6) i (3.8), polagaØ γ = α/l, poluqim kak v (3.7)

λ_n P_{n−1}(α b_n) 6 nV (γb_n) + (el/α^2)^k n b^k_n γb_n∫

0 u^kdV (u) 6

c(k, α) n b^k_n b_n∫

0 u^{k−1}V (u)du. Ots¸da i iz (3.9) vytekaet neravenstvo (3.2). Takim obrazom, (3.2) polnost~¸ dokazano.

Dokazatel~stvo teoremy 1. DlØ togo qtoby pokazat~, qto

(1.19) vleqet (1.20), primenim neravenstvo (3.1), prinimaØ vo vnimanie tot fakt, qto iz sootnoxeniØ (1.1) sleduet ocenka

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 181 q_n(α) ¿ 1/3 pri vseh α ¿ α_0 i n ¿ n_0. Togda po (1.8) i (1.11) poluqim

I_q(α) ¿ c_1 ∞∫ c2 ( g(u) V (u) )_q du u 1/q , (3.10)

gde c_1 i c_2 – nekotorye poloßitel~nye postoØnnye.

V samom dele, po (3.1), (1.11) i (1.8) pri γ = max(1, α)

I_q(α) ¿ 1 3 ∑ n¿n0 ( g(b_n) V (γ b_n) )_q^{γ bn+1}∫ γ b_n du u 1/q ¿

1 3 ( b_{n0} γ b_{n0+1} )^δ ∞∫ γ b_n0 ( g(u) V (u) )_q du u 1/q , qto i trebovalos~ pokazat~.

Takim obrazom, implikaciØ (1.19) −→ (1.20) proverena. To, qto (1.21) vytekaet iz (1.19), ØvlØetsØ sledstviem (3.1) i asimptotiqeskogo ravenstva, spravedlivogo ravnomerno po α iz l¸bogo zamknutogo otrezka na poloßitel~noæ poluosi, V_n(αb_n, 1/h_n) ∼ 1 α √ 2πb_nh_n e^{−Qn (α)}, n → ∞ (3.11) (sm. [11, lemma 1], a takße [9, (24), (25)]).

Pokaßem teper~, qto (1.20) i (1.21) vlekut (1.19). Vospol~zuemsØ neravenstvom (3.2). Imeem,

I_q(α) 6 ∑ n¿n0 ( g(b_n) n V_n(αb_n, 1/h_n) )_q ln b_{n+1} b_n 1/q

+c(l, α) ∑ n¿n0 g(b^n) b^l_n b_n∫

0 u^{l−1} V (u)du) q ln b_{n+1} b_n 1/q =

A_1(α) + c(l, α) A_2(α). (3.12)

182 L. V. ROZOVSKI` V vidu (3.11) ØvlØetsØ oqevidnym, qto veliqiny A_1(α) i ^I_q (α) ograniqeny odnovremenno. Ocenim A_2(α). Pust~ 1 6 q < ∞. Poloßim

T (y) = g(y) y^l y∫ 0 u^{l−1} V (u)du, y > 0. Po uslovi¸ (1.11) funkciØ T (y)/y^δ ubyvaet na [1, ∞). Ots¸da pri μ = 1/M (sm. (1.8)) i b_n 6 u 6 b_{n+1}

T (b_n) 6 b^δ_nT ( b_n b_{n+1} u)/( b_n b_{n+1} u)^δ 6 b^δ_nT (μ u)/(μ u)^δ 6 μ^{−δ}T (μ u). Pofftomu,

T^q(b_n) ln b_{n+1} b_n 6 μ^{−δq} b_n+1∫

b_n T^q(μ u) du u = μ^{−δq} μb_n+1∫

μb_n T^q(u) du u . Takim obrazom, sootnoxenie A_2(α) < ∞ vytekaet iz ‖T (y)‖_q < ∞(sm. rassußdeniØ, privedxie k (3.10)). OstaetsØ zametit~, qto poslednee uslovie pri l > δ ØvlØetsØ sledstviem (1.11), (1.20) i lemmy 4 iz p. 5. Takim obrazom, pervoe utverßdenie teoremy 1 pri q < ∞ dokazano. Sluqaæ q = ∞ proverØetsØ analogiqno.

Vtoroe utverßdenie dokazyvaetsØ pri pomowi sledu¸wih rassußdeniæ. Esli uslovie (1.22) vypolnØetsØ, to I_q (α) 6 2/f(α − α_0) < ∞ pri nekotorom α > α_0 i,sledovatel~no, imeet mesto (1.20). Togda po (3.1), (3.2), (3.12) i lemme 4,

A_1(α) 6 I_q(α) 6 A_1(α) + c, α_0 < α < α_0 + 1, (3.13)

gde c ravnomerno ograniqeno na otrezke [α_0, α_0 + 1].

Sootnoxenie (1.23) ØvlØetsØ oqevidnym sledstviem (3.13) i (3.11). Takim obrazom, neobhodimost~ (1.20) i (1.23) dlØ (1.22) dokazana. Dostatoqnost~ proverØetsØ analogiqno. Teorema 1 polnost~¸ dokazana.

Proverim (1.16). Iz (1.2), (1.9), (1.14) i togo, qto funkciØ D(z) medlenno menØetsØ na beskoneqnosti, sleduet (dalee vo vseh predel~nyh sootnoxeniØh predpolagaetsØ, qto n → ∞) B_n h_n D(B_n/B_n h_n) D(B_n) ∼ (B_n h_n)^{1+ o(1)} ∼ b_n B_n → ∞.

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 183 Pofftomu, h_n ∼ b_n B^2_n D(B_n) D(1/h_n) > (1 − 1 2 ε) b_n B^2_n , n > n_ε, ∀ε > 0. Ots¸da,

h_n ¿ (1−ε) b_n B^2_n D(B_n)/D ( B^2_n (1 − ε)b_n ) ∼ (1−ε) b_n B^2_n D(B_n) D(B^2_n/b_n)

, (3.14)

qto dokazyvaet (1.16).

Teper~ proverim sootnoxenie (1.25) iz zameqaniØ 1. Pust~

1 6 q < ∞ i K(u) = g(u)(1 − V (u)). Togda ‖K(u)‖_q ¿ (∫_a a/e K^q (u)^{du}_u + )_{1/q} ¿ inf_{u∈(a/e,a)} K(u). Dopustim, qto a udovletvo-

rØet uslovi¸ sup_u ¿1^{K(u)} 6^{K(a)(1 + ε)} s nekotorym poloßitel~nym ε. Togda vvidu (1.11) inf u∈(a/e,a) K(u) ¿ K(a) a^δ inf u∈(a/e,a) u^δ = K(a) e^{−δ} ¿ e^{−δ} 1 + ε ‖K(u)‖_∞ . Pofftomu, ‖K(u)‖_q ¿ ‖K(u)‖_∞^e �δ 1+ε , ili, v silu proizvol~noæ malosti ε, ‖K(u)‖_∞ 6 e^δ ‖K(u)‖_q . (3.15)

Dalee, ‖K(u)‖_q 6 ‖K(u)‖^{1/q}_1 ‖K(u)‖^{1−1/q}_∞ 6 ‖K(u)‖^{1/q}_1 ( e^δ ‖K(u)‖_q )_{1−1/q}

po (3.15), otkuda ‖K(u)‖_q 6 e^{(q−1)δ} ‖K(u)‖_1. Takim obrazom, sootnoxenie (1.25) dokazano.

Proverim zameqanie 4. Esli vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.3) i (2.18), to imeet mesto (2.9) i, krome togo, R(z) = − ∞∫ z 1 y^2 dD(y) = 2 ∞∫ z D(z) − D(y) y^3 dy = o(1) a + o(1) z^2 ϕ^2(z) , z → ∞, to est~, c_− + c_+ = 0. Ots¸da i iz (2.10) poluqim (2.19). Drugoe utverßdenie obosnovyvaetsØ analogiqno.

184 L. V. ROZOVSKI`

Dokaßem tret~e utverßdenie v zameqanii 5 (pervye dva proverØ¸tsØ analogiqno s uproweniØmi). Predvaritel~no otmetim, qto uslovie (2.9) v sluqae (2.22) ravnosil~no sootnoxeni¸ 1 − n B^2_n

~D(B_n/ϕ_n) = a − c^∗ + o(1) ϕ^2_n , n → ∞. (3.16) Esli znaqenie B_n opredelØetsØ ravenstvom (2.20), to iz (2.22) i (3.16) sleduet, qto 1 − ~D(B_n/ϕ_n) ~D(B_n) ∼ μ(B_n) ∼ 2 (c^∗ + o(1)) ϕ^2_n B_n∫

B_n/ϕ_n du u =

c^∗ + o(1) ϕ^2_n ln ϕ^2_n, n → ∞. (3.17)

Iz (2.21) i (3.17), prinimaØ vo vnimanie ravnosil~nost~ sootnoxeniæ (2.9) i (3.16), zakl¸qaem, qto c^∗ = 0 i imeet mesto (2.19).

To, qto iz (2.23) sleduet (2.21), proverØetsØ tak ße, kak (3.17).

Dokaßem zameqanie 6. Snaqala pokaßem, qto znaqenie B_n pri vseh dostatoqno bol~xih n opredelØetsØ ravenstvom (2.24) edinstvennym obrazom. Nam dostatoqno proverit~, qto funkciØ ξ(z) =^1_{z2} ~D(z/ϕ(z)) = 2 ∫_{1/ϕ(z)} 0 uR(uz)du monotonno ubyvaet pri vseh dostatoqno bol~xih z. Delo obstoit imenno tak, poskol~ku funkciØ R(uz) ne vozrastaet, a funkciØ ϕ(z) vozrastaet po z.

Esli B_n opredelØetsØ ravenstvom (2.24), to iz (3.16) (i (2.8)) sleduet, qto a − c^∗ = 0, ili a = c_+ + c_−, qto dokazyvaet tret~¸ implikaci¸ v zameqanii 6. Dve pervye proverØ¸tsØ analogiq- no. Dokazatel~stvo lemmy 2. Vse tri utverßdeniØ lemmy 2 prove-

rØ¸tsØ edinoobrazno, i my ograniqimsØ dokazatel~stvom punkta “b” dlØ sluqaØ q = 1. Imeem,

~J_1(α) = 2( ln 1/ε∫

1 · · · + ∞∫ ln 1/ε · · · ) = 2(A_1 + A_2).

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 185 Poloßim c = α^2/2. Imeem pri ε ↓ 0

A_2 ∼ ∞∫ ln 1/ε (ln_k u)^{−c} (–_β(ln_{k+1} u))^{−c} u^2 √ ln_{k+1} u(ln_k u)^tρ_γ (ln_{k+1} u) u^2 ∏_k l=1 ln_l u du/u

= ∞∫ ln_k+2 1/ε

e^{−εx}x^{0.5+γ−cβ} ρ_0(x)/(–_0(x))^c dx = A_3,

delaØ podstanovku x = ln_{k+1} u pod znakom integrala i prinimaØ vo vnimanie, qto dx = du/u ∏_k l=1 ln_l u i ε = c − t.

Pust~ ξ = ln_{k+2} 1/ε i ω(x) = ρ_0(x)/(–_0(x))^t. Togda pri ε ↓ 0

A_3 = (1 + o(1)) 1/ε2∫

ξ e^{−εx}x^{ν−1} ω(x)dx + o(1), poskol~ku x^{−εβ} → 1 ravnomerno po x ∈ (1, 1/ε^2). Dalee, 1/ε2∫

ξ · · · = ε^{−ν} 1/ε∫ εξ e^{−y} y^{ν−1} ω(y/ε)dy ∼ ε^{−ν} ω(1/ε)Γ(ν), ε ↓ 0, po svoæstvam medlenno menØ¸wihsØ funkciæ. Qtoby zakonqit~ dokazatel~stvo, ostaetsØ zametit~, qto ε^{−ν} ω(1/ε) = ε^{−3/2}ρ_γ (1/ε)/(–_β(1/ε))^t i qto A_1 = o(ln 1/ε) pri ε ↓ 0. V zakl¸qenie punkta 3 pokaßem, poqemu teorema 3 vleqet sledstvie 3. Preßde vsego zametim, qto iz (2.14) i (2.11) pri b_n = B_n ϕ_n sleduet ln b_{n+1} b_n ∼ ln B_{n+1} B_n ∼ 1 2n , n → ∞, (3.18) i, krome togo (sm. (1.2) i (1.18)) n D(b_n) ∼ B^2_n, n → ∞. (3.19)

Dalee vospol~zuemsØ teoremoæ 3 s funkcieæ^{g(y)}_{D(y)} vmesto g(y). PrinimaØ vo vnimanie (3.18) i (3.19), vidim, qto v fftom sluqae vyraßenie I_q(α) (sm. (1.10)) v formulirovke teoremy 3 moßno

186 L. V. ROZOVSKI` zamenit~ levoæ qast~¸ sootnoxeniØ (2.16), umnoßennoæ na 2^{−1/q}, a vmesto ~I_q (α) v (2.13) podstavit~ ~J_q(α).

Rassmotrim posledniæ xag podrobnee. OgraniqimsØ dlØ opredelennosti sluqaem q = 1. Poloßim

c = α^2/2, b_n = B_n ϕ_n, u_n = g(b_n) B^2_n ϕ_n e^{−cϕ2n} ln b_{n+1} b_n , i v_n = B_n+1∫

B_n g(uϕ(u)) u^2 ϕ(u) e^{−cϕ2(u)} du u . Nam dostatoqno pokazat~, qto lim inf u_n v_n ¿

1 i lim sup u_n v_{n−1} 6

1. (3.20)

Imeem, s uqetom usloviØ (1.11) i togo, qto ln b_{n+1} b_n = ln B_{n+1} B_n + ln ϕ_{n+1} ϕ_n ¿ ln B_{n+1} B_n = B_n+1∫

B_n du u : u_n ¿ ( b_n b_{n+1} )_δ v_n. Ots¸da sleduet pervoe utverßdenie iz (3.20). Dalee, prinimaØ vo vnimanie (3.18), vidim, qto pri n → ∞ u_n ∼ g(b_n) B^2_n ϕ_n e^{−cϕ2n} B_n∫

B_n�1 du u 6^{(bn−1}_{bn}^{)δ} vn−1, qto privodit ko vtoromu utverßdeni¸ iz (3.20).

Itak, sledstvie 3 deæstvitel~no vytekaet iz teoremy 3. 4. Dokazatel~stvo lemmy 1 Poloßim x = αb_n = αB_n ϕ_n i dlØ kratkosti oboznaqim 1/h_n (sm. (1.14)) i L(h, 1/h_n) qerez c i L(h), sootvetstvenno. Imeem, 1 n Q_n(α) = h m(h) − ln L(h), gde m(h) = L^′(h)/L(h), a h – edinstvennoe rexenie uravneniØ m(h) = x/n. Ots¸da 1 n ( Q_n(α) − x^2 2B^2_n ) = − ( L(h) − 1 − h^2B^2_n 2n )

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 187 − 1 2 n B^2_n (m(h) − h B^2_n n )^2 − (ln L(h) − (L(h) − 1)). (4.1)

Iz [11, lemma 1] sleduet m(h) ∼ h D(1/h) ∼ x/n, L(h) − 1 ∼ 1 2 h^2 D(1/h), n → ∞, ravnomerno po α, ε 6 α 6 1/ε (zdes~ ε – proizvol~no malaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ), vsledstvie qego ln L(h) − (L(h) − 1) = O (h^4 D^2(1/h)),

m(h) =L^′(h) − (L(h) − 1) m(h) =

L^′(h) + O (h^3 D^2(1/h)), n → ∞. (4.2) Dalee (napominaem, qto E X = 0), L^′(h) − h B^2_n n = −h ( B^2_n n − D(c) ) + c∫ −c (e^{hy} − 1 − hy)y dV (y) + −c∫ −∞ (e^{hy} − 1)y dV (y) − ∞∫ c y dV (y) =

−h ( B^2_n n − D(c) ) + θ_1 ( c^{−2} c∫ −c |y|^3 dV (y) + ∫ |y|>c |y| dV (y) ) , (4.3)

gde |θ_1| 6 1 ∨^1_2 (hc)^2 e^{hc}, i, analogiqno, L(h) − 1 − h^2 2 B^2_n n = − h^2 2 ( B^2_n n − D(c) ) +

θ_2 ( c^{−3} c∫ −c |y|^3 dV (y) + c^{−1} ∫ |y|>c |y| dV (y) ) , (4.4)

|θ_2| 6 1 + hc ∨^1_6 (hc)^3 e^{hc}.

PrinimaØ vo vnimanie sootnoxeniØ (4.1)–(4.3) i toßdestvo c^{−3} c∫ −c |y|^3 dV (y) + c^{−1} ∫ |y|>c |y| dV (y) =

188 L. V. ROZOVSKI` c^{−1} ∞∫ c R(y) dy + 3 c^{−3} c∫ 0 R(y) y^2 dy, (4.5)

zakl¸qaem, qto Q_n(α) − x^2 2B^2_n = −n ( L(h) − 1 − h^2B^2_n 2n ) + O (I_n) , (4.6) gde I_n = n h^4 D^2(1/h) + n^2 B^2_n { h^6 D^4(1/h) + h^2 ( B^2_n n − D(c) )_2 + (^∞∫ c R(y) dy + c^{−2} c∫ 0 R(y) y^2 dy )_2}

. (4.7)

Pust~ poloßitel~naØ funkciØ ϕ(z) medlenno menØetsØ na beskoneqnosti i vypolneny usloviØ (2.2) i (2.3).

Iz (2.3) sleduet, qto D(B_n) ∼ D(B_n/ϕ_n), n → ∞, i (sm. (1.17), (1.18)) pofftomu pri n → ∞ c ∼ B_n/ϕ_n, (4.8) h ∼ α ϕ_n B_n , h D(1/h) ∼ α B_n ϕ_n n , ε 6 α 6 1/ε, (4.9)

i, v qastnosti, hc = h/h_n ∼ α, n → ∞.

Vsledstvie (4.9) imeem ravnomerno po α, ε 6 α 6 1/ε, pri n → ∞ n h^4 D^2(1/h) ( 1 + n B^2_n h^2 D^2(1/h) ) ∼

n h^2 ( α B_nϕ_n n )_2(

1 + (1 + o(1)) ( α b_n n )_2 n B^2_n ) ∼ α^4 ϕ^2_n B^2_n D(B_n) ( 1 + (1 + o(1)) α^2 ϕ^2_n B^2_n D(B_n) ) = O ( ϕ^2_n ϕ^4(c) ) . (4.10)

Dalee, iz (2.2) i svoæstv medlenno menØ¸wihsØ funkciæ, poluqim J(c) = ∞∫ c R(y) dy + c^{−2} c∫ 0 R(y) y^2 dy = O ( D(c) cϕ^2(c) ) , c → ∞, (4.11)

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 189 i s uqetom (4.8) naædem n n B^2_n

J^2(c) = O ( ϕ^2_n ϕ^4(c) ) , n → ∞. (4.12) Teper~,

n^2 B^2_n h^2 ( B^2_n n − D(c) )_2 ∼ α^2 ϕ^2_n ( 1 − n B^2_n D(c) )_2 =

O ( 1 ϕ^2_n + ϕ^2_n ϕ^4(c) ) , n → ∞, (4.13) vsledstvie (2.2), (2.3) i sootnoxeniæ 1 − n B^2_n

D(c) = 1 − n B^2_n

D(B_n/ϕ_n) + (1 + o(1)) D(c) − D(B_n/ϕ_n) D(B_n) ,

|D(c) − D(B_n/ϕ_n)| = | c∫ B_n/ϕ_n) y^2 dR(y) dy| 6

max(c^2 R(B_n/ϕ_n), (B_n/ϕ_n)^2 R(c)) = O ( D(c) ϕ^2(c) ) . Itak, esli poloßitel~naØ funkciØ ϕ(z) medlenno menØetsØ na beskoneqnosti i vypolneny usloviØ (2.2) i (2.3), to iz (4.7), (4.10), (4.12), (4.13) sleduet Q_n(α) − x^2 2B^2_n = −n ( L(h) − 1 − h^2B^2_n 2n ) + O ( 1 ϕ^2_n + ϕ^2_n ϕ^4(c) ) , n → ∞, ravnomerno po α, ε 6 α 6 1/ε.

Zametim, qto esli ϕ(z) → ∞, z → ∞, to

ϕ^2_n ϕ^4(c)

= ϕ^{−2}_n ( ϕ_n ϕ(c) )_4 = ϕ^{−2+o (1)} n = o(1), n → ∞, i, sledovatel~no, Q_n(α) − x^2 2B^2_n = − n ( L(h) − 1 − h^2B^2_n 2n ) + o(1), ε 6 α 6 1/ε, n → ∞. (4.14)

190 L. V. ROZOVSKI`

Potrebuem teper~ dopolnitel~no, qtoby vypolnØlos~ uslovie (2.1). Togda funkciØ ϕ(z) medlenno menØetsØ na beskoneqnosti i iz (4.4), (4.5), (4.11), (4.13) i (4.14) sleduet, qto

Q_n(α) = x^2 2B^2_n + O ( ϕ^2_n ϕ^2(c) ) = x^2 2B^2_n + O (1), n → ∞, ravnomerno po α, ε 6 α 6 1/ε. Takim obrazom, sootnoxenie (2.4) dokazano. Sootnoxenie (2.7) proverØetsØ analogiqno.

Pust~ teper~ vypolnØ¸tsØ usloviØ (2.1), (2.8) i (2.9). Pokaßem, qto togda imeet mesto (2.10). Poloßim τ (t) = e^t −1−t−t^2/2. Imeem, − ( L(h) − 1 − h^2B^2_n 2n ) = − c∫ 0 τ (hy)dV (y) − 0∫ −c τ (hy)dV (y)+

h^2 2 ( B^2_n n − D(c) ) + ∫ |y|>c (1 + hy)dV (y) = A_1 + · · · + A_4. (4.15)

Dalee (sm. (4.8), (4.9) i oboznaqeniØ v (2.10)),

A_1 = c∫ 0 τ (hy)dR_+(y) = τ (c) R_+(c) − h c∫ 0 R_+(y)τ^′(hy)dy =

τ (α) (c_+ + o(1))

c^2ϕ^2(c) D(c) − ch∫ 0 τ^′(t)R_+(t/h)dt =

c_+ + o(1) c^2ϕ^2(c) D(c) ( τ (α) − α^2 α∫ 0 τ^′(t) dt t^2 ) = −c_+ A(α) + o(1)

c^2ϕ^2(c) D(c), ε 6 α 6 1/ε, n → ∞, otkuda sleduet, qto

n A_1 = −c_+ A(α) + o(1), ε 6 α 6 1/ε, n → ∞. (4.16) Analogiqno ustanavlivaetsØ, qto

n A_2 = −c_− A(−α) + o(1), ε 6 α 6 1/ε, n → ∞. (4.17)

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 191 Dalee, n A_3 ∼ 1 2 α^2 ϕ^2_n ( 1 − n B^2_n D(c) ) = 1 2 α^2 a + o(1), ε 6 α 6 1/ε, n → ∞, (4.18) poskol~ku (sm. (4.13) i niße), esli c_+ + c_− > 0 (pri c_+ + c_− = 0 rassußdeniØ lix~ uprowa¸tsØ), to

ϕ^2_n D(c) − D(B_n/ϕ_n) D(B_n) ∼ ϕ^2(c) c^2 D(c) (R(B_n/ϕ_n) − R(c)) ∼ (c_+ + c_−) R(B_n/ϕ_n) − R(c) R(c) = o(1),

v silu (4.8) i togo, qto funkciØ R(z) pravil~no menØetsØ.

Ocenim n A_4. Imeem, n A_4 = n R(c)+n h ∞∫ c y dV (y+n h −c∫ −∞ y dV (y = I^{(1)} +I^{(2)} +I^{(3)}. (4.19)

Po analogii s predyduwim, pri n → ∞ I^{(1)} =c_− + c_+ + o(1), I^{(2)} =2 α c_+ + o(1), I^{(3)} = − 2 α c_− + o(1).

(4.20)

SootnoxeniØ (4.15)–(4.20) privodØt k (2.10). Lemma 1 polnost~¸ dokazana. 5. Lemmy 3 i 4

Lemma 3. Pust~ Y1, . . . , Ym – nezavisimye sluqaænye veliqin.

Predpoloßim, qto Y_k 6 c, E Y_k =0 (16 k 6 m) i σ^2_m =^m ∑ k=1 E Y^2_k < ∞.

Togda pri l¸bom y > 0 P_m(y) = P (Y_1 + · · · Y_m ¿ y) 6 exp { − y c [ (1 + σ^2_m cy ) ln (1 + cy σ^2_m

) − 1 ]} . V qastnosti, P_m(y) 6 e^{y/c} (1 +^{cy}_{σ2m} )^{−y/c}, y > 0.

Lemmu 3 moßno naæti v [14, gl. 3, §6.12] Sledu¸wee utverßdenie dokazano v [8, lemma 3].

192 L. V. ROZOVSKI`

Lemma 4. Pust~ funkciØ g(u) udovletvorØet uslovi¸ (1.11), a in-

tegriruemaØ funkciØ V (u) ¿ 0. Togda pri l¸bom l > δ ‖ ‖ ‖ g(u) u^l u∫ 1 y^{l−1} V (y) dy ‖ ‖ ‖_q 6 1 l − δ ‖ ‖g(u)V (u) ‖ ‖_q .

Literatura

1. N. N. Amosova, O skorosti shodimosti v odnostoronnem zakone bol~xih qisel. — Litovskiæ matem. sb. 16, ˝ 3 (1976), 6–12.

2. L. E. Baum and M. Katz, Convergence rates in the law of large numbers. — Trans. Amer. Math. Soc. 120 (1965), 108–123.

3. J. A. Davis, Convergence rates for the law of the iterated logarithm. — Ann.

Math. Statist. 39 (1968), 1479–1485.

4. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ. 2. Mir, M. (1984).

5. M. U. Gafurov, On the estimate of the rate of convergence in the law of iterated logarithm. — Lect. Notes in Math. 1021 (1983), 137–144.

6. A. Gut, Convergence rates for probabilities of moderate deviations for sums of random variables with multidimensional indices. — Ann. Probab. 8 (1980), 298–313.

7. A. Gut and A. Spataru, Precise asymptotics in the law of the iterated logarithm.

— Ann. Probab. 28 (2000), 1870–1883.

8. L. V. Rozovskiæ, Ocenki skorosti shodimosti v slabom zakone bol~xih qisel. — Litovskiæ matem. sb. 20, ˝ 4 (1980), 147–163.

9. L. V. Rozovskiæ, Nekotorye ocenki dlØ veroØtnosteæ odnostoronnih bol~xih ukloneniæ. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 30 (1985), 800–804.

10. L. V. Rozovskiæ, Normal~naØ approksimaciØ pri vyqislenii skorosti shodimosti v slabom zakone bol~xih qisel. — Matem. zametki 40, ˝ 2 (1986), 252–268.

11. L. V. Rozovskiæ, VeroØtnosti bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s obweæ funkcieæ raspredeleniØ iz oblasti pritØßeniØ normal~nogo zakona. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 34, ˝ 4 (1989), 686–705.

12. W. Feller, On the oscillations of sums of idependent random variables. — Ann.

Math. 91 no. 2 (1970), 402–418.

13. L. V. Rozovskiæ, Utoqnenie odnoæ teoremy V.Fellera o zakone povtornogo logarifma. — Zapiski nauqn. semin. POMI 216 (1994), 117–123.

14. V. V. Petrov, Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1987).

Rozovskii L. V. Limit theorems for large derivations of sums of independent random variables with common distribution function from the domain of attraction of the normal law.

NEKOTORYE PREDEL^NYE TEOREMY 193 In the note some aspects of an asymptotic behavior of the probability P ( S_n ¿ αb_n ) are studied, where S_n is sum of n independent random variables with a common distribution function from the domain of attraction of a normal law, α is a positive number and b_n is a non-decreasing sequence, which tends to infinity and satisfies some additional assumptions. In particular, we obtain the necessary and sufficient conditions under which the series ∑ n f_n P ( S_n ¿ αb_n ) converges or, being properly

normalized, has a limit if α ↘ α_0, where α_0 is a positive constant and f_n is some positive sequence of rather a general form.

Postupilo 21 oktØbrØ 2002 g.

Sankt-PeterburgskaØ Himiko-FarmacevtiqeskaØ AkademiØ