Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

V. N. Sudakov

RAVNOMERNYE PO RAZMERNOSTI OCENKI RAZBROSA RASPREDELENI` GAUSSOVSKIH SLUQA`NYH FUNKCIONALOV DL˚ NEKOTORYH KLASSOV MNOGOMERNYH VERO˚TNOSTNYH MER 0. Vvedem ispol~zuemye v dal~neæxem terminy i napomnim ne-

kotorye opredeleniØ i izvestnye rezul~taty.

Prostranstvo vseh veroØtnostnyh mer na prostranstve S budem oboznaqat~ P(S).

CentrirovannaØ gaussovskaØ mera γ v koneqnomernom evklidovom prostranstve Ω nazyvaetsØ v dal~neæxem substandartnoæ, esli opredelØemaØ fftoæ meroæ evklidova norma (vozmoßno, psevdonorma, no my budem i v fftom sluqae upotreblØt~ termin “norma”) v soprØßennom s Ω prostranstve F , inducirovannaØ vloßeniem F ⊂ L^2(γ)), maßoriruetsØ standartnoæ evklidovoæ normoæ soprØßennogo s evklidovym prostranstva. Inymi slovami, esli mera γ est~ obraz standartnoæ gaussovskoæ mery γ_Ω pri lineænom otobraßenii Ω → Ω s normoæ, ne prevoshodØweæ edinicy.

VeroØtnostnaØ mera μ na R nazyvaetsØ sublaplasovskoæ, esli ona ØvlØetsØ obrazom N (0, 1) ∘ φ^{−1} standartnoæ odnomernoæ gaussovskoæ mery N (0, 1) pri nekotorom nerastØgiva¸wem, t.e. lipxicevom s konstantoæ edinica otobraßenii φ : R → R.

RasstoØniem Kantoroviqa meßdu merami μ i ν v prostranstve veroØtnostnyh mer na metriqeskom prostranstve s metrikoæ ρ nazyvaetsØ veliqina –(μ, ν) = inf^{∫∫} ρ(x, y) m(dx dy), gde infimum beretsØ po vsem veroØtnostnym meram m na kvadrate fftogo prostranstva s marginal~nymi raspredeleniØmi μ

Rabota podderßana grantami RFFI 99-15-96019, 02-01-00263 i 99-01- 04027. 194

RAVNOMERNYE OCENKI RAZBROSA 195 i ν. DlØ metriqeskogo prostranstva R rasstoØnie Kantoroviqa ravno ∫ |F_μ(t) − F_ν (t)|dt. Esli mery μ i ν na R — diskretnye,

predstavlØ¸wie soboæ ravnomernye raspredeleniØ na koneqnyh podmnoßestvah, sootvetstvenno, {s_1, . . ., s_n} i {t_1, . . . , t_n}, gde

s_1 6 · · · 6 s_n, t_1 6 · · · 6 t_n

(kratnost~ uqityvaetsØ), to –(μ, ν) = n^{−1 n∑}_1 |tk − sk |. Esli φ — funkciØ, opredelennaØ na nekotorom koneqnomernom vektornom prostranstve Ω s zadannoæ na fftom prostranstve substandartnoæ gaussovskoæ meroæ γ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ Lipxica s konstantoæ edinica, to ee raspredelenie γ ∘ φ^{−1} otnositel~no mery γ ØvlØetsØ sublaplasovskim [1, 2].

1. V rabote dlØ dvuh klassov borelevskih veroØtnostnyh mer P

(gaussovskih i ravnomerno raspredelennyh na koneqnom podmnoßestve lineæno nezavisimyh vektorov) na koneqnomernom vektornom prostranstve F proizvol~noæ razmernosti issleduetsØ sledu¸waØ zadaqa. Pust~ na soprØßennom s F vektornom prostranstve Ω rassmatrivaetsØ evklidova norma ‖·‖P, kotoraØ induciruetsØ na Ω estestvennym vloßeniem Ω ⊂ L^2(F, P), i zadana standartnaØ po fftoæ norme gaussovskaØ mera γP. Suwestvuet li takaØ absol¸tnaØ (ne zavisØwaØ ot razmernosti prostranstva F ) konstanta C, qto dlØ nekotorogo raspredeleniØ P na prØmoæ

R vypolnØetsØ neravenstvo E–(P, P ∘ ω^{−1}) 6 C?

(Takoe raspredelenie moßno nazvat~ “psevdotipiqnym” raspredeleniem dlØ vybiraemyh sluqaænym obrazom v sootvetstvii s “estestvennoæ” dlØ evklidovogo prostranstva Ω standartnoæ gaussovskoæ meroæ fflementov fftogo prostranstva, kotorye otnositel~no veroØtnostnoæ mery P ØvlØ¸tsØ sluqaænymi veliqinami. V otliqie ot ranee ustanovlennyh [3] teorem o suwestvovanii dlØ l¸bogo ε > 0 ε-tipiqnyh raspredeleniæ, kogda rassmatrivavxiesØ sferiqeski invariantnye gaussovskie mery γ na Ω ne byli standartnymi, no ih kovariacionnye kvadratiqnye formy stØgivalis~ s uveliqeniem razmernosti k nulevoæ

196 V. N. SUDAKOV takim obrazom, qto tipiqnye dlØ Ω normy vybiraemyh iz raspredeleniØ γ fflementov ω ∈ Ω ostavalis~ priblizitel~no ediniqnymi, inaqe govorØ, raspredeleniØ otnositel~no P tipiqnyh po takoæ gaussovskoæ mere fflementov ne vyroßdalis~, teper~ kovariacionnaØ kvadratiqnaØ forma mery γ ostaetsØ ediniqnoæ, vsledstvie qego normy izvlekaemyh po mere γ fflementov prostranstva Ω neograniqenno rastut, t.e. rastut ih dispersii otnositel~no mery P, i obsußdaemyæ fenomen sostoit ne v tom, qto raspredeleniØ voznika¸wih semeæstv sluqaænyh fflementov prostranstva P(R) s rostom razmernosti vse tesnee koncentriru¸tsØ, no v tom, qto nesmotrØ na “rasplyvanie” vseh raspredeleniæ vida P ∘ ω^{−1}, oni vse v prostranstve P(R) postoØnno derßatsØ vmeste, hotØ i ne sblißa¸tsØ, a ne rasseiva¸tsØ, kak moßno bylo by oßidat~.)

2. Rassmotrim kak pervyæ primer v kaqestve mery P diskret-

nu¸ veroØtnostnu¸ meru na prostranstve F , sosredotoqennu¸ na lineæno nezavisimyh fflementah f_1, f_2, . . . , f_d vektornogo prostranstva F , taku¸, qto dlØ k = 1, . . ., d P({f_k}) = d^{−1}. Ne umalØØ obwnosti, my moßem sqitat~, qto vektory f_k obrazu¸t bazis v prostranstve F , perehodØ v protivnom sluqae k podprostranstvu, natØnutomu na nih. Na soprØßennom s F vektornom prostranstve Ω := F^′, dim Ω = d, rassmotrim evklidovu normu

‖ · ‖_Ω, opredelØemu¸ kak normu v prostranstve L^2(P). Moßno go-

vorit~, qto norma |·|_Ω v prostranstve Ω — ffto evklidova norma, inducirovannaØ kanoniqeskim otobraßeniem F → L^2(F, P)/Ω^∘, i tak ffto i budet delat~sØ v dal~neæxem, pri rassmotrenii mer

P bolee sloßnoæ prirody.

Pust~ teper~ γ^d_0 — standartnaØ gaussovskaØ mera v evklidovom prostranstve Ω (ee kovariacionnaØ kvadratiqnaØ forma q na soprØßennom prostranstve F sovpadaet s kvadratom normoy soprØßennogo prostranstva).

Teorema 1. Suwestvuet takaØ absol¸tnaØ (ne zavisØwaØ ot raz-

mernosti) konstanta C, qto dlØ pary nezavisimo po mere γ^d_0 vybrannyh fflementov ω^′, ω^{′′} ∈ Ω raspredeleniØ (sluqaænogo) rassto- ØniØ v prostranstve (P, –) raspredeleniæ fftih lineænyh funkcionalov –(P ∘ ω^{′−1}, P ∘ ω^{′′−1}) ØvlØetsØ sublaplasovskim so srednim, ne prevoshodØwim C.

RAVNOMERNYE OCENKI RAZBROSA 197

Dokazatel~stvo. Rassmotrim evklidovo prostranstvo Ω ⊕ Ω so

standartnoæ gaussovskoæ meroæ γ^d_0 ⊗ γ^d_0 na nem, tak qto vybor fflementa (ω^′, ω^{′′}) ∈ Ω ⊕ Ω iz raspredeleniØ γ^d_0 ⊗ γ^d_0 oznaqaet povtornu¸ nezavisimu¸ ob¨ema 2 vyborku iz raspredeleniØ γ^d_0 . V prostranstve Ω vvedem ortonormirovannu¸ sistemu koordinat, vzØv v kaqestve koordinatnyh funkcionalov fftementy d^{− 12}_k ,

k = 1, . . ., d. Teper~ fflementy ω^′ = (ω^′_1, . . . , ω^′_d) i ω^{′′} = (ω^{′′}_1 , . . . , ω^{′′}_d )

moßno rassmatrivat~ kak dve nezavisimo proizvedennye povtornye nezavisimye vyborki iz normal~nogo raspredeleniØ N (0, d), priqem vyboroqnye raspredeleniØ dlØ fftih vyborok sovpada- ¸t s raspredeleniØmi otnositel~no mery P sluqaænyh otnositel~no mery γ^d_0 veliqin ω^′ i ω^{′′}. Interesu¸wee nas rasstoØnie Kantoroviqa meßdu raspredeleniØmi Pω^{′−1} i Pω^{′′−1} — ffto rasstoØnie Kantoroviqa meßdu opisannymi vyboroqnymi raspredeleniØmi.

Kak otmeqalos~ v p. 0, rasstoØnie Kantoroviqa – meßdu dvumØ vyboroqnymi diskretnymi raspredeleniØmi s ravnymi nagruzkami po d^{− 1}2 v toqkah d^12 ω^′_{(k)}, k = 1, . . . , d, ω^′_1 6 ω^′_{(2)} 6 · · · 6 ω^′_{(d)} i

d^{12} ω^{′′}_{(k)}, k = 1, . . . , d, ω^{′′}_1 6 ω^{′′}_{(2)} 6 · · · 6 ω^{′′}_{(d)} ravno

–(P ∘ ω^{′−1}, P ∘ ω^{′′−1}) =^{d∑}_{k=1} d^{− 1}2 |ω^′_{(k)} − ω^{′′}_{(k)}|.

Neposredstvenno proverØetsØ, qto ffta veliqina ne prevoshodit ( d∑ k=1 (ω^′_{(k)} − ω^{′′}_{(k)})^2)^{12} 6 ( d∑ k=1 (ω^′_k − ω^{′′}_k )^2)^{12} = ‖(ω^′, ω^{′′})‖_{Ω⊕Ω}.

Takim obrazom, funkciØ κ

κ : Ω ⊕ Ω → R, κ(ω^′, ω^{′′}) = –(P ∘ ω^{′−1}, P ∘ ω^{′′−1})

udovletvoroØet uslovi¸ Lipxica s konstantoæ edinica, i pofftomu obraz pri ukazannom otobraßenii κ standartnoæ gaussovskoæ mery γ^d_0 ⊗γ^d_0 v prostranstve Ω⊕Ω ØvlØetsØ sublaplasovskim.

OstaetsØ dokazat~, qto srednee fftogo raspredeleniØ (vsegda koneqnoe vvidu sublaplasovosti) ograniqeno nekotoroæ konstantoæ C, ne zavisØweæ ot razmernosti. Poskol~ku rasstoØnie

– meßdu dvumØ ffmpiriqeskimi raspredeleniØmi s odinakovym

198 V. N. SUDAKOV ob¨emom vyborki ravno srednemu rasstoØni¸ meßdu odnoimennymi qlenami variacionnyh rØdov fftih vyborok, kotorye moßno rassmatrivat~ kak odnoimennye kvantili fftih ffmpiriqeskih vyborok, my vospol~zuemsØ horoxo izuqennym predel~nym povedeniem ffmpiriqeskih vyboroqnyh funkciæ i vyboroqnyh kvantileæ (sm., naprimer, [4, 5]). Raspredelenie vyboroqnoæ kvantili porØdka p vyborki ob¨ema n iz raspredeleniØ N (0, 1) asimptotiqeski normal~no so srednim Φ^{−1}(p) (teoretiqeskaØ kvantil~) i dispersieæ

σ^2 = p(1 − p) n(ϕ(Φ^{−1})^2 . (Zdes~ ϕ — plotnost~ i Φ — funkciØ raspredeleniØ standartnogo normal~nogo zakona.) UqityvaØ veliqinu fftoæ dispersii i tot fakt, qto raspredelenie L(‖X − Y ‖), gde X i Y — nezavisimye sluqaænye veliqiny s raspredeleniØmi N (0, σ^2), imeet srednee, proporcional~noe znaqeeni¸ σ, my v konce koncov prihodim r trebuemomu zakl¸qeni¸, qto srednee znaqenie veliqiny d^{−1} ∑_d k=1 ‖X_{(k)} − Y_{(k)}‖, gde X_{(k)} i Y_{(k)} — qleny variacionnogo

rØda dlØ dvuh nezavisimo poluqennyh povtornyh nezavisimyh vyborok ob¨ema d iz raspredeleniØ N (0, d) ograniqeno nekotoroæ konstantoæ, ne zavisØweæ ot qisla d, qem i zaverxaetsØ dokazatel~stvo teoremy 1 — rassmotrenie klassa diskretnyh raspredeleniæ v koneqnomernom vektornom prostranstve F , ravnomernyh na fflementah nekotorogo algebraiqeskogo bazisa.

3. Rassmotrim teper~ drugoæ klass veroØtnostnyh raspredele-

niæ na koneqnomernom vektornom prostranstve F : klass nevyroßdennyh gaussovskih mer.

Teorema 2. Pust~ P — centrirovannaØ gaussovskaØ mera v vek-

tornom prostranstve F koneqnoæ razmernosti d, i pust~ γ — centrirovannaØ gaussovskaØ mera v soprØßennom s F prostranstve Ω, substandartnaØ otnositel~no evklidovoæ normy v prostranstve F , inducirovannoæ vloßeniem Ω ⊂ L^2(P). Togda suwestvuet takaØ absol¸tnaØ (ne zavisØwaØ ot razmernosti) konstanta C, qto dlØ pary nezavisimo po mere γ vybrannyh fflementov ω^′, ω^{′′} ∈ Ω raspredeleniØ (sluqaænogo) rasstoØniØ v prostranstve (P, –) raspredeleniæ fftih lineænyh funkcionalov –(P ∘ ω^{′−1}, P ∘ ω^{′′−1})

RAVNOMERNYE OCENKI RAZBROSA 199

ØvlØetsØ sublaplasovskim so srednim, ne prevoshodØwim C.

Dokazatel~stvo. OpredelennaØ kak i vyxe funkciØ κ na ev-

klidovom prostranstve Ω ⊕ Ω, γ ⊗ γ ØvlØetsØ, kak i vyxe, lipxicevoæ s konstantoæ 1, pofftomu ee raspredelenie otnositel~- no substandartnoæ mery γ ⊗ γ ØvlØetsØ sublaplasovskoæ meroæ na R. OstaetsØ ocenit~ ee srednee. Veliqina κ(ω^′, ω^{′′}) rav-

na –(N (0, |ω^′|^2, N (0, |ω^{′′}|^2)). Poskol~ku raspredelenie evklidovoæ

normy kak lipxicevoæ funkcii otnositel~no substandartnoæ gaussovskoæ mery ØvlØetsØ sublaplasovskim, ego dispersiØ ne prevoshodit edinicy, i raznost~ ‖ω^′‖−‖ω^{′′}‖ imeet nulevoe srednee i dispersi¸, ne prevoshodØwu¸ dvuh. S drugoæ storony, veliqina –(N (0, ‖ω^′‖^2, N (0, ‖ω^{′′}‖^2)) proporcional~na modul¸ raznosti standartnyh otkloneniæ |‖ω^′‖ − ‖ω^{′′}‖|, sledovatel~no, ee srednee ne prevoshodit nekotoroæ absol¸tnoæ konstanty.

Literatura

1. V. N. Sudakov, B. S. Cirel~son, �kstremal~nye svoæstva poluprostranstv dlØ sferiqeski invariantnyh mer. — Zapiski nauqn. semin. LOMI 41 (1974), 14–24.

2. B. S. Cirel’son, I. A. Ibragimov, V. N. Sudakov, Norms of Gaussian sample functions. — Lecture Notes in Mathematics 550 (1976), 20–41.

3. V. N. Sudakov, Tipiqnye raspredeleniØ lineænyh funkcionalov na prostranstvah vysokoæ razmernosti. — DAN SSSR 243, No. 6 (1978), 1402–1405.

4. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. M., Nauka (1977). 5. D. Koks, D. Hinkli, TeoretiqeskaØ statistika. M., Mir (1978).

Sudakov V. N. Uniform in dimension estimations of the scatter of distributions of Gaussian random functionals for some classes of multivariate measures.

Uniform in dimension estimations of the scatter of dstributions of linear functionals chosen at random with respect to Gaussian distribution are established for uniform discrete distributions and for Gaussian distributions on a vector space.

Postupilo 20 avgusta 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN