Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

B. P. Harlamov

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER V KLASSE POLUMARKOVSKIH PROCESSOV DIFFUZIONNOGO TIPA

1. Vvedenie

V svØzi s zadaqami statistiki nepreryvnyh polumarkovskih processov voznikaet neobhodimost~ v issledovanii usloviæ absol¸tnoæ nepreryvnosti i singulØrnosti mer fftih processov. DlØ polumarkovskih processov, voobwe govorØ, ne vypolnØetsØ markovskoe svoæstvo otnositel~no fiksirovannyh momentov vremeni i potomu ne mogut byt~ ispol~zovany v qistom vide izvestnye rezul~taty ob absol¸tnoæ nepreryvnosti, opira¸- wiesØ na klassiqeskoe opredelenie stohastiqeskogo integrala Ito. Odnako oba klassa processov: polumarkovskiæ i bolee uzkiæ markovskiæ, – ime¸t “markovskiæ sled”. Slovo “sled” my ispol~zuem kak v perenosnom, tak i v prØmom smysle, ponimaØ pod sledom traektorii klass traektoriæ, otliqa¸wihsØ meßdu soboæ lix~ monotonnoæ nepreryvnoæ zamenoæ vremeni. Processy iz oboih fftih klassov oblada¸t markovskim svoæstvom otnositel~no vnutrennih markovskih momentov takih, kak momenty pervogo vyhoda i ih iteracii. �to svoæstvo perenositsØ na ih sluqaænye sledy, t.e. na raspredeleniØ, inducirovannye otobraßeniem “traektoriØ → sled”, qto poroßdaet markovsku¸ strukturu na takom raspredelenii. V dannoæ rabote my opredelØem i ispol~zuem stohastiqeskiæ integral po sledu v terminah martingala, opredelennogo na qastiqno uporØdoqennom mnoßestve vnutrennih momentov, a takße issledovannyæ ranee krivolineænyæ integral po additivnomu funkcionalu. VyvoditsØ plotnost~ mery odnogo polumarkovskogo processa otnositel~no drugogo, kotoraØ predstavima v vide proizvedeniØ dvuh plotnosteæ: plotnost~ mery na mnoßestve sledov i uslovnaØ plotnost~

Podderßano grantom RFFI 01-01-00613; qastiqno podderßano grantom veduwih nauqnyh xkol 00-15-96019. 216

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 217 mery processa hoda vremeni otnositel~no sleda. VtoraØ komponenta dlØ polumarkovskogo processa diffuzionnogo tipa sootvetstvuet monotonnomu processu s nezavisimymi priraweniØmi na lineæno uporØdoqennom mnoßestve vnutrennih momentov (pri fiksirovannom slede traektorii).

2. OpredeleniØ i oboznaqeniØ

My oboznaqaem: X≡ R^d (d ¿ 1); R_+ = [0, ∞), R_+ = [0, ∞]; D – prostranstvo funkciæ ξ : R_+ → X (nepreryvnyh sprava, ime¸wih predely sleva) s metrikoæ Skorohoda; dalee my budem rassmatrivat~ veroØtnostnye mery na borelevskoæ sigmaalgebre podmnoßestv fftogo prostranstva ili ego podmnoßestva C – mnoßestva nepreryvnyh funkciæ; π_t : π_tξ = ξ(t) – proekciØ; θ_t : (θ_tξ)(s) = ξ(t + s) (s, t ¿ 0) – sdvig; A – klass otkrytyh podmnoßestv mnoßestva X; σ_Δ : σ_Δξ = inf{t ¿ 0 : ξ(t) ∉ Δ} – moment pervogo vyhoda iz mnoßestva Δ ∈ A; dlØ otkrytogo central~- nogo xara vvedem special~noe oboznaqenie: σ_r(ξ) = σ_{B(x,r)}(ξ), gde x = ξ(0), r > 0; F = σ(π_t : t ¿ 0) – sigma-algebra podmnoßestv mnoßestva D; F_t = σ(π_s : 0 6 s 6 t); T – mnoßestvo markovskih momentov otnositel~no (F_t); π_τ : π_τ (ξ) = π_{τ(ξ)}(ξ) na mnoßestve τ (ξ) < ∞ (τ ∈ T ); θ_τ : θ_τ (ξ) = θ_{τ(ξ)} (ξ) na mnoßestve τ (ξ) < ∞ (τ ∈ T ); τ_1 ˙+τ_2 = τ_1 + τ_2 ∘ θ_{τ1} na mnoßestve τ_1(ξ) < ∞ (τ_1, τ_2 ∈ T ); σ^k_r (k ¿ 1) – iterirovannyæ moment pervogo vyhoda iz xarovyh okrestnosteæ: σ^1_r = σ_r, σ^{k+1}_r = σ^k_r ˙+σ_r; F_τ = {S ∈ F : (∀t ¿ 0) S ∩ {τ 6 t} ∈ F_t} (τ ∈ T ). My ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ integralov po veroØtnostnoæ mere P , zadannoæ na prostranstve E:

P (f; A) = ∫ A f(s) P (ds), P (f) = P (f; E), gde f – izmerimaØ funkciØ i A – izmerimoe podmnoßestvo mnoßestva E.

Pust~ (P_x) – izmerimoe semeæstvo veroØtnostnyh mer na F takoe, qto P_x(π_0 = x) = 1. Semeæstvo mer (P_x) nazyvaetsØ polumarkovskim, esli dlØ l¸boæ izmerimoæ f (∀Δ ∈ A) (∀A ∈ F_{σΔ} ) P_x(f ∘θ_{σΔ} ; A∩{σ_Δ < ∞}) = P_x(P_{πσΔ} (f); A∩{σ_Δ < ∞}), inymi slovami, semeæstvo mer obladaet markovskim svoæstvom otnositel~no l¸bogo momenta pervogo vyhoda iz otkrytogo mnoßestva.

218 B. P. HARLAMOV

Polumarkovskoæ perehodnoæ funkcieæ nazyvaetsØ Ødro: F_τ (A × S|x) = P_x(τ ∈ A, π_τ ∈ S), (τ ∈ T , A ∈ B(R_+), S ∈ B(X)). Polumarkovskoæ perehodnoæ proizvodØweæ funkcieæ nazyvaetsØ laplasov obraz perehodnoæ funkcii: f_τ (λ; S|x) = P_x(e^{−λτ} ; π_τ ∈ S, τ < ∞) (λ ¿ 0). 3. Predstavlenie traektorii v vide sleda i hoda vremeni

Pust~ Φ – mnoßestvo nepreryvnyh neubyva¸wih funkciæ ϕ takih, qto

ϕ : R+ → R+ : ϕ(0) = 0, ϕ(t) → ∞ (t → ∞);

ϕ^∗ – obratnoe k ϕ otobraßenie: ϕ^∗(t) = inf ϕ^{−1}[t, ∞). S pomow~¸ funkciæ ϕ opredelØ¸tsØ zameny vremeni po formule ξ_1 = ξ ∘ ϕ.

Netrudno proverit~, qto otnositel~no zameny vremeni momenty i toqki pervogo vyhoda preobrazu¸tsØ special~nym obrazom, a imenno

σ_Δ(ξ ∘ ϕ) = ϕ^∗(σ_Δξ), π_{σΔ} (ξ ∘ ϕ) = π_{σΔ} ξ (Δ ∈ A).

Toqno takim ße obrazom preobrazu¸tsØ koneqnye iteracii momentov pervogo vyhoda, momenty, poluqaemye iz nih s pomow~¸ predel~nogo perehoda i mnogih drugih preobrazovaniæ. DlØ issledovaniØ polumarkovskih processov osobu¸ rol~ igra¸t markovskie momenty, oblada¸wie fftim svoæstvom, a imenno, klass T_∗ = {τ ∈ T : (∀ξ ∈ D) (∀ϕ ∈ Φ) τ (ξ ∘ ϕ) = ϕ^∗(τ (ξ))}, kotoryæ nazyvaetsØ mnoßestvom vnutrennih markovskih momentov.

V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ dva special~nyh otobraßeniØ mnoßestva vseh traektoriæ, kotorye dadut nam vozmoßnost~ vyrazit~ plotnost~ mery odnogo polumarkovskogo processa otnositel~nogo mery drugogo.

Sled. Pervoe iz fftih otobraßeniæ svØzano s otnoxeniem ξ1^ℓ∼ ξ2,

kotoroe oznaqaet: (∃ϕ_1, ϕ_2 ∈ Φ) ξ_1 ∘ ϕ_1 = ξ_2 ∘ ϕ_2.

Pust~ ℓξ – klass ffkvivalentnosti funkcii ξ po otnoxeni¸^ℓ∼, nazyvaemyæ sledom traektorii ξ; M = ℓD – faktor-mnoßestvo po otnoxeni¸ ℓ – mnoßestvo sledov vseh funkciæ ξ ∈ D; F^∗ – sigma-algebra vseh mnoßestv B ∈ F takih, qto dlØ l¸byh ϕ ∈ Φ i ξ ∈ D spravedlivo ξ ∈ B ⇔ ξ ∘ ϕ ∈ B.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 219 DlØ rexeniØ voprosov izmerimosti udobno imet~ v rasporØßenii sqetnoporoßdennu¸ sigma-algebru podmnoßestv. DlØ fftogo my skonstruiruem dostatoqno bogatoe sqetnoe podmnoßestvo mnoßestva vnutrennih momentov. DlØ l¸bogo τ ∈ T opredelim otobraßenie

π_τ : π_τ ξ = π_τ ξ (τ ξ < ∞), π_τ ξ = ∞ (τ ξ = ∞), gde ∞ ∉ X. Pust~ A_{rn} – sqetnoe otkrytoe pokrytie mnoßestva Xranga r_n; T_n – mnoßestvo, zamknutoe otnositel~no operacii ˙+, soderßawee vse σ_Δ (Δ ∈ A_{rn} ); T_o = ⋃_∞ n=1 T_n, gde (r_n → 0). Oqevidno, qto T_o ⊂ T_∗, pri fftom (kak netrudno dokazat~) na mnoßestve nepreryvnyh funkciæ sigma-algebra F^o = σ(π_τ : τ ∈ T_o) sovpadaet s sigma-algebroæ podmnoßestv mnoßestva C^∞, poroßdennoæ otobraßeniem ℓ, gde C^∞ – prostranstvo nepreryvnyh funkciæ, ne ime¸wih intervala postoØnstva na beskoneqnosti.

Pust~ T_∗(ℓξ) – mnoßestvo sußeniæ τ ∈ T_∗ na ℓ^{−1}ℓξ, v kotorom proizvedeno opredelenie porØdka v sootvetstvii s τ (ξ). Oqevidno, qto esli ξ_1, ξ_2 ∈ ℓ^{−1}ℓξ, to

τ_1(ξ_1) < τ_2(ξ_1) ⇒ τ_1(ξ_2) < τ_2(ξ_2), τ_1(ξ_1) = τ_2(ξ_1) ⇒ τ_1(ξ_2) = τ_2(ξ_2).

�to lineæno uporØdoqennoe mnoßestvo slußit mnoßestvom parametrov, v terminah kotorogo my budem opredelØt~ plotnosti mer. Oboznaqim Π(ℓξ) – sootvetstvu¸wee otnoxenie porØdka na T_∗(ℓξ). Mnoßestvo T_o(ℓξ) vseh sußeniæ τ ∈ T_o na mnoßestvo ℓ^{−1}ℓξ igraet rol~ sqetnogo vs¸du plotnogo mnoßestva v T_∗(ℓξ). Poslednee ponØtie moßno utoqnit~, rassmotrev metriku v fftom prostranstve. A imenno, dlØ l¸byh τ_1, τ_2 ∈ T_∗ opredelim funkci¸ ρ_ℓ na D sledu¸wim obrazom:

ρ_ℓ(τ_1, τ_2| ·) = inf{diamΔ : τ_1 ≤ τ_2 < τ_1 ˙+σ_Δ ili τ_2 ≤ τ_1 < τ_2 ˙+σ_Δ},

gde nißnØØ granica vyqislØetsØ po mnoßestvu vseh Δ ∈ A. Legko dokazat~, qto pri l¸bom ξ ∈ D funkciØ ρ_ℓ(·, · | ξ) ØvlØetsØ metrikoæ na T_∗(ℓξ), a pri l¸byh τ_1, τ_2 ∈ T_∗ ona F^o-izmerima [3, c. 303]. Pri fftom kaßdyæ sled ℓξ dlØ ξ ∈ C^∞ opredelØetsØ otnoxeniem Π(ℓξ) lineænoæ uporØdoqennosti, opredelennym na T_∗, a takße soglasovannymi s nim otobraßeniØmi: τ → π(ξ) (τ ∈ T_∗).

Hod vremeni. Vtoroe iz fftih otobraßeniæ svØzano s vnutren-

nimi momentami sledu¸wim obrazom. Pust~ Ψ – mnoßestvo vseh otobraßeniæ ψ : T_∗ → R_+. Nas budet interesovat~ otobraßenie

220 B. P. HARLAMOV

η : D → Ψ takoe, qto (∀ξ ∈ D) η(ξ) ∈ Ψ – strogo vozrasta¸- wee otobraßenie otnositel~no porØdka Π(ℓξ). �to otobraßenie opredelØetsØ ravenstvom η(ξ)(τ ) = τ (ξ). Ono izmerimo otnositel~no F i sigma-algebry G podmnoßestv mnoßestva Ψ, poroßdennoæ vsemi cilindriqeskimi mnoßestvami.

Predstavlenie traektorii. Teper~ kaßdoe ξ ∈ D moßet byt~

predstavleno v vide soglasovannoæ pary (ℓ(ξ), η(ξ)). �to otobraßenie vzaimno odnoznaqno i izmerimo. Pri zadannom raspredelenii funkcii ξ ∈ D kaßdyæ fflement fftoæ pary induciruet veroØtnostnu¸ meru na sootvetstvu¸wem prostranstve. Nas budut interesovat~ mery:

R_x = P_x ∘ ℓ^{−1} sleda ℓξ i uslovnoe raspredelenie S_x(·|ℓ) = (P_x ∘ η^{−1})(·|ℓ) hoda vremeni otnositel~no sleda, gde P_x(·|ℓ) ≡ P_x(·|F^o) – uslovnoe raspredelenie otnositel~no sle- da. Pust~ A ∈ η^{−1}G i B ∈ F^o. Netrudno pokazat~, qto mera P_x opredelØetsØ svoimi znaqeniØmi na pereseqeniØh mnoßestv fftogo vida. Pri fftom P_x(A ∩ B) ravno P_x(P_x(A|ℓ); B) = P_x(P_x(η^{−1} ~A|ℓ); ℓ^{−1}ℓB) = = P_x(S_x( ~A|ℓ); ℓ^{−1}ℓB) = R_x(S_x( ~A|·); ℓB), gde ~A ∈ G, S_x( ~A|·) ∘ ℓ = S_x( ~A|ℓ). Soglasno izvestnomu svoæstvu plotnosteæ [1], absol¸tnaØ nepreryvnost~ mer, zadannyh na proizvedenii prostranstv, opredelØetsØ svoæstvami sootvetstvu¸wih marginal~nyh i uslovnyh mer. Ots¸da sleduet vozmoßnost~ otdel~nogo izuqeniØ svoæstv absol¸tnoæ nepreryvnosti mer: 1) na mnoßestve sledov traektoriæ polumarkovskogo processa, 2) na mnoßestve hodov vremeni otnositel~no sleda. IskomaØ plotnost~ (esli ona suwestvuet) predstavlØetsØ v vide proizvedeniØ dvuh sootvetstvu¸wih plotnosteæ: ρ_{21}(ξ) = ρ_{21}(ℓ(ξ))~ρ_{21}(η(ξ)), gde ρ_{21} = dP^{(2)}_x /dP^{(1)}_x , ρ_{21} = dR^{(2)}_x /dR^{(1)}_x i ~ρ_{21} = dS^{(2)}x /dS^{(1)}x .

4. Absol¸tnaØ nepreryvnost~ mer na mnoßestve sledov 4.1. Odnomernyæ process.

4.1.1. Asimptotika raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 221 Neobhodimost~ ispol~zovaniØ stohastiqeskogo integrala po sledu voznikaet pri analize absol¸tnoæ nepreryvnosti mer v klasse polumarkovskih processov. Naibolee prostaØ konstrukciØ stohastiqeskogo integrala po sledu poluqaetsØ v sluqae odnomernogo polumarkovskogo processa diffuzionnogo tipa. Traektorii takogo processa nepreryvny, a raspredelenie toqki pervogo vyhoda iz l¸bogo intervala sosredotoqeno v graniqnyh toqkah intervala. PolumarkovskaØ perehodnaØ proizvodØwaØ funkciØ takogo processa dlØ momenta pervogo vyhoda iz maloæ simmetriqnoæ okrestnosti naqal~noæ toqki imeet asimptotiqeskoe predstavlenie

f_{σr} (λ; x_1|x) = 1/2 + b(x)(x_1 − x)/2 − c(λ, x) r^2/2 + o(r^2), (1)

gde r → 0, x_1 ∈ {x − r, x + r} (takim obrazom, |x_1 − x| = r), funkciØ c(λ, x) neotricatel~na, priqem (∀x ∈ Δ) ∂c(λ, x)/∂λ – vpolne monotonnaØ funkciØ ot λ; v dannoæ stat~e my rassmatrivaem sluqaæ, kogda c(0, x) = 0 (net terminal~noæ ostanovki ni v odnoæ iz toqek prostranstva sostoØniæ). Pri nepreryvnoæ po x funkcii c(λ, x) i nepreryvnoæ i differenciruemoæ funkcii b(x) funkciØ f_{σ(a,b)} (λ; x_1|x) (x_1 ∈ {a, b}) udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ (1/2)u^{′′} + b(x)u^′ − c(λ, x)u = 0 s graniqnymi usloviØmi u(x_1) = 1, u(x_2) = 0 (x_2 ∈ {a, b} \ x_1).

Rassmotrim operaci¸ “gorizontal~nogo kvantovaniØ”, sootvetstvu¸wu¸ posledovatel~nosti momentov pervogo vyhoda iz sdvigaemyh xarovyh okrestnosteæ L_r : D → D, L_r (ξ)(t) = π_σk_r ⇔ σ^k_r 6 t < σ^{k+1}_r . Pust~ ξ – traektoriØ processa, vyhodØwaØ iz toqki x i vpervye pokida¸waØ interval (a, b) qerez granicu b. Takim obrazom b = π_{σ(a,b)} (ξ). Qtoby ne usloßnØt~ oboznaqeniØ my budem sqitat~, qto process ostanavlivaetsØ v moment pervogo vyhoda iz fftogo intervala. Bez poteri obwnosti moßno predpoloßit~, qto otnoxenie (b − x)/(x − a) – racional~noe qislo, naprimer n_0/m_0, i poloßit~ r = (b − x)/n_0. Takoæ vybor intervala kvantovaniØ pozvolØet ispol~zovat~ preimuwestvo odnomernogo processa, kotoroe sostoit v tom, qto dlØ dannoæ traektorii σ_{(a,b)}ξ = σ_{(a,b)}L_r (ξ). Krome togo, esli zadat~ posledovatel~nost~ (r_n)^∞_1 tak, qto r_1 = r i r_{n+1} = r_n/2, to posledovatel~nost~ momentov (σ^k_{rn} (ξ))^{Nn}_{k=0} ØvlØetsØ podposledovatel~nost~¸ (σ^k_{rn+1} (ξ))^{Nn+1}_{k=0} , gde N_n – qislo skaqkov kvantovannogo processa L_{rn} ξ do momenta

222 B. P. HARLAMOV pervogo vyhoda iz intervala (a, b). Oqevidno, qto sled stupenqatogo processa, ostanavliva¸wegosØ v moment pervogo vyhoda iz intervala, predstavlØet soboæ koneqnu¸ posledovatel~nost~ toqek. DlØ processa ξ_n ≡ L_{rn} ξ – ffto posledovatel~nost~ toqek ℓξ_n = (x, x_{n1}, . . . , x_{nNn} ), gde x_{nk} = π_σk_{rn} (ξ). Posledovatel~nost~ stupenqatyh funkciæ (ξ_n) pri n → ∞ ravnomerno shoditsØ k nepreryvnoæ funkcii ξ. Iz fftogo sleduet, qto posledovatel~nost~ sledov (ℓξ_n) takße stremitsØ k predelu ℓξ, gde shodimost~ ponimaetsØ otnositel~no metriki v prostranstve sledov (krivyh), inducirovannoæ metrikoæ v prostranstve funkciæ.

4.1.2. Stohastiqeskiæ integral po sledu (odnomernyæ).

Pust~ (P^{(i)}x ) (i = 1.2) – dva polumarkovskih semeæstva mer s sootvetstvu¸wimi perehodnymi proizvodØwimi funkciØmi f^{(i)}τ i kofffficientami differencial~nogo uravneniØ b_i(x), c_i(λ, x). VeroØtnost~ (plotnost~) realizacii sleda ℓξ_n vyraßaetsØ formuloæ P^{(i)}_x (ℓL_{rn} = (x, x_{n1}, . . . , x_{nNn} )) = N_n∏

k=1 f^{(i)}_{σrn} (0; x_k|x_{k−1}).

Plotnost~ ρ_{21} ≡ dR^{(2)}x /dR^{(1)}x mery R^{(2)}x otnositel~no mery R^{(1)}x (gde R^{(i)}x ≡ P^{(i)}x ∘ ℓ^{−1}) vyraßaetsØ predelom P^{(1)}x -poqti navernoe

ρ_{21}(ℓξ) = lim_{n→∞} N_n∏

k=1 f^{(2)}_{σrn} (0; x_k|x_{k−1})

f^{(1)}_{σrn} (0; x_k|x_{k−1}) =

= lim_{n→∞} N_n∏

k=1 1/2 + b_2(x_{k−1})(x_k − x_{k−1})/2 + o(r^2) 1/2 + b_1(x_{k−1})(x_k − x_{k−1})/2 + o(r^2) =

= lim_{n→∞} exp (_{Nn} ∑ k=1 ((b_2(x_{k−1}) − b_1(x_{k−1}))(x_k − x_{k−1})− − 1 2 (b^2(x_{k−1}) − b^2_1(x_{k−1}))(x_k − x_{k−1})^2 + o(r^2)) ) . V pokazatele ffksponenty my poluqili dve summy: qlenov s pervymi stepenØmi i qlenov s kvadratami priraweniæ sleda.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 223 Rassmotrim summu pervyh stepeneæ: N_n∑

k=1 A(x_{k−1})(x_k − x_{k−1}). Po forme ffta summa napominaet integral~nu¸ summu stohastiqeskogo integrala (integriruetsØ funkciØ ot sluqaænogo argumenta po priraweniØm nekotorogo sluqaænogo processa). Osobennost~¸ fftoæ summy ØvlØ¸tsØ priraweniØ, kotorye otnosØtsØ k argumentu τ ∈ T_∗ special~nogo sluqaænogo processa, kotoryæ my nazyvaem sledom traektorii processa. Moßno pokazat~, qto pri nekotorom vybore funkcii A(x) i posledovatel~nosti razbieniæ mnoßestva argumentov predel posledovatel~nosti integral~nyh summ fftogo roda suwestvuet v sredne-kvadratiqeskom smysle. My nazyvaem fftot predel stohastiqeskim integralom po sledu.

DlØ l¸boæ differenciruemoæ funkcii A(x) imeem y∫ x A(s) ds = A(x)(y − x) + 1 2 A^′(x)(y − x)^2 + o(y − x)^2 (y − x → 0),

priqem formula ostaetsØ vernoæ, esli x > y (perestanovka predelov mestami menØet znak integrala na protivopoloßnyæ). Pri fftom, kak legko videt~, N_n∑

k=1 x_k∫

x_k�1 A(s) ds = b∫ x A(s) ds. Ots¸da summa pervyh stepeneæ predstavlØetsØ v vide b∫ x A(s) ds − 1 2 N_n∑

k=1 (A^′(x_{k−1})(x_k − x_{k−1})^2 + o(r^2)).

Sledovatel~no, v rassmatrivaemom odnomernom sluqae vopros o suwestvovanii stohastiqeskogo integrala po sledu svoditsØ k voprosu o suwestvovanii predela summ s kvadratami priraweniæ.

Rassmotrim summu qlenov s kvadratami priraweniæ. N_n∑

k=1 B(x_{k−1})(x_k − x_{k−1})^2.

224 B. P. HARLAMOV Oboznaqim m_r (x_1, x_2) = P^{(1)}x_1 (σ_r|π_{σr} = x_2). Iz razloßeniØ (1) sleduet, qto dlØ processov diffuzionnogo tipa s differenciruemym v nule kofffficientom c_1(λ, x) imeet mesto asimptotika matematiqeskogo oßidaniØ momenta pervogo vyhoda:

m_r (x_1, x_2) = γ_1(x) r^2 + o(r^2)

ravnomerno po vsem param toqek x_1, x_2 (|x_2 − x_1| = r), gde γ_1(x) = ∂c_1(λ, x)/∂λ pri λ = 0. �to oznaqaet, qto v summe my moßem zamenit~ kvadraty na ffti funkcii: N_n∑

k=1 B(x_{k−1})(x_k −x_{k−1})^2 = N_n∑

k=1 B(x_{k−1})γ^{−1}_1 (x_{k−1})m_r (x_{k−1}, x_k)(1+o(1)),

DlØ nahoßdeniØ predela fftogo vyraßeniØ rassmotrim sperva summu odnih tol~ko qlenov m_r (x_{k−1}, x_k). Zametim, qto dlØ l¸- bogo k : k = 1, . . ., N_n m_r (x_{k−1}, x_k) = P^{(1)}_x (σ_r ∘ θ_σk�1_r |π_σk�1_r = x_{k−1}, π_σk_r = x_k) =

= P^{(1)}_x (σ_r ∘ θ_σk�1_r |π_σ1_r = x_1, π_σ2_r = x_2, . . ., π_σNn_r = x_{Nn} ).

Ots¸da_{Nn} ∑ k=1 m_r (x_{k−1}, x_k) =

= P^{(1)}_x (_{Nn}∑ k=1 σ_r ∘ θ_σk�1_r |π_σ1_r = x_1, π_σ2_r = x_2, . . ., π_σNn_r = x_{Nn} ) =

= P^{(1)}_x (σ_{(a,b)} ∘ L_{rn} |π_σ1_r = x_1, π_σ2_r = x_2, . . . , π_σNn_r = x_{Nn} ) =

= P^{(1)}_x (σ_{(a,b)}|π_σ1_r = x_1, π_σ2_r = x_2, . . . , π_σNn_r = x_{Nn} ).

Izvestno, qto posledovatel~nost~ matematiqeskih oßidaniæ P^{(1)}_x (σ_{(a,b)}|π_σ1_r , . . . , π_σNn_r ) pri n → ∞ ØvlØetsØ martingalom otnositel~no mery P^{(1)}x i sootvetstvu¸weæ posledovatel~nosti sigmaalgebr [4]. Ee predelom P^{(1)}x -poqti navernoe ØvlØetsØ uslovnoe

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 225 matematiqeskoe oßidanie μ(σ_{(a,b)}) ≡ P^{(1)}x (σ_{(a,b)}|F^o) – znaqenie additivnogo funkcionala μ_τ v toqke τ = σ_{(a,b)} [3]. Netrudno teper~ dokazat~, qto dlØ l¸boæ nepreryvnoæ ograniqennoæ funkcii B(x) suwestvuet predel P^1_x -poqti navernoe N_n∑

k=1 B(π_σk�1_r )m_r (π_σk�1_r , π_σk_r ) → σ(_{a,b})∫

0 B(π_τ ) dμ_τ – krivolineænyæ integral po additivnomu funkcionalu μ [3]. Ots¸da P^{(1)}x -poqti navernoe suwestvuet predel

lim_{r→0} N_n∑

k=1 A(x_{k−1})(x_k − x_{k−1}) ≡ σ(_{a,b})∫

0 A(π_τ ) dπ_τ =

= π_σ(_{a,b})∫

x A(s) ds − 1 2 σ(_{a,b})∫

0 A^′(π_τ ) dμ_τ .

Suwestvovanie fftogo predela dokazyvaet suwestvovanie dlØ funkcii A stohastiqeskogo integrala po sledu.

4.1.3. Plotnost~ mery na mnoßestve sledov (odnomernaØ).

My dokazali, qto P^{(1)}x -poqti navernoe

ρ_{21} = exp (^{σ(a,b)}∫ x (b_2(π_τ )−b_1(π_τ )) dπ_τ − 1 2 σ(_{a,b})∫

0 (b^2(π_τ )−b^2_1(π_τ )) dμ_τ γ_1(π_τ ) ) . Suwestvovanie i ograniqennost~ fftoæ funkcii dokazyvaet absol¸tnu¸ nepreryvnost~ mery R^{(2)}x otnositel~no mery R^{(1)}x . Pokaßem svØz~ fftoæ formuly s sootvetstvu¸weæ plotnost~¸ dlØ markovskih processov. DlØ fftogo postroim dlØ processa (P^{(1)}x ) associirovannyæ markovskiæ process (P^{(1)}_x ), t.e. process s tem ße raspredeleniem na mnoßestve sledov i s tem ße additivnym funkcionalom μ, qto i u polumarkovskogo processa. Izvestno [6], qto dlØ markovskogo processa diffuzionnogo tipa l¸boæ vnutrenniæ markovskiæ moment τ sovpadaet P^{(1)}_x -poqti navernoe s F^o-izmerimoæ funkcieæ, t.e. τ = μ(τ ) (vyroßdennoe raspredelenie hoda vremeni otnositel~no sleda). Ots¸da P^{(1)}_x -poqti

226 B. P. HARLAMOV navernoe σ(_{a,b})∫

0 B(π_τ ) dμ_τ = σ(_{a,b})∫

0 B(π_τ ) dη_τ = σ(_{a,b})∫

0 B(π_t) dt. Dalee, ispol~zuØ formulu Ito, poluqaem π_σ(_{a,b})∫

x A(s) ds − 1 2 σ(_{a,b})∫

0 A^′(π_t) dt γ(π_τ ) = σ(_{a,b})∫

0 A(π_t) ( b_1(π_t) dt γ(π_t) + dW (t) γ^{1/2}_1 (π_t) ) .

gde dξ(t) = γ^{−1}_1 (ξ(t))b_1(ξ(t)) dt + γ^{−1/2}_1 (ξ(t))dW (t) – stohastiqeskiæ differencial diffuzionnogo markovskogo processa ξ(t) s semeæstvom mer (P^1_x), W (t) – inducirovannyæ vinerovskiæ process. V terminah associirovannogo markovskogo processa imeem

ρ_{21} = exp (^{σ(a,b)}∫ 0 (b_2(ξ(t)) − b_1(ξ(t))) dξ(t) − σ(_{a,b})∫

0 b^2(π_t) − b^2_1(π_t) 2γ_1(π_t) dt )

(P^1_x)-poqti navernoe. PerepisyvaØ fftu formulu v terminah vinerovskogo processa, imeem

ρ_{21} = exp (^{σ(a,b)}∫ 0 b_2(ξ(t)) − b_1(ξ(t)) γ^{1/2}_1 (ξ(t)) dW (t) − σ(_{a,b})∫

0 (b_2(π_t) − b_1(π_t))^2 2γ_1(π_t) dt )

(P^1_x)-poqti navernoe, qto sootvetstvuet plotnosti mery odnogo diffuzionnogo markovskogo processa otnositel~no mery drugogo [1].

4.2. Mnogomernyæ process 4.2.1. Razbienie intervala vnutrennimi markovskimi momentami.

Pri analize absol¸tnoæ nepreryvnosti mer sledov mnogomernyh processov voznika¸t principial~no novye fflementy. Vo-pervyh, ffto oblasti, opredelØ¸wie promeßutoqnye momenty pervogo vyhoda, kotorye v fftom sluqae ime¸t ffllipsoidal~nu¸ formu. Vo-vtoryh, zadannyæ interval na mnoßestve vnutrennih

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 227 momentov (v dannom sluqae – interval ot nulØ do momenta pervogo vyhoda iz nekotorogo otkrytogo mnoßestva) ne moßet byt~ predstavlen v vide summy koneqnogo qisla intervalov, opredelØemyh momentami pervogo vyhoda iz prostyh central~no simmetriqnyh okrestnosteæ (v dannom sluqae – ffllipsoidal~nyh); prihoditsØ predstavlØt~ zadannyæ interval v vide beskoneqnogo rØda intervalov, opredelØemyh momentami pervogo vyhoda iz ffllipsoidal~nyh oblasteæ s ubyva¸wimi diametrami. Vtret~ih, dlØ postroeniØ monotonnoæ posledovatel~nosti razbieniæ v mnogomernom sluqae my vynußdeny ispol~zovat~ posledovatel~nosti porØdkovogo tipa ω^n pri n → ∞.

�llipsoidal~nye okrestnosti voznika¸t pri analize polumarkovskih processov diffuzionnogo tipa, u kotoryh perehodnye polumarkovskie proizvodØwie funkcii udovletvorØ¸t uravneni¸ 1 2 d∑ i,j=1 a^{ij}u^{′′}_{ij} + d∑ i=1 b^iu^′_i − cu = 0 (2)

v nekotoroæ otkrytoæ ograniqennoæ oblasti G ⊂ X, gde (∀x ∈ [G]) (a^{ij}(x)) – poloßitel~no opredelennaØ matrica kofffficientov takaØ, qto ∑_d i=1 a^{ii}(x) = d, vse funkcii a^{ij}(x) dvaßdy nepreryvno differenciruemy; vse funkcii b^i(x) nepreryvno differenciruemy; funkciØ c = c(λ, x) pri l¸bom λ > 0 nepreryvna i poloßitel~na po x, pri l¸bom x c(0, x) = 0, c(λ, x) beskoneqno differenciruema po λ, priqem ∂c(λ, x)/∂λ – vpolne monotonnaØ funkciØ po λ ([G] – zamykanie oblasti G).

V obwem sluqae (a^{ij}) ≢ (δ^{ij}) na G (δ^{ij} – simvol Kronekera). Odnako v okrestnosti l¸boæ toqki x_0 ∈ G moßno lineæno preobrazovat~ prostranstvo tak, qto toqka x_0 ostanetsØ nepodvißnoæ, a preobrazovannoe uravnenie (2) budet imet~ sootvetstvu¸wu¸ matricu kofffficientov v vide a^{ij} (x_0) = δ^{ij}. DlØ uravneniØ takogo vida asimptotika raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda iz sferiqeskih okrestnosti imeet osobenno prostoæ vid [6]. Sferiqeskoæ okrestnosti toqki x_0 preobrazovannogo prostranstva sootvetstvuet ffllipsoidal~naØ okrestnost~ v ishodnom prostranstve. Imenno ffti ffllipsoidal~nye okrestnosti dlØ kaßdoæ toqki oblasti G my ispol~zuem, kogda issleduem svoæstvo absol¸tnoæ nepreryvnosti.

Utoqnim formu fftih ffllipsoidal~nyh oblasteæ. Predpolo-

228 B. P. HARLAMOV ßim, qto na mnoßestve [G] opredelena nepreryvnaØ nevyroßdennaØ matriqnaØ funkciØ M = M_x, matrica M_x obratima i spravedlivo predstavlenie (a^{ij}(x)) = M^T_x M_x, gde M = M^{−1} – obrawennaØ matrica M , M^T – transponirovannaØ matrica M . DlØ preobrazovaniØ matricy kofffficientov uravneniØ (2) v toqke x_0 v (δ^{ij}) dostatoqno primenit~ lineænoe preobrazovanie x → y = M_{x0} (x−x_0)+x_0 [6]. Okrestnost~ Δ toqki x_0 preobrazuetsØ v M_{x0} (Δ − x_0) + x_0. I esli M_{x0} (Δ − x_0) = B(x_0, r) − x_0 ≡ B(0, r), to Δ = M^{−1}_{x0} B(0, r) + x_0 – ffllipsoid, kotoryæ my oboznaqaem el (x_0, r, M_{x0}).

Fiksiruem ograniqennoe otkrytoe mnoßestvo G i traektori¸ nepreryvnogo processa ξ : R_+ → Xs naqal~noæ toqkoæ ξ(0) = x_0 ∈ G. Moment pervogo vyhoda iz fftogo mnoßestva predstavim v vide beskoneqnoæ summy momentov pervogo vyhoda iz ffllipsoidal~- nyh okrestnosteæ:

σ_G = ∞∑ k=1 σ_{Ek} ∘ θ_{τk}�_1 , (3)

gde τ_0 = 0, τ_n – qastnaØ summa fftogo rØda (n ¿ 1), E_k = el (ξ(τ_{k−1}), r_k, M_{ξ(τk}�_{1)}), (r_k)^∞_1 – nevozrasta¸waØ posledovatel~- nost~ qisel (r_k → 0), zavisØwaØ neupreßda¸wim obrazom ot ξ. Vozmoßnost~ predstavleniØ (3) vytekaet iz oqevidnogo svoæstva [6] lim_{r→0} σ_G�r ~L_r ξ → σ_Gξ, gde G^{−r} = {x ∈ G : ρ(x, G^c) > r} (G^c – dopolnenie G, ρ – metrika

v X); r = CGr1, gde CG = max{diam el (x, 1, Mx) : x ∈ G} < ∞;^~Lr ξ –

stupenqataØ funkciØ, dlØ kotoroæ (∀t < σ_Gξ)

τ_n(ξ) 6 t < τ_{n+1}(ξ) ⇒ (~L_r ξ)(t) = π_{τn} (ξ).

Deæstvitel~no, pust~ N_τ (ξ) – qislo skaqkov funkcii ξ do momenta τ (ξ) vkl¸qitel~no. Oqevidno, qto dlØ funkcii s koneqnym momentom pervogo vyhoda iz G qislo n_1 = N_{σG}�_r ~L_r ξ koneqno (n_1 ¿ 0). Takße koneqny qisla n_2 = N_{σG}�_{r/2} ~L_{r/2}(θ_{t1} ξ), gde t_1 = σ_G�r ~L_r ξ, n_3 = N_{σG}�_{r/3} ~L_{r/3}(θ_{t2} ξ), gde t_2 = t_1 + σ_G�r ~L_r (θ_{t1} ξ), i t.d. Pust~ teper~ r_k = r/C_G dlØ vseh k < n_1, r_k = r/(2C_G) dlØ vseh n_1 6 k < n_1 + n_2 i t.d., r_k = r/(mC_G) dlØ vseh n_1 + · · · + n_{m−1} 6 k < n_1 + · · · + n_m (moßet okazat~sØ, qto tak

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 229 postroennaØ posledovatel~nost~ naqinaetsØ so znaqeniØ r/m_0, kogda n_1 = · · · = n_{m0−1} = 0 i n_{m0} ¿ 1, no dlØ l¸bogo x ∈ G takoe m_0 suwestvuet; to ße kasaetsØ vybora ostal~nyh qlenov posledovatel~nosti – izmeneniØ v numeracii qlenov posledovatel~nosti pri propuske nekotoryh porØdkov oqevidny). Pri zadannoæ traektorii ξ v moment τ_k(ξ) znaqenie r_{k+1} zavisit tol~ko ot znaqeniæ ξ na intervale [0, τ_k(ξ)], t.e. posledovatel~nost~ (r_k) neupreßda¸waØ; pri fftom r_k → 0 P_{x0} -poqti navernoe.

V sluqae mnogomernogo polumarkovskogo processa dlØ dokazatel~stva predel~nyh teorem my ispol~zuem metod razbieniØ intervala vnutrennih momentov bolee sloßnyæ, qem ispol~zuetsØ pri razbienii qislovogo intervala ili tot, kotoryæ my ispol~zovali dlØ odnomernogo processa.

DlØ kaßdoæ realizacii ξ s koneqnym momentom pervogo vyhoda iz G my rassmotrim posledovatel~nost~ (δ_n)^∞_{n=1} posledovatel~nosteæ fflliptiqeskih okrestnosteæ toqek traektorii. KaßdaØ posledovatel~nost~ δ_n ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ porØdkovogo tipa ω^n. Pri fftom my poluqaem uporØdoqennu¸ posledovatel~nost~ razbieniæ traektorii toqkami momentov pervyh vyhodov iz fftih okrestnosteæ, v kotoroæ kaßdoe sledu¸wee razbienie mel~qe predyduwego.

IshodnaØ (pervaØ) posledovatel~nost~ okrestnosteæ δ_1, sootvetstvu¸waØ posledovatel~nosti (r_k) (postroennaØ vyxe), slußit osnovoæ dlØ postroeniØ vtoroæ posledovatel~nosti δ_2 porØdkovogo tipa ω^2. Tak ße, kak mnoßestvo G “isqerpyvaetsØ” ffllipsoidami el (x_{k−1}, r_k, M_{xk}�_1 ) posledovatel~nosti δ_1, kaßdyæ takoæ ffllipsoid “isqerpyvaetsØ” ffllipsoidami vtorogo porØdka el (x_{k1(k2−1)}, r_{k1k2} , M_{xk1(k2}�_{1)} ): dlØ kaßdogo indeksa k_1, momenta t_{k1} = τ_{k1} (ξ) i toqki x_{k1} = π_{τk1} (ξ) opredelØetsØ posledovatel~- nost~ (r_{k1n})^∞_{n=1} (r_{k1n} → 0); odnovremenno s fftim opredelØ¸tsØ posledovatel~nosti t_{k1n} = τ_{k1n}(ξ) i x_{k1n} = π_{τk1n} (ξ) i ffllipsoidy E_{k1k2} = el (x_{k1(k2−1)}, r_{k1k2} , M_{xk1(k2}�_{1)} ), pri fftom t_{k10} = t_{k1} , t_{k1n} = τ_{k1(n−1)}(ξ) + σ_{Ek1n} (θ_{τk1(n}�_{1)} (ξ)). Po postroeni¸,

σ_{Ek1} = ∞∑ n=1 σ_{Ek1n} ∘ θ_{τk1(n}�_{1)} .

Dalee postroenie vedetsØ po indukcii, tak qto

230 B. P. HARLAMOV σ_{Ek1...kn} = ∞∑ m=1 σ_{Ek1...knm} ∘ θ_{τk1...kn(m}�_{1)} , gde τ_{k1...kn0} = τ_{k1...kn} , τ_{k1...knm} – qastnaØ summa rØda.

4.2.2. Stohastiqeskiæ integral po sledu (mnogomernyæ).

Rassmotrim stupenqatu¸ funkci¸ ~L_r ξ, dlØ kotoroæ moment σ_G(ξ) ØvlØetsØ toqkoæ nakopleniØ beskoneqnogo qisla skaqkov. �ta funkciØ opredelØetsØ posledovatel~nost~¸ par (t_k, x_k)^∞_0 momentov razryva t_k = τ_k(ξ) i znaqeniæ fftoæ funkcii v momenty razryva x_k = π_{τk} (ξ) (stupenqataØ funkciØ nepreryvna sprava). Pri fftom toqka x_k (k ¿ 1) prinadleßit poverhnosti ffllipsoida el (x_{k−1}, r_k, M_{xk}�_1 ). DlØ nepreryvnoæ na zamykanii mnoßestva G vektornoæ funkcii A(x) rassmotrim rØd

S_1 = ∞∑ k=1 (A(π_{τk}�_1 ), (π_{τk} − π_{τk}�_1 )), (4)

gde pod znakom summy stoit skalØrnoe proizvedenie dvuh dmernyh vektorov. KaßdaØ qastnaØ summa i rØd (esli on shoditsØ v kakom-libo smysle) rassmatriva¸tsØ kak sluqaænye veliqiny, t.e. kak izmerimye funkcii ot ξ ∈ D. Bolee togo, tak kak τ_k – vnutrennie markovskie momenty, to π_{τk} i vse summy – F^∘-izmerimye sluqaænye veliqiny. Shodimost~ qastnyh summ k predelu pri n → ∞ spravedliva dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii ξ, dlØ kotoroæ σ_Gξ < ∞. Nas interesuet shodimost~ rØda S_1 k predelu pri stremlenii parametra r melkosti razbieniØ k nul¸.

My budem rassmatrivat~ sluqaæ, kogda polumarkovskoe semeæstvo mer (P_x) takovo, qto (∀x ∈ G) P_x(σ_G < ∞) = 1. Pri zadannoæ naqal~noæ toqke traektorii x_0 rassmotrim matematiqeskoe oßidanie rØda (4), t.e. integral ot fftogo rØda po mere P_{x0} .

P_{x0} (S_1) = ∞∑ k=1 P_{x0} ((A(π_{τk}�_1 ), (π_{τk} − π_{τk}�_1 ))) =

= ∞∑ k=1 P_{x0} ((A(π_{τk}�_1 ), (P_{πτk}�_1 (π_{σE}0_k ) − π_{τk}�_1 ))),

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 231 gde E^′_k = el (π_0, r_k, M_{π0} ). DlØ zadannoæ naqal~noæ toqki x ∈ G imeem

P_x(π_{σE}0_k ) = ∫ ∂ E_k p h_Ex_k (0, p | x) dS(p), gde h_Ex_k (0, p | x) – plotnost~ raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda iz ffllipsoida E^x_k = el (x, r_k, M_x) ≡ M^{−1}_x B(0, r_k) + x ≡ r_kM^{−1}_x B + x v toqku p, esli naqal~naØ toqka ξ(0) = x (B = B(0, 1)). Primenim preobrazovanie sdviga, qtoby pomestit~ naqalo koordinat v toqku x. Pust~ h^x_Δ(0, p | 0) – preobrazovannaØ plotnost~: h^x_Δ(0, p − x | 0) = h_{Δ+x}(0, p | x). Togda

P_x(π_{σE}0_k ) = ∫ ∂(r_k M�1_x B)+x p h^x_{rk M}�1_{x B} (0, p − x | 0) dS(p) =

= ∫ ∂(r_kM�1_x B)

(y + x) h^x_{rkM}�1_{x B} (0, y | 0) dS(y) =

= x + ∫ ∂r_kB (M^{−1}_x y) h^x_{rk M}�1_{x B} (0, M^{−1}_x y | 0) ( J^{Mx}_{rk M}�_{1x B} (M^{−1}_x y) )_{−1} dS(y),

gde J^M_Δ (x) – kofffficient preobrazovaniØ razmera fflementa poverhnosti mnoßestva Δ v toqke x pri lineænom otobraßenii M (“Økobian”). DelennaØ na Økobian plotnost~ pod znakom integrala predstavlØet soboæ preobrazovannu¸ plotnost~ pri lineænom otobraßenii M_x, kotoru¸ my oboznaqim h^{x,Mx}_{rk B} (0, y | 0). Pri fftom oboznaqenii predyduwee vyraßenie ravno x + ∫ ∂r_kB (M^{−1}_x y) h^{x,Mx}_{rk B} (0, y | 0) dS(y) =

= x + ∫ ∂B r^d_k(M^{−1}_x p) h^{x,Mx}_{rkB} (0, r_kp | 0) dS(p). Izvestna asimptotika plotnosti h̃_B(λ, y|0) ≡ h̃^rk_B (λ, y|0) ≡ r^{d−1}_k h^{x,Mx}_{rk B} (λ, r_ky | 0)

232 B. P. HARLAMOV (sm. [6], teorema 5.12):

h̃_B(λ, p|0) = 1 ω_d ( 1 + r_k (_d∑ i=1 b^i(x)p^i + X_x(p) ) +

+r^2_k ( − c(λ, x) 1 d + Y_x(p) ) + o(r^2_k) ) (5) ravnomerno po x ∈ G i (∀l > 0) ravnomerno po λ ∈ [0, l), qleny X_x(p), Y_x(p) kak funkcii ot p ograniqeny i ortogonal~ny po otnoxeni¸ k l¸boæ postoØnnoæ i l¸boæ lineænoæ funkcii na poverhnosti xara B. PodstavlØØ ffto vyraßenie pod znak integrala, my poluqaem, qto predyduwee vyraßenie ravno

x + r^2_k ∫ ∂B (M^{−1}_x p) 1 ω_d d∑ i=1 b^i(x)p^i dS(p) + o(r^2_k) =

= x + r^2_k d (M^{−1}_x b(x)) + o(r^2_k),

gde b(x) – vektor s koordinatami b^i(x). Ots¸da poluqennoe vyxe vyraßenie dlØ matematiqeskogo oßidaniØ rØda predstavimo v vide

P_{x0} (S_1) = P_{x0} (_∞∑ k=1 ( A(π_{τk}�_1 ), ( r^2_k 1 d (M^{−1}_{πτk}�_1 b(π_{τk}�_1 ))+o(r^2_k ) ))) . (6)

My dokaßem, qto rØd pod znakom integrala shoditsØ v srednem kvadratiqnom kak F^∘-izmerimaØ funkciØ k nekotoromu predelu i naædem znaqenie fftogo predela pri r_1 → 0. DlØ fftogo my sperva rassmotrim asimptotiku momenta pervogo vyhoda iz ffllipsoidal~noæ okrestnosti naqal~noæ toqki.

Pust~ m_{Ek} (x, y) – uslovnoe matematiqeskoe oßidanie momenta pervogo vyhoda iz ffllipsoida E_k pri fiksirovannyh naqal~noæ toqke x i toqke pervogo vyhoda y, t.e. P_x-poqti navernoe m_{Ek} (x, y) ≡ P_x(σ_{Ek} | π_{σEk} = y) = m_{Ek} (y | x) h_{Ek} (0, y | x) , gde m_{Ek} (y | x) = − ∂ ∂λ h_{Ek} (λ, y | x) | | |_{λ=0}.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 233 Iz ravnomernoæ po λ asimptotiki (5) sleduet, qto m_{Ek} (x, y) = 1 d ω_d (γ(x) r^2_k + o(r^2_k))J^{Mx}_M�_{1x B} (y^′),

gde y^′ = (y − x)/r_k i γ(x) = ∂ ∂λ c(λ, x) | | |_{λ=0}. S drugoæ storony, h_{Ek} (0, y | x) = 1 ω_d (1 + o(1))J^{Mx}_M�_{1x B} (y^′).

Ots¸da m_{Ek} (x, y) = γ(x) d r^2_k + o(r^2_k). (7)

Sledovatel~no, uslovnoe matematiqeskoe oßidanie momenta pervogo vyhoda iz ffllipsoidal~noæ okrestnosti imeet glavnyæ qlen asimptotiki, kotoryæ P_x-poqti navernoe ne zavisit ot toqki pervogo vyhoda, kogda forma ffllipsoidal~noæ okrestnosti soglasovana s matriceæ diffuzionnyh kofffficientov uravneniØ (2) polumarkovskogo processa. Podstavim v (6) znaqeniØ r^2_k, vyraßennye qerez uslovnye m_{Ek} :

P_{x0}(S_1) = P_{x0} (_∞∑ k=1 ( A(π_{τk}�_1 ), ((M −1_{πτk} �1 b(π^{τk}�^1 )) γ(π_{τk}�_1 ) +

+o(1) )) m_{Ek} (π_{τk}�_1 , π_{τk} ) ) . (8)

Vyraßenie pod znakom integrala faktiqeski predstavlØet soboæ integral~nu¸ summu i shoditsØ v sredne kvadratiqnom smysle k nekotoromu F^∘-izmerimomu predelu. Qtoby dokazat~ ffto utverßdenie i naæti predel, udobnee vsego ispol~zovat~ rassmotrennyæ vyxe metod razbieniØ intervala vnutrennih momentov s pomow~¸ posledovatel~nosteæ vnutrennih momentov porØdkovogo tipa ω^n. Vmesto rØda (4) my rassmotrim rØd

S_n = ∑ k1,...,k_n (A(π_{τk1 ...kn}�_{1(kn}�_{1)} ), (π_{τk1...kn} − π_{τk1...kn}�_{1(kn}�_{1)} )) (9)

234 B. P. HARLAMOV i ego matematiqeskoe oßidanie – obobwenie predstavleniØ (8):

P_{x0}(S_n) =

= P_{x0} ( ∑ k1,...,k_n ( A(π_{τk1...(kn}�_{1)} ), ((M −1_{πτk} 1^{...}(^kn�1) b(π_{τk1...(kn}�_{1)} )) γ(π_{τk1 ...(kn}�_{1)} ) +

+o(1) )) m_{Ek1 ,...,kn} (π_{τk1...(kn}�_{1)} , π_{τk1...kn}�_{1(kn}�_{1)} ) ) . (10)

Toqno tak ße, kak v odnomernom sluqae, my ubeßdaemsØ, qto posledovatel~nost~ summ uslovnyh matamatiqeskih oßidaniæ momentov pervogo vyhoda iz promeßutoqnyh ffllipsoidal~nyh okrestnosteæ obrazuet martingal, shodØwiæsØ k znaqeni¸ additivnogo funkcionala μ_τ ≡ P_{π0} (τ | F^∘) v toqke σ_G pri roste porØdka razbieniØ, pri kotorom rasstoØnie meßdu razbiva¸wimi toqkami (v metrike prostranstva vnutrennih momentov) stremitsØ k nul¸; pri fftom vyraßenie (10) stremitsØ k matematiqeskomu oßidani¸ krivolineænogo integrala po additivnomu funkcionalu μ_τ [6]

P_{x0} (S_n) → P_{x0} σ_G∫

0 ( A(π_τ ), (M^{−1}_{πτ} b(π_τ )) γ(π_τ ) ) dμ_τ .

Oboznaqim

α_τ = τ∫ 0 (M^{−1}_{πτ1} b(π_{τ1} )) γ(π_{τ1} ) dμ_{τ1} , β_τ = π_τ − α_τ .

Iz predyduweæ formuly sleduet, qto dlØ l¸bogo vnutrennego momenta τ P_{x0} (β_τ ) = x_0. Dokaßem, qto dlØ l¸bogo vnutrennego momenta τ_1 P_{x0} (β_τ | F^∘_{τ1} ) = β_{τ1}

na mnoßestve {τ_1 6 τ } (P_{x0} -poqti navernoe), t.e. funkcional β_τ ØvlØetsØ martingalom kak funkciØ ot vnutrennego momenta. Deæstvitel~no, dlØ l¸byh τ_i ∈ T_∘ (i = 1, 2) takih, qto {τ_1 < τ_2}, suwestvuet τ^′_2 ∈ T_∘ takoe, qto τ_2 = τ_1 ˙+τ^′_2 [6]. Ots¸da π_{τ2} = π_τ0_2 θ_{τ1} .

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 235 Krome togo dlØ l¸boæ ograniqennoæ funkcii f(x) (x ∈ G) spravedlivo τ2∫ 0 f(π_τ ) dμ_τ = τ1∫ 0 f(π_τ ) dμ_τ + τ0_2∫

0 f(π_τ ) dμ_τ ∘ θτ_1 . Ots¸da dlØ l¸bogo B ∈ F^∘_{τ1}

P_x(β_{τ2} ; B ∩ {τ_1 < τ_2}) = P_x(β_{τ1} ; B ∩ {τ_1 < τ_2})+

+P_x(π_{τ2} − π_{τ1} − α_{τ2} + α_{τ1} ; B ∩ {τ_1 < τ_2}).

Pri fftom, soglasno polumarkovskomu svoæstvu processa, P_x(π_τ0_2 θ_{τ1} − α_τ0_2 θ_{τ1} − π_{τ1} ; B ∩ {τ_1 < τ_2}) =

= P_x(P_{πτ1} (β_τ0_2 ) − π_{τ1} ; B ∩ {τ_1 < τ_2}) = 0.

Martingal~noe svoæstvo dokazano dlØ momentov τ ∈ T_∘. Izvestno, qto mnoßestvo T_∘, dopolnennoe F^∘-izmerimymi lineænymi kombinaciØmi, plotno v T_∗ otnositel~no metriki ρ_ℓ. Ots¸da sleduet, qto martingal β_τ prodolßaetsØ na T_∗(ℓξ) s sohraneniem svoæstva martingala [3]. Summu (4) teper~ moßno perepisat~ v vide dvuh summ

S_1 = ∞∑ k=1 (A(π_{τk}�_1 ), (β_{τk} − β_{τk}�_1 )) + ∞∑ k=1 (A(π_{τk}�_1 ), (α_{τk} − α_{τk}�_1 )).

Vtoru¸ summu moßno zapisat~ v vide krivolineænogo integrala ∞∑ k=1 A(πτ_k�_1 ), τ_k∫

τ_k�1

(M^{−1}_{πτ} b(π_τ )) γ(π_τ ) dμ_τ = σ_G∫

0 (F (τ ), (M^{−1}_{πτ} b(π_τ ))) γ(π_τ ) dμ_τ , gde F (τ ) = A(π_{τk}�_1 ) togda i tol~ko togda, kogda τ_{r−1} 6 τ < τ_r . Pri fftom dlØ l¸boæ traektorii ξ ρ(π_τ (ξ), π_{τk}�_1 (ξ)) 6 C_Gr_k. Pofftomu Øsno, qto dlØ nepreryvnoæ vektornoæ funkcii A(x) (x ∈ G) predelom vtoroæ summy ØvlØetsØ krivolineænyæ integral σ_G∫

0 (A(π_τ ), (M^{−1}_{πτ} b(π_τ ))) γ(π_τ ) dμ_τ .

236 B. P. HARLAMOV PervaØ summa ØvlØetsØ integral~noæ summoæ stohastiqeskogo integrala po martingalu (mnogomernyæ variant), kotoryæ issledovan v sluqae odnomernogo parametriqeskogo mnoßestva ([4] i dr.). Osobennost~¸ ego v naxem sluqae ØvlØetsØ to, qto mnoßestvo parametrov ne ØvlØetsØ lineæno uporØdoqennym. My pokaßem, qto pervaØ summa stremitsØ k predelu v sredne kvadratiqeskom smysle pri stremlenii parametra melkosti razbieniØ k nul¸. DlØ fftogo my sperva dokaßem, qto martingal β_τ ØvlØetsØ kvadratiqno integriruemym, t.e. P_{x0}((β_{σG} )^2) < ∞, gde (β_{σG} )^2 = (β_{σG} , β_{σG} ) = ∑_d i=1(β^i_{σG} )^2 – skalØrnyæ kvadrat vektora β_{σG} . Deæstvitel~no, pri dannom razbienii intervala [0, σ_G) imeem

P_{x0} ((β_{σG} )^2) = P_{x0} (_∞ ∑ k=1 (β_{τk} − β_{τk}�_1 ) )_2 =

= P_{x0} (_∞ ∑ k=1 (β_{τk} − β_{τk}�_1 )^2 ) =

= P_{x0} (_∞ ∑ k=1 (π_{τk} − α_{τk} − π_{τk}�_1 + α_{τk}�_1 )^2 ) =

= P_{x0} (_∞∑ k=1 ((π_{τk}−π_{τk}�_1 )^2 + (α_{τk} − α_{τk}�_1 )^2 − 2(π_{τk}−π_{τk}�_1 , α_{τk} − α_{τk}�_1 )) ) =

= P_{x0} (_∞ ∑ k=1 ((π_{τk} − π_{τk}�_1 )^2 + o(r^2_k)) ) 6 Px_0 (_∞ ∑ k=1 (C^2_Gr^2_k + o(r^2_k)) ) < ∞. Rassmotrim ispol~zovannu¸ nami ranee ierarhiqesku¸ posledovatel~nost~ razbieniæ porØdkovyh tipov ω^n (n → ∞). Dokaßem, qto v sluqae kvadratiqno integriruemogo martingala posledovatel~nost~ integral~nyh summ, poluqaemyh iz (9) zamenoæ priraweniæ π_τ na priraweniØ β_τ , shoditsØ v sebe v srednekvadratiqeskom smysle. Imeem pri m < n ϵ_{mn} ≡ P_{x0} (( ∑ k1,...,k_m (A(π_{τk1...km}�_{1(km} �_{1)} ), (β_{τk1 ...km} −β_{τk1 ...km}�_{1(km}�_{1)} ))−

− ∑ k1,...,k_m,...,k_n (A(π_{τk1...kn}�_{1(kn}�_{1)} ), (β_{τk1...kn} − β_{τk1 ...kn}�_{1(kn}�_{1)} )) )_2 ) =

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 237

= P_{x0} ( ∑ k1,...,k_m,...,k_n ((A(π_{τk1...km}�_{1(km} �_{1)} )−

− A(π_{τk1...kn}�_{1(kn}�_{1)} )), (β_{τk1 ...kn} − β_{τk1 ...kn}�_{1(kn}�_{1)} )) )_2 ) , gde my ispol~zovali predstavlenie priraweniØ martingala pri razbienii nizxego porØdka qerez priraweniØ martingala pri razbienii vysxego porØdka: β_{τk1 ...km} − β_{τk1 ...km}�_{1(km}�_{1)} = = ∑ k_m+1,...,k_n (β_{τk1 ...km ...kn} − β_{τk1 ...km ...kn}�_{1(kn}�_{1)} ). Pol~zuØs~ svoæstvom martingala, my zamenØem pod znakom integrala kvadrat summy na summu kvadratov P_{x0} ∑ k1,...,k_m,...,k_n ( (A(π_{τk1...km}�_{1(km}�_{1)} )−

−A(π_{τk1...km...kn}�_{1(kn} �_{1)} )), (β_{τk1...km...kn} − β_{τk1...km...kn}�_{1(kn} �_{1)} ) )_2 ) . Tak kak ρ(π_{τk1 ...km}�_{1(km} �_{1)} , π_{τk1...kn}�_{1(kn}�_{1)} ) 6 C_Gr_{k1...km} i funkciØ A(x) ravnomerno nepreryvna na G, to dlØ l¸bogo ϵ > 0 suwestvuet porØdok razbieniØ m_0 takoæ, qto pri vseh m > m_0 |A(π_{τk1...km}�_{1(km}�_{1)} ) − A(π_{τk1...km...kn}�_{1(kn}�_{1)} )| < ϵ. Ots¸da

ϵ_{mn} 6 ϵ^2P_{x0} ∑ k1,...,k_n (β_{τk1 ...kn} − β_{τk1...kn}�_{1(kn}�_{1)} )^2 = ϵ^2P_{x0} ((β_G)^2).

Shodimost~ posledovatel~nosti (S_n) v srednekvadratiqeskom smysle dokazana. Predel fftoæ posledovatel~nosti my nazyvaem stohastiqeskim integralom po sledu polumarkovskogo processa i oboznaqaem l.i.m.S_n ≡ σ_G∫

0 A(π_τ ) dπ_τ .

238 B. P. HARLAMOV Oqevidno, qto predel fftot ne zavisit ot posledovatel~nosti razbieniæ, esli parametr melkosti razbieniæ v fftoæ posledovatel~nosti stremitsØ k nul¸. Vyxe my dokazali predstavlenie fftogo predela: σ_G∫

0 A(π_τ ) dπ_τ = σ_G∫

0 A(π_τ ) dβ_τ + σ_G∫

0 (A(π_τ ), (M^{−1}_{πτ} b(π_τ ))) γ(π_τ ) dμ_τ , (11)

gde pervyæ qlen pravoæ qasti – ffto stohastiqeskiæ integral po kvadratiqno integriruemomu martingalu na mnoßestve vnutrennih momentov, a vtoroæ qlen – krivolineænyæ integral po neubyva¸wemu F^∘-izmerimomu additivnomu funkcionalu.

4.3.2. Plotnost~ mery na mnoßestve sledov (mnogomernaØ).

Rassmotrim razbienie sleda traektorii ξ s koneqnym momentom pervogo vyhoda iz G s pomow~¸ posledovatel~nosti momentov pervogo vyhoda iz fflliptiqeskih okrestnosteæ (qastnye summy rØda (3)). Pust~ (P^{(1)}x ) i (P^{(2)}x ) – dva polumarkovskih semeæstva mer, sootvetstvu¸wih dvum qastnym differencial~- nym uravneniØm vida (2) s sovpada¸wimi matricami starxih kofffficientov, no s raznymi vektorami kofffficientov pri pervyh proizvodnyh b_1(x) i b_2(x) i s raznymi kofffficientami pri funkcii c_1(λ, x) i c_2(λ, x) (x ∈ G, λ ¿ 0). Soglasovannye sistemy ffllipsoidal~nyh okrestnosteæ toqek x ∈ G dlØ fftih dvuh processov identiqny. Postroim posledovatel~nost~ iterirovannyh momentov pervogo vyhoda iz ffllipsoidal~nyh okrestnosteæ, sootvetstvu¸wih posledovatel~nosti radiusov (r_n) (r_n → 0) i shodØwu¸sØ k σ_G, tak qto vypolnØetsØ ravenstvo (2). Pust~ t_n = τ_n(ξ), x_n = π_{τn} (ξ). Pri fftom t_n → σ_G(ξ) i x_n → π_{σG} (ξ). ZnaØ plotnosti raspredeleniØ toqek pervogo vyhoda iz ffllipsoidal~nyh okrestnosteæ, moßno vyqislit~ plotnosti popadaniØ v toqki (x_1, . . ., x_n), sootvetstvu¸wie dvum meram P^{(1)}x_0 i P^{(2)}x_0 . n∏ k=1 h^{(i)}_{Ek} (0, x_k| x_{k−1}) (i = 1, 2),

gde E_k = el (x_{k−1}, r_k, M_{xk}�_1 ). �ti plotnosti ØvlØ¸tsØ plotnostØmi raspredeleniæ “kvantovannogo” processa ~L^n_r (ξ), ostanovlennogo na n-om xage. Esli ffti plotnosti koneqny i ne ravny nul¸,

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 239 to suwestvuet plotnost~ odnogo takogo raspredeleniØ otnositel~no drugogo:

ρ^{n,r}_{21} (ξ) = n∏ k=1 h^{(2)}_{Ek} (0, x_k| x_{k−1})

h^{(1)}_{Ek} (0, x_k| x_{k−1}) . Suwestvovanie predela fftoæ vzaimnoæ plotnosti pri n → ∞ zavisit ot skorosti shodimosti mnoßiteleæ proizvedeniØ k edinice. DlØ privedeniØ fftoæ plotnosti k udobnoæ dlØ analiza forme primenim tri preobrazovaniØ: sdviga, masxtaba i formy, – kotorye perevodØt plotnost~ h v plotnost~ h̃ po formule

h_{Ek} (0, x_k| x_{k−1}) = h̃_B(0, p_k| 0) r^{d−1}J^M �1_{xk}�_1 B (p_k) , gde p_k = (1/r_k)M_{xk}�_1 (x_k − x_{k−1}). Imeem, soglasno formule (5),

ρ^{n,r}_{21} (ξ) = exp (_n ∑ k=1 (log h^{(2)}_{Ek} (0, x_k| x_{k−1}) − log h^{(1)}_{Ek} (0, x_k| x_{k−1})) ) =

= exp (_n ∑ k=1 (log h̃^{(2)}_B (0, p_k| 0) − log h̃^{(1)}_B (0, p_k| 0)) ) =

= exp (^n∑ k=1 (log(1+(b_2(x_{k−1}), p_k)r_k +X_{xk}�_1 (p_k)r_k +Y^{(2)}_{xk}�_1 (p_k)r^2_k +o(r^2_k))−

− log(1 + (b_1(x_{k−1}), p_k)r_k + X_{xk}�_1 (p_k)r_k + Y^{(1)}_{xk}�_1 (p_k)r^2_k + o(r^2_k))) ) , gde X_{xk}�_1 (p_k), Y^{(1)}x_k�_1 (p_k), Y^{(2)}x_k�_1 (p_k) – ortogonal~nye qleny. VypisyvaØ pervye dva qlena razloßeniØ logarifma v rØd Teælora: log(1 + x) = x − x^2/2 + o(x^2), – imeem

ρ^r_{21}(ξ) ≡ lim_{n→∞} ρ^{n,r}_{21} (ξ) = exp (^∞∑ k=1 ( r_k ( (b_2(x_{k−1}) − b_1(x_{k−1})), p_k ) +

+r^2_k ( Y^{(2)}_{xk}�_1 (p_k) − Y^{(1)}_{xk}�_1 (p_k) ) − r^2_k 2 (( b_2(x_{k−1}), p_k

)_2 − ( b_1(x_{k−1}), p_k)^2 ) − −r^2_kX_{xk}�_1 (p_k) ( (b_2(x_{k−1}) − b_1(x_{k−1})), p_k ) +o(r^2_k) )) .

240 B. P. HARLAMOV Dokazatel~stvo shodimosti P^{(1)}x_0 -poqti navernoe pri n → ∞ ne vyzyvaet zatrudneniæ. Dalee, blagodarØ svoæstvu ortogonal~- nosti funkciæ X_x i Y^{(i)}x k lineænoæ i postoØnnoæ funkciØm sootvetstvenno otnositel~no mery Lebega na poverhnosti ediniqnogo xara, integraly P^{(1)}x_k�_1 (p^i_kX_{xk}�_1 (p_k)) i P^{(1)}x_k�_1 (Y_{xk}�_1 (p_k)) ime¸t porØdok r_k. Ots¸da sleduet, qto

P^{(1)}_{x0} (_∞ ∑ k=1 p^i_kX_{xk}�_1 (p_k)r^2_k ) → 0, P^{(1)}_{x0} (_∞ ∑ k=1 p^i_kX_{xk}�_1 (p_k)r^2_k )_2 → 0,

P^{(1)}_{x0} (_∞ ∑ k=1 Y^{(i)}_{xk}�_1 (p_k)r^2_k ) → 0, P^{(1)}_{x0} (_∞ ∑ k=1 Y^{(i)}_{xk}�_1 (p_k)r^2_k )_2 → 0 pri stremlenii parametra melkosti razbieniØ r k nul¸, t.e. summy qlenov p^i_kX_{xk}�_1 (p_k)r^2_k i Y_{xk}�_1 (p_k)r^2_k stremØtsØ k nul¸ v smysle srednih kvadratov. Dalee, primenØØ formulu (5), imeem

P^{(1)}_{xk}�_1 ((b_i(x_{k−1}), p_k)^2) = 1 d (b_i(x_{k−1}))^2 + O(r_k).

Ots¸da

P^{(1)}_{x0} (_∞ ∑ k=1 ( (b_i(x_{k−1}), p_k)^2 − 1 d (b_i(x_{k−1}))^2 ) r^2_k )_2 → 0 pri stremlenii parametra r k nul¸. Krome togo vyrazim slagaemye pervoæ summy qerez ishodnye peremennye:

(b_i(x_{k−1}), r_kp_k) = (b_i(x_{k−1}), M_{xk}�_1 (x_k − x_{k−1})) =

= (M^T_{xk}�_1 b_i(x_{k−1}), (x_k − x_{k−1})).

Ots¸da dve summy v pokazatele ffksponenty stremØtsØ sootvetstvenno k stohastiqeskomu integralu i k krivolineænomu integralu po sledu traektorii processa (v smysle srednih kvadratov). Sama ße plotnost~ ρ^r_{21} stremitsØ k F^∘-izmerimoæ plotnosti ρ_{21} mery R^{(2)}x_0 otnositel~no mery R^{(2)}x_0 , gde R^{(i)}x_0 = P^{(i)}x_0 ∘ ℓ^{−1} (ℓξ – sled traektorii ξ). Takim obrazom,

ρ_{21}(ℓ) = exp (^σG∫ 0 ( M^T_{πτ} ( b_2(π_τ ) − b_1(π_τ ) ) , dπ_τ ) −

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 241 − 1 2 σ_G∫

0 (( b_2(π_τ )

)_2 − ( b_1(π_τ )

)_2) 1

γ_1(π_τ ) dμ_τ ) . (12)

Tak ße, kak i v sluqae odnomernogo processa, ffta plotnost~ moßet byt~ vyraßena v terminah associirovannogo markovskogo processa (P^{(1)}_x ) i inducirovannogo mnogomernogo vinerovskogo processa. Moßno pokazat~, qto ffto vyraßenie soglasuetsØ s plotnost~¸ mer v klasse markovskih processov diffuzionnogo tipa.

5. Absol¸tnaØ nepreryvnost~ mer processov hoda vremeni

DlØ polumarkovskogo processa raspredelenie processa hoda vremeni otnositel~no sleda opredelØetsØ s pomow~¸ uslovnoæ proizvodØweæ funkcii P_x(exp(−λτ )|F^o) ≡ exp(−b(λ, τ |x)) (λ > 0, τ ∈ T_∗), gde b(λ, τ |π_0) ≡ b(λ, τ ) – F^o-izmerimyæ additivnyæ funkcional: dlØ l¸byh τ_1, τ_2 ∈ T_∗

b(λ, τ_1 ˙+τ_2) = b(λ, τ_1) + b(λ, τ_2) ∘ θ_{τ1}

[3, s. 290]. My predpoloßim, qto fftot funkcional P_x-poqti navernoe nepreryven otnositel~no metriki ρ_ℓ. Iz additivnosti fftogo funkcionala sleduet ego predstavlenie v forme Levi b(λ, τ ) = λa(τ ) + ∞∫ 0+ (1 − exp(−λu)) n(τ, du), gde a(τ ) – neubyva¸wiæ additivnyæ funkcional determinirovannogo hoda vremeni i pri l¸bom B ∈ B(R_+) n(τ, B) – neubyva- ¸wiæ additivnyæ funkcional sluqaænogo hoda vremeni (funkcional Levi). Funkcional a(τ ) opredelØet uslovnu¸ determinirovannu¸ meru a([τ_1, τ_2)_ℓ) = a(τ_2) − a(τ_1). Funkcional Levi opredelØet meru n([τ_1, τ_2)_ℓ × B) = n(τ_2, B) − n(τ_1, B) na metriqeskom prostranstve ℓξ × (0, ∞) (mera Levi), kotoraØ ØvlØetsØ meroæ intensivnosti puassonovskoæ sluqaænoæ mery P (puassonovskoe toqeqnoe pole) na ℓξ × (0, ∞), raspredelenie kotoroæ zavisit ot ℓξ: P_x(P([τ_1, τ_2)_ℓ ×B) = k|F^o) = 1 k! (n([τ_1, τ_2)_ℓ ×B))^k exp(−n([τ_1, τ_2)_ℓ ×B))

242 B. P. HARLAMOV

(k ¿ 0 celoe). Pri fftom Px-poqti navernoe

τ = a([0, τ )_ℓ) + ∞∫ 0+ u P([0, τ )_ℓ × du) – predstavlenie Levi. PuassonovskaØ sostavlØ¸waØ v fftoæ formule opredelØet skaqki processa hoda vremeni, kotorye estestvenno interpretirovat~ kak intervaly postoØnstva traektorii. Takim obrazom, additivnyæ funkcional η_τ P_x-poqti navernoe predstavlØet soboæ process s nezavisimymi priraweniØmi na lineæno-uporØdoqennom metriqeskom prostranstve. Moßno dokazat~, qto na takoæ process rasprostranØ¸tsØ rezul~taty Skorohoda ob absol¸tnoæ nepreryvnosti analogiqnyh processov na otrezke prØmoæ. DlØ vzaimnoæ absol¸tnoæ nepreryvnosti mer takih processov neobhodimo, qtoby ih determinirovannye komponenty sovpadali. Pri vypolnenii fftogo usloviØ vzaimnaØ absol¸tnaØ nepreryvnost~ mer fftih processov opredelØetsØ merami Levi ih puassonovskih komponent. Pust~ S^{(i)}x (·| l) – raspredelenie hoda vremeni otnositel~no sleda l ∈ M, sootvetstvu¸wee uslovnomu raspredeleni¸ P^{(i)}x (·|F^o), i n_i – ego mera Levi (i = 1, 2). Teorema Skorohoda [2] utverßdaet sledu¸wee: mery puassonovskih komponent processov s nezavisimymi priraweniØmi vzaimno absol¸tno nepreryvny togda i tol~ko togda, kogda vzaimno absol¸tno nepreryvny mery intensivnosti puassonovskih komponent i plotnost~ ϕ_{21} ≡ dn_2/dn_1 odnoæ mery intensivnosti otnositel~no drugoæ udovletvorØet uslovi¸ ∫ [0,σ(_{a,b}))_ℓ×(0,∞) (1 − ϕ_{21}(τ, u))^2 1 + (ϕ_{21}(τ, u))^2 n_i(dτ × du) < ∞ (i = 1, 2).

Pri fftom ~ρ_{21}(η) ≡ (dS^{(2)}_x /dS^{(1)}_x )(η) =

= exp ( ∫ [0,σ(_{a,b}))_ℓ ×(0,∞) ln ϕ_{21}(τ, u) P(dτ × du)+

+ ∫ [0,σ(_{a,b}))_ℓ ×(0,∞) (1 − ϕ_{21}(τ, u)) n_1(dτ × du) ) .

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ MER 243 UqityvaØ vozmoßnu¸ beskoneqnost~ znaqeniæ puassonovskoæ mery i mery ee intensivnosti v okrestnosti mnoßestva [0, σ_{(a,b)})_ℓ × {0}, predyduwie integraly sleduet ponimat~ v rasxirennom smysle: suwestvuet c > 0 takoe, qto plotnost~ ~ρ_{21}(η) vyqislØetsØ po formule exp ( ∫ |1−ϕ21|6c ln ϕ_{21}(τ, u) (P(dτ × du) − n_1(dτ × du))+

+ ∫ |1−ϕ21|>c ln ϕ_{21}(τ, u) P(dτ × du)+

+ ∫ |1−ϕ21|6c (1 − ϕ_{21}(τ, u) + ln ϕ_{21}(τ, u)) n_1(dτ × du)+

+ ∫ |1−ϕ21|>c (1 − ϕ_{21}(τ, u)) n_1(dτ × du) ) .

6. Plotnost~ mery processa

Itak, pri vypolnenii usloviæ suwestvovaniØ plotnosteæ ρ_{21} i ~ρ_{21} plotnost~ ρ_{21} ≡ dP^{(2)}x /dP^{(1)}x vyraßaetsØ formuloæ: P^{(1)}x - poqti navernoe ρ_{21} = ρ_{21}(ℓ) ~ρ_{21}(η) =

= exp (^σG∫ 0 ( M^T_{πτ} ( b_2(π_τ ) − b_1(π_τ ) ) , dπ_τ ) −

− 1 2 σ_G∫

0 (( b_2(π_τ )

)_2 − ( b_1(π_τ )

)_2) 1 γ_1(π_τ ) dμ_τ +

+ ∫ [0,σ(_{a,b}))_ℓ×(0,∞) ln ϕ_{21}(τ, u) P(dτ × du)+

+ ∫ [0,σ(_{a,b}))_ℓ×(0,∞) (1 − ϕ_{21}(τ, u)) n_1(dτ × du) ) .

244 B. P. HARLAMOV

Literatura

1. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion. Facts and Formulas, Birkhäuser Verlag (1996).

2. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, TeoriØ sluqaænyh processov, Tom I. Nauka, M. (1971).

3. R. X. Lipcer, A. N. XirØev, Statistika sluqaænyh processov. Nauka, M. (1974).

4. R. X. Lipcer, A. N. XirØev, TeoriØ martingalov. Nauka, M. (1986). 5. A. V. Skorohod, Sluqaænye processy s nezavisimymi priraweniØmi. Nauka, M. (1964).

6. B. P. Harlamov, Nepreryvnye polumarkovskie processy. Nauka, SPb (2001).

Harlamov B. P. Absolute continuity of measures in the class of semi- Markov processes of diffusion type.

The property of absolute continuity of measures in the class of semi- Markov processes of diffusion type is investigated. The measure of such a process can be represented in the form of a composition of two measures. The first one is a distribution of a random track, and the second one is a conditional distribution of a time run along the track. The desired density (if it exists) is represented in the form of product of two corresponding densities. The first density is based on the asymptotic of the distribution density of the first exit point for the process, exiting from an ellipsoidal neighborhood of its initial point. In terms of the associated Markov process and the induced Wiener process this formula coincides with the known formula for a density of a diffusion type Markov process measure. The second density is based on the semi-Markov property, which implies that the conditional distribution of the time run given track is a distribution of a monotone process with independent increments.

Postupilo 12 i¸lØ 2002 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN