Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 295, 2003 g.

E. V. Frolova

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA V SOBOLEVSKIH PROSTRANSTVAH

PosvØwaetsØ akademiku O. A. Ladyßenskoæ k ee ¸bile¸

1. Vvedenie i postanovka zadaqi

Zadaqa Verigina [1] opisyvaet process nagnetaniØ ßidkosti v poristu¸ sredu. Takoæ process proishodit, naprimer, pri zatoplenii neftØnyh skvaßin vodoæ (voda pod davleniem vytesnØet znaqitel~no bolee vØzku¸ neft~) ili pri nagnetanii cementnyh, glinistyh rastvorov, provodimom dlØ uveliqeniØ proqnosti gidrotehniqeskih soorußeniæ (proishodit vytesnenie vody iz poristoæ sredy bolee vØzkoæ ßidkost~¸). Zadaqa Verigina ØvlØetsØ zadaqeæ so svobodnoæ graniceæ tak kak neizvestna poverhnost~, razdelØ¸waØ ßidkosti i davleniØ nagnetaemoæ i vytesnØemoæ ßidkosteæ.

V mnogomernom sluqae zadaqa Verigina rassmatrivalas~ E. V. Radkeviqem [2], G. I. Bißanovoæ i V. A. Solonnikovym [3, 4]. V qastnosti, v [3] privoditsØ podrobnoe dokazatel~stvo lokal~noæ po vremeni teoremy suwestvovaniØ v vesovyh prostranstvah Gel~dera.

DannaØ rabota stavit cel~¸ dokazatel~stvo odnoznaqnoæ razreximosti zadaqi v anizotropnyh prostranstvah Soboleva. DlØ fftogo ispol~zuetsØ modifikaciØ preobrazovaniØ E. Hanzavy [5], predloßennaØ v rabote [6] pri dokazatel~stve lokal~noæ po vremeni teoremy suwestvovaniØ rexeniØ odnofaznoæ zadaqi Stefana v Sobolevskih prostranstvah. �to preobrazovanie opisano takße v [7], gde ukazyvaetsØ na vozmoßnost~ poluqeniØ s ego pomow~¸ analogiqnyh rezul~tatov dlØ dvuhfaznyh zadaq Ste-

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI, grant ˝ 01-01-00330). 180

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 181 fana i Verigina. Tak ße kak i v [6], my dokaßem suwestvovanie rexeniØ, gladkost~ kotorogo ne umen~xaetsØ so vremenem.

Pust~ Ω^1_t , Ω^2_t ⊂ R^n – neograniqennye oblasti, priqem Ω^1_t ∩Ω^2_t =

Γ_t, ∂Ω^1_t = S_1 ∪ Γ_t, ∂Ω^2_t = S_2 ∪ Γ_t, gde S_1 i S_2 – izvestnye ne-

pereseka¸wiesØ giperpoverhnosti, Γ_t – svobodnaØ poverhnost~, razdelØ¸waØ oblasti Ω^1_t i Ω^2_t , predpolagaetsØ, qto Γ_t ne imeet obwih toqek s poverhnostØmi S_1 i S_2. Budem sqitat~, qto v okrestnosti kaßdoæ toqki poverhnosti S_i, i = 1, 2 suwestvuet gladkiæ diffeomorfizm, rasprØmlØ¸wiæ granicu, i vypolneny vse usloviØ, kotorye obyqno trebu¸tsØ pri postroenii regulØrizatora [8]. Sistemu koordinat vyberem takim obrazom, qtoby vnexnØØ normal~ k Ω^1_t na poverhnosti Γ_t byla napravlena v storonu vozrastaniØ x_n. DlØ uproweniØ zapisi preobrazovaniæ koordinat predpoloßim takße, qto v naqal~nyæ moment vremeni poverhnost~ Γ_0 raspoloßena vnutri polosy −ν ≤ x_n ≤ ν, a poverhnosti S_1 i S_2 ne pereseka¸t polosu −7ν ≤ x_n ≤ 7ν, gde ν > 0. Zadaqa Verigina sostoit v opredelenii poloßeniØ poverhnosti Γ_t i funkciæ u^1(x, t), u^2(x, t), opisyva¸wih davlenie nagnetaemoæ i vytesnØemoæ ßidkosteæ v oblastØh Ω^1_t i Ω^2_t sootvetstvenno i ØvlØ¸wihsØ rexeniem sledu¸weæ naqal~no-kraevoæ zadaqi:

u^i_t − α_iΔu^i = 0, x ∈ Ω^i_t, t > 0, i = 1, 2, (1.1) u^i | |_{t=0} = u^i_0, (1.2)

u^1 | |_{x∈Γt} = u^2 | |_{x∈Γt} , (1.3)

α_1 ∂u^1 ∂n | x∈Γ_t = α2 ∂u^2 ∂n | x∈Γ_t , (1.4)

μV_n + α_1 ∂u^1 ∂n | |_{x∈Γt} = 0, (1.5) ∂u^i ∂n | |_{x∈Si} = 0, (1.6)

gde α_i > 0, μ > 0, v usloviØh (1.4), (1.5)^∂_{∂n} – proizvodnaØ po napravleni¸ normali ⃗n, vnexneæ k oblasti Ω^1_t , V_n – skorost~ dvißeniØ svobodnoæ granicy v napravlenii vektora ⃗n.

182 E. V. FROLOVA

Predpoloßim, qto neizvestnaØ poverhnost~ Γ_t moßet byt~ zadana Øvnym uravneniem

x_n = ξ(x^′, t), x^′ = (x_1, . . . , x_{n−1}) ∈ R^{n−1}, (1.7)

gde ξ(x^′, 0) = ξ_0(x^′) – izvestnaØ funkciØ. Togda uslovie (1.5) prinimaet vid

μξ_t + α_1(u^1_{xn} − ∇^′ξ · ∇^′u^1) | |_{x∈Γt} = 0. (1.5^′)

My ograniqimsØ rassmotreniem periodiqeskoæ zadaqi, predpolagaØ, qto funkcii ξ_0, u^i_0 ØvlØ¸tsØ periodiqeskimi po peremennym x^i, i = 1, . . . , n − 1 s periodom 1 i izvestnye poverhnosti

S_1, S_2 periodiqeski menØ¸tsØ otnositel~no x_i, i = 1, . . . , n − 1

s periodom 1. V fftom sluqae rexenie zadaqi (1.1)–(1.6) i vseh vspomogatel~nyh zadaq takße budut ØvlØt~sØ periodiqeskimi.

2. Funkcional~nye prostranstva

Oboznaqim qerez B_1(a) ediniqnyæ kub prostranstva R^{n−1}:

B_1(a) = {x^′ ∈ R^{n−1} | ||x_i − a_i| < 1 2 , i = 1, . . . , n − 1}, qerez Π_{1,a} – polosu B_1(a) × R = {x ∈ R^n | |x^′ ∈ B_1(a)}. DlØ proiz-

vol~nogo Ω ⊂ R^n poloßim Ω^′(a) = Ω ∩ Π_{1,a}.

Qerez ~W^{2−γ}_p (R^{n−1}), γ ∈ (0, 1) oboznaqim prostranstvo vseh periodiqeskih funkciæ, ime¸wih obobwennye proizvodnye pervogo porØdka i koneqnu¸ normu

‖u‖_{~W} 2−γ_{p (}R_{n−1)} = ‖u‖_W 2−γ_{p (B1(a))} = ∑ |α|≤1 ∫ B_1(a) |D^α_x u(x)|^pdx

+ ∑ |α|=1 ∫ B_1(a) ∫ B_1(a) |D^α_x u(x) − D^α_y u(y)|^p dxdy |x − y|^{n−1+p(1−γ)} 1/p ,

α = (α_1, . . . , α_{n−1}), D^α_x = ∂^{|α|} ∂^{α1} x_1 . . . ∂^{αn−1} x_{n−1} , ∀a ∈ R^{n−1}. Pust~ Ω ⊂ R^n – periodiqeskaØ oblast~, Ω_T = Ω × [0, T ], pod ~L_p(Ω_T ) podrazumevaetsØ prostranstvo vseh periodiqeskih

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 183 funkciæ s koneqnoæ normoæ v L_p(Ω^′_T (a)), ∀a ∈ R^{n−1}. Qerez

~W^{2,1}_p (Ω_T ) oboznaqim prostranstvo vseh periodiqeskih funkciæ u(x, t), opredelennyh v Ω_T , ime¸wih obobwennye proizvodnye D^α_x u(x, t), α = (α_1, . . . , α_n), |α| ≤ 2, D_tu(x, t) i koneqnu¸ nor- mu ‖u‖^{(2)}_{p,ΩT} = ‖u‖_{~W} 2,1_{p (ΩT )} = ‖u‖_W 2,1_{p (Ω}′_{T (a))}

= T∫ 0 ∫ Ω^′(a) ( ∑ |α|≤2 |D^α_x u(x, t)|^p + |D_tu(x, t)|^p ) dxdt 1/p , ∀a ∈ R^{n−1}.

Pust~ S ⊂ Ω – periodiqeskaØ poverhnost~, ~W^{2−1/p,1−1/2p}p (S_T ) – prostranstvo sledov funkciæ iz ~W^{2,1}_p (Ω_T ) na poverhnosti S_T =

S×[0, T ] s koneqnoæ normoæ ‖u‖^{(2−1/p)}_{p,ST} , kotoraØ opredelØetsØ este-

stvennym obrazom (sm., naprimer, [6]).

Qerez ~W_o^{2,1}_p (Ω_T )(~W_o^{2−1/p,1−1/2p}

p (S_T )) oboznaqim podprostranstvo

funkciæ iz ~W^{2,1}_p (Ω_T )(~W^{2−1/p,1−1/2p}

p (S_T )), udovletvorØ¸wih nule-

vym naqal~nym usloviØm:

u|_{t=0} = ∂u ∂t |_{t=0} = 0 (u|_{t=0} = 0).

V periodiqeskoæ oblasti s podvißnoæ graniceæ Q_T = {(x, t)|t ∈

[0, T ], x ∈ Ω_t} opredelim anizotropnye prostranstva Soboleva ~W^{2,1}_p (Q_T ) kak prostranstva periodiqeskih funkciæ u(x, t), ime-

¸wih v Q_T obobwennye proizvodnye D^α_x u(x, t), |α| ≤ 2, D_tu(x, t) i koneqnu¸ normu

|||u|||^{(2)}_{p,QT} = T∫ 0 dt ∫ Ω^′_t(a) ( ∑ |α|≤2 |D^α_x u(x, t)|^p + |D_tu(x, t)|^p)dx 1/p .

~W_o^{2,1}_p (Q_T ) – podprostranstvo funkciæ iz ~W^{2,1}_p (Q_T ), udovletvorØ-

¸wih nulevym naqal~nym usloviØm.

Prostranstvo sledov funkciæ iz ~W^{2,1}_p (Q_T ) na dvißuweæsØ poverhnosti Γ_t oboznaqim qerez ~W^{2−1/p,1−1/2p}p (Γ^T ), Γ^T =

184 E. V. FROLOVA {(t, x)|t ∈ [0, T ), x ∈ Γ_t}. My predpolagaem, qto poverh-

nost~ Γ_t zadaetsØ Øvnym uravneniem x_n = ∑ (x^′, t), gde funk- ciØ ∑ ∈ ~W^{2−1/p,1−1/2p} p (R^{n−1}_T ) i imeet proizvodnu¸ po vreme-

ni, oblada¸wu¸ dopolnitel~noæ gladkost~¸, a imenno, ∑ t ∈ ~W^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_T ). PredpolagaØ, qto p > n + 2, poluqaem v si-

lu teoremy vloßeniØ [8], qto proizvodnye funkcii, zada¸weæ poverhnost~ kak po prostranstvennym peremennym, tak i po vremeni, udovletvorØ¸t uslovi¸ Gel~dera. Vsledstvie fftogo normu v prostranstve sledov moßem opredelit~ po sledu¸weæ formule: ‖u(x, t)‖^{(2−1/p)} p,Γ_t = ‖u(x ′, Σ(x^′, t), t)‖^{(2−1/p)} p,R^{n−1}T^{, p > n + 2.} 3. Formulirovka rezul~tata Osnovnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Predpoloßim, qto

u^i_0 ∈ ~W^{2−2/p}_p (Ω^i_0), ξ_0 ∈ ~W^{2−2/p}_p (R^{n−1})

s nekotorym p > n + 2, vypolnØ¸tsØ usloviØ soglasovaniØ:

u^1_0|_{x∈Γ0} = u^2_0|_{x∈Γ0} , ∂u^i_0 ∂n |_{x∈Si} = 0, α_1 ∂u^1_0 ∂n |_{Γ0} = α_2

∂u^2_0 ∂n |_{Γ0}

i ime¸t mesto neravenstva ( ∂u^{(2)}_0 ∂n − ∂u^{(1)}_0 ∂n ) | |_{x∈Γ0} ≥ δ > 0, (3.1)

[α∇u_0]_{Γ0} ≤ εδ, (3.2)

gde ε dostatoqno maloe poloßitel~noe qislo.

Togda pri nekotorom poloßitel~nom t^∗ suwestvuet periodiqeskaØ funkciØ ξ : R^{n−1}×[0, t^∗) → R, sovpada¸waØ pri t = 0 s ξ_0 i ime- ¸waØ proizvodnu¸ po vremeni, takaØ, qto ξ ∈ ~W^{2−1/p,1−1/2p}p (R^{n−1}_t∗ ), ξ_t ∈ ~W^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_t∗ ). V oblastØh Ω^1_t , Ω^2_t , razdelØemyh poverhnost~¸ Γ_t, zadannoæ uravneniem x_n = ξ(x^′, t), t ∈ [0, t^∗), suwestvu-

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 185 ¸t periodiqeskie funkcii u^1 ∈ ~W^{2,1}_p (Q^1_t∗ ), u^2 ∈ ~W^{2,1}_p (Q^2_t∗ ), kotorye ØvlØ¸tsØ rexeniem zadaqi (1.1)–(1.6), i imeet mesto ocenka ‖ξ‖^{(2−1/p)} p,R^{n−1}t∗^{+ ‖ξt‖(1−1/p)}p,R^{n−1}t∗^{+ |||u1|||(2)}p,Q^1t∗^{+ |||u2|||(2)}p,Q^2t∗ ≤ C(‖ξ_0‖_{~W} 2−2/p_{p (}R_{n−1)} + ‖u^1_0‖_{~W} 2−2/p_{p (Ω10)} + ‖u^2_0‖_{~W} 2−2/p_{p (Ω20)}).

(3.3)

Zameqanie 1 UsloviØ (3.1), (3.2), ØvlØ¸wiesØ dostatoqnymi

dlØ razreximosti zadaqi Verigina, stavØtsØ takße i pri issledovanii zadaqi v Gel~derovskih prostranstvah [2, 3].

Zameqanie 2 Soglasno teoremam o sledah [6, 7] dlØ nekoto-

rogo fiksirovannogo t_0 ∈ (0, t^∗) funkciØ ξ(x^′, t_0) prinadleßit prostranstvu ~W^{2−2/p}p (R^{n−1}), funkciØ u^i(x, t_0) prinadleßit prostranstvu ~W^{2−2/p}p (Ω^i_{t0} ). Sledovatel~no, Teorema 1 garantiruet suwestvovanie rexeniØ zadaqi (1.1)-(1.6), gladkost~ kotorogo ne umen~xaetsØ so vremenem.

4. Perehod k zadaqe v oblasti s izvestnoæ graniceæ Pust~ funkciØ ∑ ∈ ~W^{2−1/p,1−1/2p} p (R^{n−1}_T ) takaØ, qto ee proiz-

vodnaØ po vremeni obladaet dopolnitel~noæ gladkost~¸: ∑ t ∈ ~W^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_T ), udovletvorØet tem ße naqal~nym uslovi-

Øm, qto i neizvestnaØ funkciØ ξ(x^′, t):

Σ|_{t=0} = ξ|_{t=0} = ξ_0,

Σ_t|_{t=0} = ξ_t|_{t=0} = α_1 μ (∇^′ξ_0 · ∇^′u^1_0 − u^1_{0xn} )|_{Γ0} (4.1)

i ocenke ‖Σ‖^{(2−1/p)} p + ‖Σ_t‖^{(1−1/p)}_p ≤ C(‖ξ_0‖_{~W} 2−2/p_{p (}R_{n−1)} + ‖u^1_0‖_{~W} 2−2/p_{p (Ω10)}).

(4.2)

Poskol~ku ξ_0 ∈ ~W^{2−2/p}p (R^{n−1}), (∇^′ξ_0·∇^′u^1_0−u^1_{0xn} )|_{Γ0} ∈ ~W^{1−3/p}p (R^{n−1}), vozmoßnost~ postroeniØ funkcii ∑ s takimi svoæstvami vytekaet iz lemmy 1 raboty [6].

Vypolnim preobrazovanie koordinat y = Y (x, t) tak, qtoby oblasti Ω^1_t , Ω^2_t perexli v oblasti ^Ω^1_t , ^Ω^2_t , razdelØemye giperpoverhnost~¸ ^Γ_t, kotoraØ v prostranstve novyh peremennyh y opredelØetsØ uravneniem y_n = ∑ (y^′, t). Zadadim obratnoe pre-

obrazovanie x = Y^{−1}(y, t) formuloæ

x^′ = y^′, x_n = y_n + Φ(y^′, y_n, t), (4.3)

186 E. V. FROLOVA predpolagaØ, qto neizvestnaØ funkciØ Φ = { Φ^1, y ∈ ^Ω^1_t Φ^2, y ∈ ^Ω^2_t

udovletvorØet usloviØm

Φ^1|_{y∈^Γt} = Φ^2|_{y∈^Γt} , Φ^i|_{y∈Si} = 0, i = 1, 2,

Φ|_{t=0} = 0, Φ(y^′, Σ(y^′, t), t) = ξ(y^′, t) − Σ(y^′, t).

(4.4)

Pri sdelannyh vyxe predpoloßeniØh otnositel~no poloßeniØ poverhnosteæ Γ_0, S_1, S_2, ne ograniqivaØ obwnosti, moßem sqitat~, qto dlØ dostatoqno malyh znaqeniæ t poverhnost~ ^Γ_t ne vyhodit za predely polosy −2ν ≤ y_n ≤ 2ν, a poverhnosti S_1 i

S_2 ne pereseka¸t polosu −6ν ≤ y_n ≤ 6ν.

Vsledstvie (4.1), (4.4) imeem

Φ(y^′, Σ(y^′, 0), 0) = 0, ∂Φ ∂t (y^′, Σ(y^′, t), t)|_{t=0} = 0.

Oboznaqim ^u(y, t) = u(Y^{−1}(y, t), t) = { u^1(Y^{−1}(y, t), t), y ∈ ^Ω^1_t u^2(Y^{−1}(y, t), t), y ∈ ^Ω^2_t i vospol~zuemsØ sledu¸wimi sootnoxeniØmi [6] ∇^′u = ∇^′^u − ^u_{yn} 1 + Φ_{yn} ∇^′Φ, u_{xn} = 1 1 + Φ_{yn} ^u_{yn} , u_t = ^u_t − Φ_t 1 + Φ_{yn}

^u_{yn} , (4.5)

∇^′ξ = (∇^′Φ + (1 + Φ_{yn} )∇^′Σ)|_{y∈^Γt} ,

ξ_t = (Φ_t + (1 + Φ_{yn} )Σ_t)|_{y∈^Γt} .

V prostranstve novyh peremennyh y uravneniØ (1.1) prinima- ¸t vid L_Φi ^u^i − ^u^i_{yn} 1 + Φ^i_{yn}

L_Φi Φ^i = 0, y ∈ ^Ω^i_t, t > 0, (4.6)

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 187 gde L_Φi ^u^i = ^u^i_t − α_i n−1∑ j=1 ^u^i_{yj yj} + α_i⃗a(∇Φ^i) · ∇^u^i_{yn} , ⃗a = (a_1, . . . , a_n)^T , a_j(∇Φ^i) = 2Φ^i_{yj} 1 + Φ_{yn} , j = 1, . . . , n − 1,

a_n(∇Φ^i) = −

1 + |∇^′Φ^i|^2 (1 + Φ^i_{yn} )^2 , i = 1, 2. Naqal~nye usloviØ (1.2) i kraevye usloviØ (1.6) na nepodvißnyh qastØh granicy sohranØ¸t svoæ vid:

^u^i|_{t=0} = u^i_0, (4.7) ∂^u^i ∂n |_{x∈Si} = 0. (4.8)

Kraevye usloviØ na svobodnoæ poverhnosti Γ_t perehodØt v sledu¸wie kraevye usloviØ na izvestnoæ dvißuweæsØ poverhnosti ^Γ_t:

^u^1|_{^Γt} = ^u^2|_{^Γt} , (4.9)

μΦ_t + μΦ^1_{yn} Σ_t + B_Φ1 ^u^1 = −μΣ_t, x ∈ ^Γ_t, (4.10)

B_Φ1 ^u^1 = B_Φ2 ^u^2, x ∈ ^Γ_t, (4.11) gde B_Φi ^u^i = α_i

( 1 + |∇^′Φ^i|^2

1 + Φ^i_{yn}

+ ∇^′Σ · ∇^′Φ^i ) ^u^i_{yn} −α_i(∇^′Φ^i + (1 + Φ^i_{yn} )∇^′Σ) · ∇^′^u^i.

(4.12)

Svedem zadaqu (4.4), (4.6)–(4.11) k zadaqe s nulevymi naqal~- nymi usloviØmi, dlØ qego rassmotrim vspomogatel~nu¸ zadaqu soprØßeniØ:

w^i_t − α_iΔw^i = 0, y ∈ ^Ω^i_t,

w^1|_{^Γt} = w^2|_{^Γt} ,

α_1 ∂w^1 ∂n |_{^Γt} = α_2 ∂w^2 ∂n |_{^Γt} , (4.13)

188 E. V. FROLOVA ∂w^i ∂n |_{Si} = 0, w^i|_{t=0} = u^i_0, i = 1, 2.

Rexenie zadaqi (4.6)-(4.11) budem iskat~ v vide ^u^i = w^i + v^i, gde w^i – rexenie zadaqi soprØßeniØ (4.13).

Predpoloßim takße, qto neizvestnye funkcii Φ^1, Φ^2 udovletvorØ¸t uravneniØm L_Φi Φ^i = 0, x ∈ ^Ω^i_t. �to vozmoßno, tak kak vyxe my predpolagali tol~ko qto Φ^i udovletvorØ¸t naqal~nym i kraevym usloviØm (4.4). My pridem k sledu¸weæ sisteme uravneniæ dlØ neizvestnyh funkciæ Φ^i, v^i, i = 1, 2: L_Φi v^i = −L_Φi w^i, y ∈ ^Ω^i_t, t > 0, L_Φi Φ^i = 0, y ∈ ^Ω^i_t, t > 0,

v^i|_{t=0} = 0, Φ^i|_{t=0} = 0, y ∈ Ω^i_0,

v^1|_{y∈^Γt} = v^2|_{y∈^Γt} , Φ^1|_{y∈^Γt} = Φ^2|_{y∈^Γt} , (4.14) Φ^i|_{y∈Si} = 0, ∂v^i ∂n |_{y∈Si} = 0, μΦ_t + μΦ^1_{yn} Σ_t + B_Φ1 v^1 = −μΣ_t − B_Φ1 w^1, y ∈ ^Γ_t,

B_Φ1 v^1 − B_Φ2 v^2 = B_Φ2 w^2 − B_Φ1 w^1, y ∈ ^Γ_t.

Teorema 2. Pust~ ξ0 ∈^~W^{2−2/p}p (R^{n−1}), u^i_0 ∈^~W^{2−2/p}p (Ω^i_0), gde ∂Ω^i_0 =

S_i ∪ Γ_0, Γ_0 : y_n = ξ_0(y^′), vypolnØ¸tsØ usloviØ soglasovaniØ α_1^{∂u10}_{∂n} |_{Γ0} = α_2^{∂u20}_{∂n} |_{Γ0} , u^1_0|_{x∈Γ0} = u^2_0|_{x∈Γ0} ,^{∂ui0}_{∂n} |_{x∈Si} = 0 i spravedlivy neravenstva (3.1), (3.2), togda suwestvuet T > 0 takoe, qto pri t ∈ [0, T ) zadaqa (4.13) imeet edinstvennoe rexenie w^i ∈ ~W^{2,1}_p ( ^Q^i_T ), ^Qi_T = {(t, y)|t ∈ [0, T ), y ∈ ^Ωi_t}, dlØ fftogo rexeniØ verna ocenka ∑ i=1,2 |||w^i|||^{(2)}_{p, ^QiT} ≤ C ( ∑ i=1,2 ‖u^i_0‖_{~W} 2−2/p_{p (}R_{n−1)} + ‖ξ_0‖_{~W} 2−2/p_{p (}R_{n−1)}

) (4.15)

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 189 i vypolnØ¸tsØ neravenstva

w^2_{yn} − w^1_{yn} ≥ δ_1 > 0, max y∈~Γ_t,t∈[0,T ] |∇(α_1w^1 − α_2w^2)| ≤ ε_1δ_1, (4.16)

gde ε_1 – dostatoqno maloe poloßitel~noe qislo.

Teorema 3. Predpoloßim, qto funkcii w^i ∈^~W^{2,1}_p (^^Q^i_T ) i ime¸t

mesto ocenki (4.16), togda, pri t ∈ [0, t^∗) s nekotorym 0 < t^∗ < T , zadaqa (4.14) imeet edinstvennoe rexenie v^i ∈ ~W_0^{2,1}_p ( ^Q^i_t∗ ), Φ^i ∈ ~W_0 2,1_p ( ^Qi_{t∗} ) i ∑ i=1,2 ( |||v^i|||^{(2)}_{p, ^Qit∗} + |||Φ^i|||^{(2)}_{p, ^Qit∗} )

≤ C ( ∑ i=1,2 |||w^i|||^{(2)}_{p, ^Qit∗} + ‖Σ‖^{(2−1/p)}_p + ‖Σ_t‖^{(1−1/p)}_p ) . (4.17)

5. LineænaØ zadaqa Rassmotrim sledu¸wu¸ lineænu¸ zadaqu v ^Ω^1_t ∪ ^Ω^2_t = Ω_t

L_{0i}v^i = f_i, L_{0i}Φ^i = g_i, y ∈ ^Ω^i_t,

v^i|_{t=0} = 0, Φ^i|_{t=0} = 0, y ∈ Ω^i_0, ∂v^i ∂n |_{Si} = 0, Φ^i|_{Si} = 0,

v^1|_{^Γt} = v^2|_{^Γt} , Φ^1|_{^Γt} = Φ^2|_{^Γt} , (5.1)

μΦ_t + α_1 √ 1 + |∇^′Σ|^2 ∂v^1 ∂n + b_{1n} √ 1 + |∇^′Σ|^2

∂Φ^1 ∂n + n−1∑ j=1 b_{1j} √ 1 + Σ^2_{yj}

∂Φ^1 ∂l_j |_{^Γt} = φ, √ 1 + |∇^′Σ|^2(α_1 ∂v^1 ∂n − α_2 ∂v^2 ∂n + b_{1n}

∂Φ^1 ∂n − b_{2n} ∂Φ^2 ∂n ) + n−1∑ j=1 √ 1 + Σ^2_{yj} (b_{1j}

∂Φ^1 ∂l_j − b_{2j} ∂Φ^2 ∂l_j )|_{^Γt} = ψ,

190 E. V. FROLOVA gde qerez^∂_{∂n} oboznaqena proizvodnaØ v napravlenii vektora ⃗n ( −Σ_{y1} √ 1 + |∇^′Σ|^2 , . . . , −Σ_{yn−1} √ 1 + |∇^′Σ|^2 , 1 √ 1 + |∇^′Σ|^2 ) , qerez^∂_{∂lj} oboznaqeny proizvodnye v napravlenii vektorov ⃗l_j s koordinatami l_{jk} = δ^j_k √ 1 + Σ^2_{yj} , k = 1, . . . , n − 1, l_{jn} = Σ_{yj} √ 1 + Σ^2_{yj} , leßawih v kasatel~noæ ploskosti.

Teorema 4. Predpoloßim, qto kofffficienty b_{1j}, b_{2j} ∈ ~W_0^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_T ), p > n + 2 i pri t ∈ [0, T )

ime¸t mesto neravenstva

α_1 > 0, α_2 > 0, α_2b_{1n} − α_1b_{2n} ≥ δ_2 > 0, (5.2)

‖⃗b^′_2 −⃗b^′_1‖ ≤ ε_2δ_2 s nekotorym dostatoqno malym poloßitel~nym ε_2. Pri l¸byh f_i ∈ ~L_p( ^Q^i_T ), g_i ∈ ~L_p( ^Q^i_T ), φ ∈ ~W_0^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_T ), ψ ∈ ~W_0^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_T ) zadaqa (5.1) imeet edinstvennoe rexe-

nie v^i ∈ ~W_0^{2,1}_p ( ^Q^i_T ), Φ^i ∈ ~W_0^{2,1}_p ( ^Q^i_T ), dlØ kotorogo verna ocenka ∑ i=1,2 (|||v^i|||^{(2)}_{p, ^QiT} + |||Φ^i|||^{(2)}_{p, ^QiT} ) ≤ c ( ∑ i=1,2 (‖f_i‖_{~Lp( ^Q}i_{T )} + ‖g_i‖_{~Lp( ^Q}i_{T )}) + ‖φ‖^{(1−1/p)}_p + ‖ψ‖^{(1−1/p)}_p +‖Σ‖^{(2−1/p)} p,R^{n−2}T^{+ ‖Σt‖(1−1/p)}p,R^{n−1}T^{).} (5.3)

Dokazatel~stvo. Tot fakt, qto dvißuwaØsØ poverhnost~^^Γt za-

daetsØ Øvnym uravneniem, daet vozmoßnost~ vypolnit~ preobrazovanie koordinat, perevodØwee ee v ploskost~. DlØ fftogo postroim periodiqesku¸ funkci¸ σ ∈ ~W^{2,1}_p (R^n_T) so sledu¸wimi svoæstvami:

σ(z^′, 0, t) = Σ(z^′, t), σ_t(z^′, 0, t) = Σ_t(z^′, t),

‖σ‖^{(2)}_{p,}Rn_T ≤ c(‖Σ‖^{(2−1/p)}_{p,}R_{n−1T} + ‖Σ_t‖^{(1−1/p)}_{p,}R_{n−1T} ). (5.4)

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 191 Voz~mem, naprimer, σ(z^′, z_n, t) = χ(z_n) ∫ Rn−1^{K(x′)Σ(z′ + x′λzn, t)dx′ =} { σ_1, z_n > 0 σ_2, z_n < 0,

gde Ødro K ∈ C^∞_0 (R^{n−1}), ∫ Rn−1^{K(z′)dz′ = 1, λ – maloe po absol¸t-}

noæ veliqine qislo, sreza¸waØ funkciØ

χ(z_n) ∈ C^∞_0 (R), χ(z_n) = { 1, |z_n| <^ν_2 0, |z_n| > ν. Poskol~ku my predpolagali vyxe, qto Σ ∈ W^{2−1/p,1−1/2p}p (R^{n−1}_T ),

|Σ| ≤ 2ν, p > n + 2, moßem potrebovat~ dopolnitel~no, qtoby |σ_{zn} | ≤^1_2 , |σ| ≤ 4ν. Sdelaem preobrazovanie koordinat z = Z(y, t), obratnoe k kotoromu zadaetsØ formulami

y^′ = z^′, y_n = z_n + σ(z^′, z_n, t). (5.5)

Preobrazovanie Z perevodit dvißuwu¸sØ poverhnost~ ^Γ_t v ploskost~ z_n = 0.

Tak kak |σ| < 4ν, pri |y_n| > 5ν, imeem y_n = z_n, sledovatel~no, poverhnosti S_1 i S_2 perehodØt sami v sebØ.

Vospol~zovavxis~ formulami^∂_{∂yi} =^∂_{∂zi} −^{σzi}_{1+σzn}^∂_{∂zn} ,^∂_{∂yn} = 1 1+σ_{zn} ∂ ∂z_n , ∂ ∂t =^∂_{∂t} −^{σt}_{1+σzn}^∂_{∂zn} , pereædem k zadaqe v fiksirovan-

noæ oblasti D = D_1 ∪ D_2, gde ∂D_1 = P_0 ∪ S_1, ∂D_2 = P_0 ∪ S_2, qerez

P_0 oboznaqena ploskost~ z_n = 0. L_i~v^i = L_σi ~v^i − ~v^i_{zn} 1 + σ^i_{zn} L_σi σ^i = f̃_i, z ∈ D_i, t > 0, L_i ~Φ^i = g̃_i, z ∈ D_i, t > 0, ~v^i|_{t=0} = 0, ~Φ^i|_{t=0} = 0,

~v^1|_{zn=0} = ~v^2|_{zn=0}, ~Φ^1|_{zn=0} = ~Φ^2|_{zn=0},

K_1[~v^1, ~Φ^1] = μ~Φ^1_t + α_1 1 + σ_{zn} (1 + |∇^′Σ|^2)~v^1_{zn}

−α_1∇^′Σ · ∇^′~v^1 + b_{1n}∇^′Σ · ∇^′ ~Φ^1 + n−1∑ j=1 b_{1j} ~Φ^1_{zj} (5.6)

192 E. V. FROLOVA + ( − σ_t 1 + σ_{zn} + b_{1n} 1 1 + σ_{zn} (1 + |∇^′Σ|^2) )~ Φ^1_{zn} = φ, z_n = 0,

K_2[~v^1, ~v^2, ~Φ^1, ~Φ^2] = 1 1 + σ_{zn} (1 + |∇^′Σ|^2)(α_1~v^1_{zn} − α_2~v^2_{zn} )

−α_1∇^′Σ · ∇^′~v^1 + α_2∇^′Σ · ∇^′~v^2 + 1 1 + σ_{zn} (1 + |∇^′Σ|^2)(b_{1n} ~Φ^1_{zn} − b_{2n} ~Φ^2_{zn} )

−b_{1n}∇^′Σ · ∇^′ ~Φ^1 + b_{2n}∇^′Σ · ∇^′ ~Φ^2 + n−1∑ j=1 (b_{1j} ~Φ^1_{zj} − b_{2j} ~Φ^2_{zj} ) = ψ, z_n = 0, ∂~v^i ∂n |_{Si} = 0, ~Φ^i|_{Si} = 0, zdes~ ~v(z, t) = v(Z^{−1}(z, t), t). ˚kobian preobrazovaniØ Z poloßitelen; poskol~ku σ ∈

~W 2,1_p (_Rn_T), p > n+2, soglasno teoreme vloßeniØ [8] proizvodnye

pervogo porØdka σ_{zj} , j = 1, . . . , n udovletvorØ¸t uslovi¸ Gel~dera i pri |σ_{zn} | <^1_2 funkciØ^1_{1+σzn} nepreryvna. Sledovatel~no, kofffficienty pri starxih proizvodnyh v uravneniØh zadaqi (5.6) nepreryvny, a kofffficienty pri mladxih qlenah summiruemy so stepen~¸ p.

Tak kak σ(z^′, 0, t) = Σ(z^′, t), proizvodnaØ σ_t|_{zn=0} obladaet dopolnitel~noæ gladkost~¸, a imenno, tak ße kak i σ_{zn} |_{zn=0} ØvlØetsØ fflementom prostranstva W^{1−1/p,1/2−1/2p}

p (R^{n−1}_T ). Sledo-

vatel~no, esli vypolneny usloviØ teoremy 4, kofffficienty v usloviØh soprØßeniØ zadaqi (5.6) prinadleßat prostranstvu W^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_T ).

Dokaßem lokal~nu¸ po vremeni razreximost~ zadaqi (5.6) pri pomowi postroeniØ regulØrizatora [8]. Zapixem zadaqu (5.6) v forme

AV = H, (5.7) gde V = [~v^1, ~v^2, ~Φ^1, ~Φ^2]^T , AV = [ L^1~v^1, L^2~v^2, L^1 ~Φ^1, L^2 ~Φ^2, ∂~v^1 ∂n |_{S1} , ∂~v^2 ∂n |_{S2} , ~Φ^1|_{S1} , ~Φ^2|_{S2} , K_1[~v^1, ~Φ^1]|_{P0} , K_2[~v^1, ~v^2, ~Φ^1, ~Φ^2]|_{P0} ]_T , H = [f̃_1, f̃_2, g̃_1, g̃_2, 0, 0, 0, 0, φ, ψ]^T .

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 193 Pust~ λ – malyæ parametr. Vyberem v Ω_0 = D_1 ∪ D_2 sistemy podoblasteæ ω^k, Ω^k, udovletvorØ¸wie sledu¸wim svoæstvam, kotorye obyqno trebu¸tsØ pri postroenii regulØrizatora:

1) ω^k ⊂ Ω^k ⊂ Ω_0, ∪_k ω^k = ∪_k Ω^k = Ω_0;

2) dlØ l¸boæ toqki x ∈ Ω_0 moßno ukazat~ takoe ω^k, qto x ∈ ω^k i dist(x, Ω_0 \ ω^k) ≥ βλ, β > 0;

3) suwestvuet qislo N_0 ∈ N takoe, qto^{N0+1}∩_{j=1} Ω^{kj} = ⊥ pri l¸byh

k_1, k_2, . . . , k_{N0+1}, k_i ≠ k_j dlØ i ≠ j.

˚sno, qto v silu periodiqnosti oblasti Ω_0, sistemy podoblasteæ ω^k, Ω^k moßno takße vybrat~ periodiqeskimi. Tak ße, kak v [9], ob¨edinØØ te oblasti, kotorye poluqa¸tsØ odna iz drugoæ peremeweniem na period, pridem k koneqnoæ sisteme semeæstv podoblasteæ ~ω^{(k)}, ~Ω^{(k)}.

Oboznaqim qerez N mnoßestvo indeksov k, pri kotoryh oblasti ~ω^{(k)} ime¸t obwie toqki s ploskost~¸ z_n = 0. Qerez N_1 i N_2 oboznaqim mnoßestva indeksov teh podoblasteæ ~ω^{(k)}, kotorye primyka¸t k S_1 i S_2 sootvetstvenno. Qerez M_i oboznaqim mnoßestvo indeksov vnutrennih podoblasteæ, leßawih v D_i.

Postroim sistemy periodiqeskih sreza¸wih funkciæ ξ^{(k)}(z) i η^{(k)}(z), k ∈ M_1 ∪ M_2 ∪ N_1 ∪ N_2 ∪ N so sledu¸wimi svoæstvami [8]:

ξ^{(k)}(z) = { 1, z ∈ ~ω^{(k)} 0, z ∈ Ω_0 \ ~Ω^{(k)},

0 ≤ ξ^{(k)} ≤ 1, |D^α_z ξ^{(k)}(z)| ≤ C |λ|^α . Voz~mem η^{(k)}(z) =^{ξ(k)(z)}_{Σk (ξk(z))2} , togda, oqevidno, η^{(k)}(z) = 0 pri

z ∈ Ω_0 \ ~Ω^{(k)}, Σ_k η^{(k)}(z)ξ^{(k)}(z) = 1 dlØ ∀z ∈ Ω_0, i proizvodnye funk-

ciæ η^{(k)}(z) udovletvorØ¸t takoæ ße ocenke, qto i proizvodnye funkciæ ξ^{(k)}(z).

Vyberem oblast~ Ω^k iz periodiqeskoæ sistemy podoblasteæ

~Ω(k), gde k ∈ Mi, i = 1, 2. Fiksiruem toqku zk ∈ ωk, ”zamorozim”

kofffficienty v toqke (z^k, 0) i voz~mem glavnu¸ qast~ operatora A. Izvestnye funkcii domnoßim na srezku ξ^{(k)}, zatem prodolßim

194 E. V. FROLOVA nulem v R^n i pridem k zadaqe Koxi:

L_{0i}~v^i = ~f_iξ^{(k)} = f^{(k)}_i , L_{0i} ~Φ^i = ~g_iξ^{(k)} = g^{(k)}_i ,

~v^i|_{t=0} = 0, ~Φ^i|_{t=0} = 0,

(5.8)

odnoznaqnaØ razreximost~ kotoroæ v Sobolevskih prostranstvah dokazana, naprimer, v [8]. Domnoßim rexenie zadaqi (5.8) na funkci¸ η^{(k)} i periodiqeski rasprostranim na vse ~Ω^{(k)}. Prosummirovav poluqennye vyraßeniØ po k ∈ M_1 ∪ M_2, imeem ∑ k∈M1∪M2 ∏ η^{(k)}R^{(k)}(ξ^{(k)}h), (5.9)

zdes~ h = [f_1, f_2, g_1, g_2]^T , qerez R^{(k)} oboznaqen operator, kotoryæ sopostavlØet zadannomu vektoru rexenie zadaqi Koxi (5.8), ∏ – operator periodiqeskogo prodolßeniØ.

Vyberem oblast~ Ω^k iz periodiqeskoæ sistemy podoblasteæ

~Ω^{(k)}, k ∈ N^i. Domnoßim izvestnye funkcii v zadaqe (5.6) na

ξ^{(k)} i prodolßim nulem na vse prostranstvo. Pust~ z^k ∈ Ω^k ∩ S_i

takaØ, qto v mestnoæ sisteme koordinat s centrom v toqke z^k qast~ poverhnosti S_i ∩ Ω^k zadaetsØ Øvnym uravneniem. Zamorozim kofffficienty v zadaqe (5.6) v toqke (z^k, 0), voz~mem glavnu¸ qast~ operatora A i vypolnim preobrazovanie koordinat

P^{(k)}, rasprØmlØ¸wee granicu. Pridem k zadaqe Dirihle v polu-

prostranstve dlØ paraboliqeskogo uravneniØ otnositel~no neizvestnoæ funkcii P^{(k)} ~Φ^i i zadaqe Neæmana v poluprostranstve dlØ paraboliqeskogo uravneniØ otnositel~no neizvestnoæ funkcii P^{(k)}~v^i.

OdnoznaqnaØ razreximost~ fftih zadaq v Sobolevskih prostranstvah horoxo izvestna [8], [14]. K rexeni¸ poluprostranstvennoæ zadaqi primenim obratnoe preobrazovanie koordinat

(P^{(k)})^{−1}, zatem domnoßim na η^{(k)} i periodiqeski rasprostra-

nim na vse oblasti iz mnoßestva ~Ω^{(k)}. Prosummirovav po vsem

k ∈ N_1 ∪ N_2, poluqim ∑ k∈N1∪N2 ∏ η^{(k)}(P^{(k)})^{−1}R^{(k)}(P^{(k)}ξ^{(k)}h), h = [f_1, f_2, g_1, g_2]^T , (5.10)

zdes~ qerez R^{(k)} oboznaqen operator, kotoryæ sopostavlØet zadannomu vektoru rexenie poluprostranstvennyh zadaq Dirihle i Neæmana.

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 195 Vyberem oblast~ Ω^k iz periodiqeskoæ sistemy podoblasteæ

~Ω^{(k)}, k ∈ N, fiksiruem toqku z^k ∈ Ω^k ∩ P_0. Zamorozim kofff-

ficienty v zadaqe (5.6) v toqke (z_k, 0), voz~mem glavnu¸ qast~ operatora A, izvestnye funkcii domnoßim na srezku ξ^{(k)} i prodolßim nulem na vse prostranstvo, pridem k sledu¸weæ zadaqe soprØßeniØ:

L_{0i}|_{(z}k_{,0)}~v^i = ~f_iξ^{(k)} = f^{(k)}_i , L_{0i}|_{(z}k_{,0)} ~Φ^i = g^{(k)}_i , pri i = 1 z ∈ R^n_+ = {z ∈ R^n|z_n > 0}, t > 0, pri i = 2 z ∈ R^n_− = {z ∈ R^n|z_n < 0}, t > 0, ~v^i|_{t=0} = 0, ~Φ^i|_{t=0} = 0,

~v^1|_{zn=0} = ~v^2|_{zn=0}, ~Φ^1|_{zn=0} = ~Φ^2|_{zn=0},

K_1|_{(z}k_{,0)}[~v^1, ~Φ^1]|_{zn=0} = φξ^{(k)} = φ^{(k)},

K_2|_{(z}k_{,0)}[~v^1, ~v^2, ~Φ^1, ~Φ^2]|_{zn=0} = ψξ^{(k)} = ψ^{(k)}.

(5.11)

Model~naØ zadaqa soprØßeniØ tipa (5.11) rassmotrena v [10], gde dokazana ee odnoznaqnaØ razreximost~ v Sobolevskih prostranstvah i poluqeny L_p ocenki rexeniØ. Iz Øvnyh formul dlØ K_1, K_2 v zadaqe (5.6) i usloviæ (5.2) Teoremy 4 sleduet, qto kofffficienty v usloviØh soprØßeniØ zadaqi (5.11) udovletvorØ¸t usloviØm Teoremy 1 raboty [10], dostatoqnym dlØ odnoznaqnoæ razreximosti fftoæ model~noæ zadaqi.

Rexenie zadaqi (5.11) domnoßim na η^{(k)} i periodiqeski rasprostranim na vse oblasti ~Ω^{(k)}. Vypolnim taku¸ proceduru pri vseh k ∈ N i sloßim poluqennye vyraßeniØ ∑ k∈N ∏ η^{(k)}R^{(k)}(ξ^{(k)}h), h = [f_1, f_2, g_1, g_2, φ, ψ]^T , (5.12)

zdes~ qerez R^{(k)} oboznaqen operator, kotoryæ sopostavlØet zadannomu vektoru rexenie zadaqi (5.11).

Otmetim, qto vsledstvie periodiqnosti vseh zadannyh funkciæ i edinstvennosti rexeniØ model~nyh zadaq poluqennye periodiqeskie funkcii ne zavisØt ot vybora oblasti Ω^k iz periodiqeskogo mnoßestva oblasteæ ~Ω^{(k)}.

Opredelim regulØrizator RH kak summu (5.9), (5.10) i (5.12). DlØ dostatoqno malogo τ ‖AR − I‖ < 1 i ‖RA − I‖ < 1. (5.13)

196 E. V. FROLOVA

Neravenstva (5.13) dokazyva¸tsØ tak ße, kak v [8] dlØ neperiodiqeskogo sluqaØ, esli vse ocenki zapisat~ v normah periodiqeskih prostranstv. Naliqie v uslovii soprØßeniØ proizvodnoæ po vremeni ne usloßnØet ocenok, poskol~ku ffto slagaemoe prisutstvuet i v model~noæ zadaqe. Sledovatel~no, operator R ØvlØetsØ regulØrizatorom i dlØ dostatoqno malyh τ operator A imeet ograniqennyæ obratnyæ i zadaqa (5.7) imeet edinstvennoe rexenie

~v^i ∈ ~W_0^{2,1}_p (D_i × [0, τ ]), ~Φ^i ∈ ~W_0^{2,1}_p (D_i × [0, τ ]),

dlØ kotorogo verna ocenka: ∑ i=1,2 ( ‖~v^i‖^{(2)}_{p,Di×[0,τ]} + ‖~Φ^i‖^{(2)}_{p,Di×[0,τ]} )

≤ c ( ∑ i=1,2 (‖ ~f_i‖_{~Lp(Di ×[0,τ])} + ‖~g_i‖_{~Lp(Di×[0,τ])}) + ‖φ‖^{(1−1/p)}_p + ‖ψ‖^{(1−1/p)}_p ) . (5.14)

Sdelaem preobrazovanie koordinat y = Z^{−1}(z, t) (5.5). Poskol~- ku ˚kobian preobrazovaniØ (5.5) poloßitelen i σ ∈ ~W^{2,1}_p (R^n_T ),

p > n + 2, my poluqim v^i(y, t) = ~v^i(Z(y, t), t) ∈ ~W^{2,1}_p ( ^Q^i_τ ), Φ^i(y, t) ∈ ~W^{2,1}_p ( ^Q^i_τ ). Ocenka (5.3) ØvlØetsØ sledstviem ocenok (5.14), (5.4).

Poluqennoe rexenie moßet byt~ standartnym sposobom prodolßeno na ves~ interval [0, T ]. Deæstvitel~no, pust~ w^i ∈

~W 2,1_p ( ^Qi_{[τ,2τ]}) – rexenie zadaqi soprØßeniØ (4.13) s naqal~nymi

dannymi w^i|_{t=τ} = v^i|_{t=τ} , prodolßim Φ^i na ^Q^i_{2τ} s sohraneniem klassa tak, qtoby ostavalis~ spravedlivymi kraevye usloviØ i uslovie nepreryvnosti na ^Γ_t, t ∈ [0, 2τ )

^Φ^1|_{^Γt} = ^Φ^2|_{^Γt} , ^Φ^i|_{Si} = 0.

Pri t > τ budem iskat~ rexenie zadaqi (4.14) v vide

v^i = v^i_∗ + w^i, Φ^i = ^Φ^i + Φ^i_∗,

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 197 dlØ novyh neizvestnyh funkciæ v^i_∗, Φ^i_∗ poluqim zadaqu (4.14) s nulevymi naqal~nymi dannymi pri t = τ . Primeniv opisannu¸ vyxe proceduru postroeniØ regulØrizatora, dokaßem suwestvovanie rexeniØ fftoæ zadaqi na promeßutke [τ, 2τ ).

Vvidu togo, qto neravenstva (5.2) spravedlivy na vsem promeßutke [0, T ] i ime¸t mesto ocenki (4.15), (4.16), (4.17), my moßem vybrat~ τ odno i to ße dlØ vseh t_0 ∈ [0, T ).

Dokazatel~stvo teoremy 2 provoditsØ po toæ ße sheme, qto i dokazatel~stvo teoremy 4. Pri fftom voznikaet model~naØ zadaqa soprØßeniØ, rassmotrennaØ v [13] v gel~derovskih prostranstvah funkciæ. ˚sno, qto ispol~zuØ Øvnoe predstavlenie rexeniØ v izobraßeniØh Fur~e–Laplasa [13] i teoremy o mul~tiplikatorah, takße, kak ffto sdelano, naprimer, v [9, 10], moßno dokazat~ odnoznaqnu¸ razreximost~ model~noæ zadaqi soprØßeniØ v Sobolevskih prostranstvah i poluqit~ L_p ocenki rexeniØ.

6. Dokazatel~stvo teoremy 3

Vydelim lineænu¸ qast~ otnositel~no funkciæ v^i, Φ^i v zadaqe (4.14). Vospol~zuemsØ sledu¸wimi oqevidnymi sootnoxeni- Ømi: 1) ⃗a(∇Φ) · ∇u_{yn} = −u_{yn yn} + 2∇Φ · ∇u_{yn} + ⃗a^′(∇Φ) · ∇u_{yn} , gde a^′_j = −2Φ_{yj} Φ_{yn} 1 + Φ_{yn} , j = 1, . . . , n − 1, a^′_n =

−3Φ^2_{yn} − 2Φ^3_{yn} − |∇^′Φ|^2

(1 + Φ_{yn} )^2 ; 2) poskol~ku poverhnost~ ^Γ_t zadaetsØ uravneniem y_n = Σ(y^′, t), to ta normal~ k fftoæ poverhnosti, dlØ kotoroæ cos(⃗n, ⃗e_n) > 0 imeet koordinaty ( −Σ_{y1} √ 1 + |∇^′Σ|^2 , . . . , −Σ_{yn−1} √ 1 + |∇^′Σ|^2 , 1 √ 1 + |∇^′Σ|^2 )

i sledovatel~no u_{yn} − ∇^′Σ · ∇^′u = ∂u ∂n √ 1 + |∇^′Σ|^2.

198 E. V. FROLOVA Vektora ⃗l_j s koordinatami l_{jk} = δ^j_k √ 1 + Σ^2_{yj} , k = 1, 2, . . . , n − 1, l_{jn} = Σ_{yj} √ 1 + Σ^2_{yj}

leßat v kasatel~noæ ploskosti,

u_{yj} + Σ_{yj} u_{yn} = ∂u ∂l_j √ 1 + Σ^2_{yj} .

Takim obrazom

B_Φu = α(u_{yn} − ∇^′Σ · ∇^′u) + α ( |∇^′Φ|^2 1 + Φ_{yn}

− Φ_{yn} − ∇^′Σ · ∇^′Φ ) u_{yn} −α(∇^′Φ + Φ_{yn} ∇^′Σ) · ∇^′u = α √ 1 + |∇^′Σ|^2 ∂u ∂n + R[u, Φ],

B_Φw = α(w_{yn} − ∇^′Σ · ∇^′w) − α(Φ_{yn} + ∇^′Σ · ∇^′Φ)w_{yn}

−α(∇^′Φ + Φ_{yn} ∇^′Σ) · ∇^′w + α |∇^′Φ|^2 1 + Φ_{yn} w_{yn} = α ∂w ∂n √ 1 + |∇^′Σ|^2 − α √ 1 + |∇^′Σ|^2w_{yn} ∂Φ ∂n −α n−1∑ j=1 w_{yj} √ 1 + Σ^2_{yj} ∂Φ ∂l_j + P[Φ],

gde qerez R[u, Φ], P[Φ] oboznaqeny nelineænye slagaemye.

UqityvaØ, qto funkcii w^1, w^2 ØvlØ¸tsØ rexeniem zadaqi (4.13), zapixem zadaqu (4.14) v vide

L_{0i}v^i + 2∇Φ^i · ∇w^i_{yn} + Q_1[v^i, Φ^i] = 0, y ∈ ^Ω^i_t, t > 0,

L_{0i}Φ^i + Q_2[Φ^i] = 0, y ∈ ^Ω^i_t, t > 0,

v^i|_{t=0} = 0, Φ^i|_{t=0} = 0, v^1|_{y∈^Γt} = v^2|_{y∈^Γt} ,

Φ^1|_{y∈^Γt} = Φ^2|_{y∈^Γt} , Φ^i|_{y∈Si} = 0, ∂v^i ∂n |_{y∈Si} = 0, μΦ^1_t + μΦ^1_{yn} Σ_t + α_1 √ 1 + |∇^′Σ|^2 ∂v^1 ∂n

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 199 −α_1 √ 1 + |∇^′Σ|^2w^1_{yn}

∂Φ^1 ∂n − α_1 n−1∑ j=1 √ 1 + Σ^2_{yj} w^1_{yj}

∂Φ^1 ∂l_j = −μΣ_t − α_1 √ 1 + |∇^′Σ|^2 ∂w^1 ∂n − R[v^1, Φ^1] − P[Φ^1], √ 1 + |∇^′Σ|^2(α_1 ∂v^1 ∂n − α_2 ∂v^2 ∂n − α_1w^1_{yn}

∂Φ^1 ∂n + α_2w^2_{yn}

∂Φ^2 ∂n ) −α_1 n−1∑ j=1 √ 1 + Σ^2_{yj} w^1_{yj}

∂Φ^1 ∂l_j + α_2 n−1∑ j=1 √ 1 + Σ^2_{yj} w^2_{yj}

∂Φ^2 ∂l_j = R[v^2, Φ^2] − R[v^1, Φ^1] + P[Φ^2] − P[Φ^1].

(6.1)

Oboznaqim

d_1 = α_1 √ 1 + |∇^′Σ|^2, d_2 = α_2 √ 1 + |∇^′Σ|^2, b_{1n} = −α_1 √ 1 + |∇^′Σ|^2w^1_{yn} , b_{2n} = −α_2 √ 1 + |∇^′Σ|^2w^2_{yn} , b_{ij} = −α_i √ 1 + Σ^2_{yj} w^i_{yj} , i = 1, 2; j = 1, 2, . . . , n − 1,

togda, oqevidno, d_1 > 0, d_2 > 0,

d_2b_{1n} − d_1b_{2n} = α_1α_2 √ 1 + |∇^′Σ|^2(w^2_{yn} − w^1_{yn} ),

b_{2j} − b_{1j} = √ 1 + Σ^2_{yj} (α_1w^1_{yj} − α_2w^2_{yj} ).

(6.2)

Vvedem oboznaqeniØ

V = [ v^1, Φ^1, v^2, Φ^2 ]^T ,

M – operator lineænoæ zadaqi (5.1), F = [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 − μΣ_t − α_1 √ 1 + |∇^′Σ|^2 ∂w^1 ∂n |_{^Γt} , 0 ]_T ,

GV = [ − Q_1[v^1, Φ^1], −Q_2[Φ^1], −Q_1[v^2, Φ^2], −Q_2[Φ^2], 0, 0, 0, 0

−R[v^1, Φ^1] − P[Φ^1], R[v^2, Φ^2] − R[v^1, Φ^1] + P[Φ^2] − P[Φ^1] ]_T . i zapixem zadaqu (6.1) v vide

M V = GV + F (6.3)

200 E. V. FROLOVA

Vsledstvie (6.2), (4.16) vypolneny usloviØ (5.2) razreximosti sootvetstvu¸weæ (6.1) lineænoæ zadaqi (5.1), sledovatel~- no, operator M imeet ograniqennyæ obratnyæ operator M^{−1}. Primenim M^{−1} k uravneni¸ (6.3), poluqim

V = M^{−1}GV + M^{−1}F = M^{−1}GV + V_0, (6.4)

gde qerez V_0 oboznaqeno rexenie zadaqi (5.1) s f_i = 0, g_i = 0,

i = 1, 2. Oboznaqiv U = V −V_0, zapixem (6.4) v sledu¸weæ forme:

U = M^{−1}G(U + V_0) = AU. (6.5)

Pust~ W (τ ) = ~W^{2,1}_{p, ^Q1τ} × ~W^{2,1}_{p, ^Q1τ} × ~W^{2,1}_{p, ^Q2τ} × ~W^{2,1}_{p, ^Q2τ} - prostranstvo s normoæ ⟨V ⟩ = ∑ i=1,2 (‖v^i‖^{(2)}_{p, ^Qiτ} + ‖Φ^i‖^{(2)}_{p, ^Qiτ} ) + ‖Φ_t‖^{(1−1/p)}_{p,^Γt} . Tak ße, kak ffto bylo sdelano v [6], pokaßem, qto dlØ dostatoqno malyh τ operator A perevodit zamknutyæ xar prostranstva

W (τ ) s centrom v nule i dostatoqno malogo radiusa r v sebØ

i ØvlØetsØ v fftom xare operatorom sßatiØ. PrimenennaØ v [6] dlØ ocenki nelineænyh slagaemyh lemma o proizvedenii imeet mesto i dlØ oblasteæ, ograniqennyh dvißuweæsØ poverhnost~¸.

Lemma (O proizvedenii).

Pust~ u, ψ ∈ ~W_0^{2,1}_p (Ω_T ), p > n + 2, gde Ω_T – periodiqeskaØ oblast~, leßawaØ meßdu poverhnostØmi γ i γ_t, gde γ_t zadaetsØ Øvnym uravneniem x_n = Σ(x^′, t), Σ ∈ W^{2−1/p,1−1/2p}p (R^{n−1}_T ), Σ_t ∈ W^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_T ). Pri l¸bom τ ∈ (0, T ) imeet mesto sledu¸- waØ ocenka: ‖D^2ψDu‖_{p,Ωτ} ≤ cτ^ε‖ψ‖^{(2)}_{p,Ωτ} ‖u‖^{(2)}_{p,Ωτ} , (6.6) zdes~ ε > 0, D^{(2)}ψ = D^r_t D^α_z ψ(z, t), 2r + |α| = 2.

Dokazatel~stvo.

Poskol~ku interpolØcionnoe neravenstvo i ocenka ‖u‖_{p,Ωτ} ≤ cτ ‖u‖^{(2)}_{p,Ωτ}

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 201 dokazany v [11, 14] i dlØ necilindriqeskih oblasteæ, imeem ‖D^2ψDu‖_{p,Ωτ} ≤ max_{Ωτ} |Du|‖ψ‖^{(2)}_{p,Ωτ} ≤ (δ^{1− (n+2)p} ‖u‖^{(2)}_{p,Ωτ} + δ^{−1− (n+2)p} ‖u‖_{p,Ωτ} )‖ψ‖^{(2)}_{p,Ωτ} ≤ (δ^{1− (n+2)p} + cτ δ^{−1− (n+2)p} )‖u‖^{(2)}_{p,Ωτ} ‖ψ‖^{(2)}_{p,Ωτ} , δ > 0. VybiraØ δ = τ^{1/2}, poluqim (6.6), gde ε =^1_2 (1 −^{n+2}_p ) > 0 pri

p > n + 2.

Nelineænye qleny Q_1[v, Φ], Q_2[Φ], R[v, Φ], P[Φ] ime¸t taku¸ ße formu, kak i nelineænye slagaemye v [6], a imenno, ØvlØ- ¸tsØ proizvedeniØmi neizvestnyh funkciæ, ih proizvodnyh po prostranstvennym peremennym i funkcii^1_{1+Φyn} i lineæny otnositel~no proizvodnyh vtorogo porØdka ot neizvestnyh funkciæ. Sledovatel~no, tak ße, kak v [6], s pomow~¸ lemmy o proizvedenii dokazyva¸tsØ neravenstva ⟨AU ⟩_{p,τ} ≤ c(τ^{1/2} + rτ^ε)(r + ⟨V_0⟩_{p,τ} ), ⟨AU_1 − AU_2⟩_{p,τ} ≤ c(τ^{1/2} + rτ^ε)⟨U_1 − U_2⟩_{p,τ} . (6.7)

Pri dostatoqno malyh τ iz (6.7) sleduet, qto otobraßenie A perevodit zamknutyæ xar prostranstva W (τ ) s centrom v nule i dostatoqno malogo radiusa v sebØ i ØvlØetsØ v fftom xare operatorom sßatiØ. Po principu sßima¸wih otobraßeniæ, pri

τ ∈ (0, t^∗), gde t^∗ dostatoqno malo, uravnenie (6.5) odnoznaqno

razreximo v W (τ ). Poloßim V = U + V_0, gde U – rexenie zadaqi (6.5), V_0 – rexenie sootvetstvu¸weæ lineænoæ odnorodnoæ zadaqi, poluqim rexenie zadaqi (6.3), dlØ kotorogo imeet mesto ocenka (4.17).

7. Zakl¸qenie

Teorema 1 sleduet iz teorem 2 i 3. Deæstvitel~no, poloßim

^u^i = w^i + v^i, gde w^i – rexenie zadaqi (4.13), v^i – rexenie zadaqi

(4.14). Opredelim funkci¸ ξ(y^′, t) ravenstvom ξ(y^′, t) = Φ(y^′, Σ(y^′, t), t) + Σ(y^′, t). Sdelaem preobrazovanie koordinat (4.3), poluqim funkcii u^i =

Y^{−1}(^u^i), i = 1, 2, kotorye ØvlØ¸tsØ rexeniem zadaqi (1.1)-(1.6)

202 E. V. FROLOVA v oblastØh Ω^1_t , Ω^2_t , razdelennyh dvißuweæsØ poverhnost~¸ Γ_t s uravneniem x_n = ξ(x^′, t), t ∈ [0, t^∗).

Tak kak ˚kobian preobrazovaniØ (4.3) poloßitelen, Φ^i ∈

~W 2,1_p ( ^Qi_{t∗} ) i spravedliva lemma o proizvedenii, imeem ui ∈

~W^{2,1}_p (Q^i_{t∗} ).

Iz kraevogo usloviØ (4.10) sleduet, qto Φ_t imeet dopolnitel~nu¸ gladkost~ na poverhnosti Γ_t, a imenno, Φ_t|_{^Γt} ∈ ~W^{1−1/p,1/2−1/2p} p (^Γ^{t∗} ), ^Γ^{t∗} = {(t, x)|t ∈ [0, t^∗), x ∈ ^Γ_t} i podqinØetsØ ocenke ‖Φ_t|_{^Γt} ‖^{(1−1/p)} p ≤ c ( ‖ξ_0‖_{~W} 2−2/p_{p (}R_{n−1)} + ∑ i=1,2 ‖u^i_0‖_{~W} 2−2/p_{p (}R_{n−1)} ) , (7.1)

kotoraØ sleduet iz (4.15), (4.17).

Sledovatel~no, i funkciØ ξ_t(x^′, t) ØvlØetsØ fflementom pro- stranstva ~W^{1−1/p,1/2−1/2p} p (R^{n−1}_t∗ ). Ocenka (3.3) vytekaet iz (4.2), (4.15), (4.17), (7.1).

V zakl¸qenie avtor blagodarit professora V. A. Solonnikova za poleznye zameqaniØ.

Literatura

1. N. N. Verigin, Nagnetanie vØßuwih rastvorov v gornye porody v celØh povyxeniØ proqnosti i vodonepronicaemosti osnovaniØ gidrotehniqeskih soorußeniæ. Otdel. tehn. nauk,, — Izv. AN SSSR (1952), 674–687.

2. E. V. Radkeviq, O razreximosti obwih nestacionarnyh zadaq so svobodnoæ graniceæ. — Nekotorye priloßeniØ funkcional~nogo analiza k zadaqam matematiqeskoæ fiziki, AN SSSR, SO, Institut matematiki, Novosibirsk (1986), 85–111.

3. G. I. Bißanova, V. A. Solonnikov, O zadaqah so svobodnymi granicami dlØ paraboliqeskih uravneniæ vtorogo porØdka. — Algebra i analiz 12, ˝ 6 (2000), 98–139.

4. G. I. Bißanova, V. A. Solonnikov, O nekotoryh model~nyh zadaqah dlØ paraboliqeskih uravneniæ vtorogo porØdka s proizvodnoæ po vremeni v kraevom uslovii. — Algebra i analiz 6, ˝ 6 (1994), 30–50.

5. E. I. Hanzawa, Classical solution of the Stefan problem. — Tohoku Math. J. no. 33 (1981), 297–335.

6. V. A. Solonnikov, E. V. Frolova, Lp teoriØ dlØ zadaqi Stefana. — Zap.nauqn.semin.POMI 243 (1997), 299–323.

7. V. A. Solonnikov, Free boundary problems for second order parabolic equations.

— Progress in PDE, Pitman res. notes math. series 384 (1998), 116–126.

RAZREXIMOST^ ZADAQI VERIGINA 203

8. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ paraboliqeskogo tipa. M., Nauka, 1967.

9. E. V. Frolova, Solvability in Sobolev spaces of a problem for a second order parabolic equation with time derivative in the boundary condition. — Portugaliae Matematica 56 no. 4 (1999), 419–441.

10. E. V. Frolova, Ocenki v Lp dlØ rexeniØ model~noæ zadaqi, sootvetstvu- ¸weæ zadaqe Verigina. — Zap. nauqn. semin. POMI 259 (1999), 280–295.

11. V. A. Solonnikov, Ob ocenkah v Lp rexeniæ fflliptiqeskih i paraboliqeskih sistem. — Trudy MIAN 102 (1967), 137–160.

12. G. I. Bißanova, Rexenie v vesovom prostranstve Gel~dera naqal~- no-kraevoæ zadaqi dlØ paraboliqeskogo uravneniØ vtorogo porØdka s proizvodnoæ po vremeni v uslovii soprØßeniØ. — Algebra i analiz 6, ˝ 1 (1994), 64–94.

13. G. I. Bißanova, RexeniØ n-mernoæ zadaqi soprØßeniØ dlØ uravneniØ teploprovodnosti v gel~derovskom prostranstve funkciæ. — Izv. AN Kazah. SSR, Ser. fiz.–mat. (1991), 21–27.

14. V. A. Solonnikov, Apriornye ocenki dlØ uravneniæ vtorogo porØdka paraboliqeskogo tipa. — Trudy MIAN 70 (1964), 133–212.

Frolova E. V. Solvability of Verigin problem in Sobolev spaces.

In the present paper, L_p estimates are obtained for the solution of a model problem arising in the linearization of the Verigin problem. The proof is based on the application of theorems on Fourier multipliers. The result obtained may be used for the proof of the solvability of the verigin problem in anisotropic Sobolev spaces.

Postupilo 10 maØ 2002 g.

S.-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ �lektrotehniqeskiæ universitet