Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 295, 2003 g.

R. G. Xterenberg

OPERATOR XREDINGERA V PERIODIQESKOM VOLNOVODE NA PLOSKOSTI I KVAZI-KONFORMNYE OTOBRAȷENI˚

PosvØwaetsØ akademiku O. A. Ladyßenskoæ k ee ¸bile¸

§0. Vvedenie 0.1. ObsußdaetsØ vopros ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spek-

tra operatora Xredingera v dvumernom odnosvØznom periodiqeskom volnovode, granica kotorogo imeet dostatoqno sil~nye osobennosti. Pust~ e_1, e_2 – standartnyæ ortonormirovannyæ bazis v R^2, i x = x_1e_1 + x_2e_2. Pust~ Π ⊂ R^2 – odnosvØznaØ oblast~ takaØ, qto ni odna iz poluploskosteæ {x ∈ R^2 : x_2 > r},

{x ∈ R^2 : x_2 < r}, r ∈ R, ne leßit v Π. PredpolagaetsØ, qto

vypolneno uslovie periodiqnosti:

x ∈ Π ⇒ x + e_1 ∈ Π.

Qerez O oboznaqim fflementarnu¸ Øqeæku (sm. p. 1.3) volnovoda Π. V L_2(Π) rassmatrivaetsØ operator Xredingera vida

(ϕ(x))^{−1} ((D − A(x))^∗g(x)(D − A(x)) + V(x)) (ϕ(x))^{−1}. (0.1)

Zdes~ D = −i∇, V(x) – (obobwennyæ) fflektriqeskiæ potencial, A(x) – vektornyæ (magnitnyæ) potencial, g(x) = {g^{jl}(x)} – poloßitel~naØ (2 × 2)-matrica (metrika); ϕ(x) – vesovaØ funkciØ, vvedenie kotoroæ delaet klass operatorov (0.1) invariantnym otnositel~no koordinatnyh zamen. Vse kofffficienty predpolaga¸tsØ vewestvennymi i periodiqeskimi po x_1 s periodom

T = 1. Granica volnovoda estestvennym obrazom razdelØetsØ na

dva otdelennyh drug ot druga periodiqeskih zamknutyh mnoßestva (sm. niße p. 1.3). Izuqa¸tsØ kraevye zadaqi dlØ operatora

Rabota vypolnena v ramkah proekta RFFI 02-01-00798. 204

OPERATOR XREDINGERA 205

(0.1) v volnovode Π pri uslovii Dirihle libo pri estestvennom kraevom uslovii na kaßdoæ iz dvuh komponent granicy. �ti zadaqi uslovno oboznaqa¸tsØ DD, DN , N D, N N , hotØ uslovie N ne obØzatel~no okazyvaetsØ usloviem Neæmana, no moßet byt~ usloviem tret~ego tipa. Toqnoe opredelenie operatora (0.1) daetsØ qerez kvadratiqnu¸ formu ∫ Π | | |(g(x))^{1/2}(D − A(x))(ϕ(x))^{−1}u(x) | | |^2 dx + ℓ[|ϕ^{−1}u|^2]. (0.2)

Zdes~ ℓ – lineænyæ periodiqeskiæ funkcional, poroßda¸wiæ obobwennyæ fflektriqeskiæ potencial V. Toqnoe opredelenie klassa dopustimyh funkcionalov ℓ my otkladyvaem do p. 2.5. Seæqas otmetim lix~, qto moßno rassmatrivat~ funkcionaly vida

ℓ[F ] := ∫ Π V (x)F (x)dx

pri podhodØwih ograniqeniØh na periodiqesku¸ lokal~no summiruemu¸ funkci¸ V . Oblast~ opredeleniØ formy (0.2) suwestvenno zavisit ot ℓ, ϕ, Π i ot tipa kraevyh usloviæ.

Pri pomowi konformnogo (ili kvazi-konformnogo) otobraßeniØ vopros ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora (0.1) moßet byt~ sveden k issledovani¸ operatora analogiqnogo vida, no uße v prØmoæ polose S = {x : 0 < x_2 < 1}. Dokazatel~- stvo absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora Xredingera v polose S shodno s rexeniem analogiqnogo voprosa dlØ operatora vida (0.1) vo vsem R^2. PoslednØØ zadaqa byla dostatoqno polno izuqena v rabotah [2, 3, 9, 5, 11–13]. V sootvetstvii s fftim usloviØ na kofffficienty, garantiru¸wie absol¸tnu¸ nepreryvnost~ spektra operatora Xredingera v polose S, v suwestvennom te ße, qto i v sluqae vsego R^2. Pofftomu zadaqa sostoit v vydelenii dostatoqno xirokih ograniqeniæ na geometri¸ volnovoda Π, pri kotoryh otobraßenie oblasti Π na polosu S ne privodit k suwestvennomu izmeneni¸ svoæstv kofffficientov.

0.2. Opixem teper~ izvestnye rezul~taty o spektre operato-

ra Xredingera v ploskom periodiqeskom volnovode s krivoæ graniceæ ili, qto v znaqitel~noæ mere ffkvivalentno, pri naliqii peremennoæ metriki dlØ operatora v polose. Vpervye absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra operatora (0.1) byla dokazana v

206 R. G. XTERENBERG

[15], gde byl predloßen metod periodizacii operatora v polose S. �tot metod pozvolØet rassmatrivat~ operatory, otveqa¸wie usloviØm Dirihle ili Neæmana, kak qasti v ortogonal~noæ summe dlØ operatora s periodiqeskimi kraevymi usloviØmi po x_2. V [15] predpolagalos~, qto kofffficienty operatora i granica volnovoda Π oblada¸t dostatoqnoæ gladkost~¸. Pri fftom rassmatrivalsØ tol~ko sluqaæ “obyqnogo” fflektriqeskogo potenciala V = V . Tehnika raboty [15] dostatoqno sloßna i svØzana so stat~eæ [9], gde vpervye issledovalsØ operator Xredingera s peremennoæ metrikoæ v R^2.

V dal~neæxem, v rabote [14] rezul~tat iz [15] byl znaqitel~no usilen. V [14] predpolagalos~, qto granica volnovoda Π kusoqno-gladkaØ klassa C^{1+δ}, δ > 0, priqem dopuska¸tsØ vhodØwie (no ne vyhodØwie) piki s nulevymi uglami. Takße v [14] byli vkl¸qeny v rassmotrenie obobwennye potencialy, sosredotoqennye na periodiqeskih sistemah krivyh (tem samym, pomimo zadaq Dirihle i Neæmana byla vkl¸qena i zadaqa s tret~im kraevym usloviem). Pri fftom rassmotrenie obobwennyh fflektriqeskih potencialov v znaqitel~noæ mere opiralos~ na rabotu [5], gde podobnye potencialy izuqalis~ dlØ operatora (0.1) v R^2.

Parallel~no s rabotoæ [14], blizkie rezul~taty byli poluqeny v stat~e [16], v kotoroæ dokazana absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra operatora (0.1) pri neskol~ko inyh ograniqeniØh na volnovod Π. Kl¸qevoæ v [16] ØvlØetsØ teorema 2.1 ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra dlØ operatora (0.1) v polose S. V otliqii ot [14], v [16] pri issledovanii operatora Xredingera v polose S ispol~zovalis~ rezul~taty rabot [11–13] (bolee pozdnih, qem [5]). Vsledstvie fftogo, usloviØ na kofffficienty operatora (0.1) v [16] znaqitel~no bolee svobodnye, neßeli v [14], i vo mnogom ØvlØ¸tsØ predel~nymi. Dal~neæxee svodilos~ k izuqeni¸ vozmoßnosti svesti zadaqu v volnovode Π k zadaqe v polose S. V [16] predpolagalos~, qto suwestvuet vzaimno-odnoznaqnoe otobraßenie Ψ: Π → S, sohranØ¸wee periodiqnost~, takoe, qto

Ψ ∈ Lip1(Π), Ψ^{−1} ∈ Lip1(S).

Tem samym, byl rassmotren sluqaæ volnovoda s lipxicevoæ graniceæ. Otmetim, qto geometriqeskie usloviØ na volnovod Π iz [14] i [16] pereseka¸tsØ, no ne poglowa¸t drug druga.

OPERATOR XREDINGERA 207

0.3. V nastoØweæ rabote suwestvenno rasxirØ¸tsØ geometriqe-

skie usloviØ na volnovod Π, pri kotoryh vopros ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora (0.1) v Π udaetsØ svesti vse k toæ ße teoreme 2.1 iz [16] dlØ polosy. V rezul~tate rasxirØ- ¸tsØ usloviØ na Π, kak prinØtye v [14], tak i v [16]. UsloviØ na volnovod, kotorye my nakladyvaem, ØvlØ¸tsØ estestvennymi i, faktiqeski, neobhodimymi. PoØsnim ffto na sravnitel~no prostom sluqae. Pust~ M_{NN} – operator zadaqi Neæmana, poroßdennyæ formoæ m_{NN} [u, u] := ∫ Π |∇u|^2dx, u ∈ H^1(Π). (0.3) Soglasno obweæ teorii Floke, takoæ operator moßet byt~ razloßen v prØmoæ integral, v sloØh kotorogo deæstvu¸t operatory M_{NN} (k), poroßdennye zamknutymi poloßitel~nymi formami m_{NN} (k)[w, w] := ∫ O |(D + ke_1)w|^2dx, k ∈ R, (0.4)

v L_2(O). Oblast~ opredeleniØ formy (0.4) Dom m_{NN} (k) := ~H^1(O) sovpadaet s mnoßestvom teh funkciæ iz H^1(O), periodiqeskoe prodolßenie kotoryh prinadleßit H^1 v l¸boæ ograniqennoæ qasti oblasti Π. V standartnoæ teorii Floke predpolagaetsØ, qto spektr operatorov M_{NN} (k) diskreten. Togda spektr operatora M_{NN} imeet zonnu¸ strukturu, i absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra ravnosil~na otsutstvi¸ vyroßdennyh zon (podrobnee sm., naprimer, [4]). Diskretnost~ spektra operatora M_{NN} (k) ravnosil~na kompaktnosti vloßeniØ ~H^1(O) v L_2(O) (v fftom sluqae avtomatiqeski^1 mes_2O < ∞). Pri fftom estestvennom predpoloßenii (sm. niße uslovie 1.5) my dokazyvaem absol¸tnu¸ nepreryvnost~ spektra operatora M_{NN} .

Otmetim, qto uslovie 1.5 vypolneno, v qastnosti, esli oblast~ Π leßit v polose {x ∈ R^2 : |x_2| < R} dlØ nekotorogo

R < ∞ i udovletvorØet “uslovi¸ vnutrennego konusa”. Dopus-

ka¸tsØ takße vyhodØwie piki, obrazovannye dvumØ monotonnymi C^1-gladkimi krivymi. Drugie xirokie dostatoqnye usloviØ, pri kotoryh vypolneno uslovie 1.5, moßno naæti, naprimer, v [8].

1Avtor blagodarit ı. Netrusova za ukazanie na ffto obstoØtel~stvo.

208 R. G. XTERENBERG

Pri rassmotrenii operatora (0.1) na kofffficienty nakladyva¸tsØ usloviØ, analogiqnye ispol~zovannym v [16]. Osnovnoæ rezul~tat raboty sformulirovan v teoreme 2.5. Otmetim, qto pri dokazatel~stve teoremy 2.5 svedenie k teoreme 2.1 iz [16] dlØ polosy moßet byt~ osnovano kak na konformnom, tak i na kvazi-konformnom otobraßenii Π na S. My ispol~zuem bolee obwiæ klass kvazi-konformnyh otobraßeniæ, hotØ mogli by oboætis~ tol~ko konformnymi. Podrobnee ob fftom sm. zameqanie 1.4.

Pri dokazatel~stve (sm. §3) nam udobno rassmatrivat~ vse qetyre zadaqi DD, DN , N D, N N parallel~no. UsloviØ stavØtsØ na samu¸ “trebovatel~nu¸” zadaqu N N . Nezavisimoe issledovanie zadaqi Dirihle, tem ne menee, predstavlØet samostoØtel~nyæ interes. UsloviØ na volnovod v fftom sluqae mogut byt~ dopolnitel~no oslableny (sm. §4). Priqina v tom, qto pri uslovii mes_2O < ∞ sootvetstvu¸wiæ operator v L_2(O) vsegda imeet diskretnyæ spektr. Odnako polnost~¸ ispol~zovat~ specifiku zadaqi Dirihle, opiraØs~ na rezul~taty iz [16] dlØ polosy i iz [13] dlØ vseæ ploskosti, ne udaetsØ po priqinam, ime¸wim, vproqem, formal~nyæ harakter. Pofftomu v obweæ situacii zadaqa Dirihle budet obsußdena v drugoæ publikacii. Zdes~ ße my ograniqimsØ bolee prostym (no pokazatel~nym s toqki zreniØ usloviæ na volnovod) sluqaem operatora −Δ.

0.4. V §1 privodØtsØ predvaritel~nye svedeniØ otnositel~no

kvazi-konformnyh otobraßeniæ i stavØtsØ usloviØ na volnovod. V §2 privedena postanovka zadaqi i sformulirovan osnovnoæ rezul~tat (teorema 2.5). Dokazatel~stvo teoremy 2.5 izloßeno v §3. Nakonec, zakl¸qitel~nyæ §4 posvØwen obsußdeni¸ zadaqi Dirihle.

0.5. Blagodarnosti. Avtor vyraßaet gluboku¸ priznatel~-

nost~ M. X. Birmanu i T. A. Suslinoæ za bol~xoe vnimanie k rabote i mnogoqislennye obsußdeniØ.

§1. Predvaritel~nye svedeniØ. UsloviØ na volnovod 1.1. OboznaqeniØ. Qerez e1, e2 oboznaqim standartnyæ or-

tonormirovannyæ bazis v R^2. Ispol~zuem oboznaqeniØ x =

(x_1, x_2) ∈ R^2, ∇ = ∇_x = (∂/∂x_1, ∂/∂x_2), D = (D_1, D_2) = −i∇.

Dalee, ⟨·, ·⟩, | · | – standartnye skalØrnoe proizvedenie i nor-

OPERATOR XREDINGERA 209

ma v C^2 . Pust~ D ⊂ R^2 – nekotoraØ oblast~, D = clos D. Klassy Soboleva porØdka s ∈ N s pokazatelem summiruemosti p oboznaqa¸tsØ qerez W^s_p (D); pri p = 2 – qerez H^s(D). Poloßim

B_R := {x ∈ R^2 : |x| < R}, R > 0. Qerez C_0(D) oboznaqaetsØ

klass nepreryvnyh v D funkciæ u(x) takih, qto supp u ⊂ D ∩ B_R pri kakom-libo R < ∞.

Vvedem oboznaqeniØ S := {x ∈ R^2 : 0 < x_2 < 1}, S_R :=

{x ∈ R^2 : |x_2| < R}, Ω_R := (−R/2, R/2) × (0, 1), R > 0. Grani-

ca polosy S sostoit iz dvuh prØmyh Ξ_0 := {x ∈ R^2 : x_2 = 0},

Ξ_1 := {x ∈ R^2 : x_2 = 1}. Pust~ β > 0 i γ_β := {nβe_1, n ∈ Z}

– odnomernaØ rexetka. Qerez ~H^s(Ω_β ) oboznaqim klass funkciæ

u ∈ H^s(Ω_β), γ_β -periodiqeskoe prodolßenie kotoryh na S pri-

nadleßit H^s(Ω_R) dlØ l¸bogo R < ∞. Qerez ~C(Ω_β ) oboznaqaetsØ mnoßestvo sußeniæ na Ω_β γ_β -periodiqeskih nepreryvnyh v S funkciæ.

Qerez c, C (s indeksami ili bez nih) oboznaqa¸tsØ razliqnye ocenoqnye postoØnnye. Simvol 1 oznaqaet ediniqnu¸ (2 × 2)- matricu. DlØ matricy h simvol h^t oznaqaet transponirovannu¸ matricu. Esli Ξ – izmerimoe mnoßestvo v R^2, to mes_2Ξ oznaqaet dvumernu¸ meru Lebega mnoßestva Ξ.

1.2. Kvazi-konformnye otobraßeniØ. Niße, toqki R^2 reali-

zu¸tsØ kak toqki x_1 + ix_2 = z ∈ C . OtoßdestvlØØ R^2 s C , my budem dlØ udobstva ssylok dopolnØt~, kak C , tak i R^2, beskoneqno udalennoæ toqkoæ. �to sleduet uqityvat~ v dal~neæxem; v qastnosti, ffto otnositsØ k formulirovkam teorem 1.1 i 1.2.

Pust~ B – oblast~ v C . Rassmotrim uravnenie Bel~trami

∂_zf = q(z)∂_z f, z = x_1 + ix_2 ∈ B, (1.1)

gde kompleksno-znaqnaØ funkciØ q(z) udovletvorØet uslovi¸ ‖q‖_L1 < 1. (1.2) GovorØt, qto (sm. [1]) nepreryvnaØ v B funkciØ f ØvlØetsØ qkvazi-konformnoæ (ili prosto kvazi-konformnoæ) v B, esli ∂_zf ∈ L_{2,loc}(B) i vypolneno (1.1). Esli q = 0, to otobraßenie f kon-

formnoe.

V sledu¸weæ teoreme sformulirovany horoxo izvestnye utverßdeniØ otnositel~no kvazi-konformnyh otobraßeniæ. Vse oni poluqa¸tsØ kombinacieæ teoremy Rimana o konformnyh

210 R. G. XTERENBERG

otobraßeniØh i teoremy 5 iz [1]. Qastiqno neobhodimye kommentarii moßno naæti v [14, §7].

Teorema 1.1. Pust~ B ⊂ C – odnosvØznaØ oblast~ s bolee

qem odnoæ graniqnoæ toqkoæ. Pust~ kompleksno-znaqnaØ funkciØ q(z) udovletvorØet v B uslovi¸ (1.2). Togda suwestvuet q-kvazi-konformnyæ gomeomorfizm f oblasti B na polosu S. Pri fftom vypolneny sledu¸wie svoæstva. (1) Spravedlivo sootnoxenie

0 < |∂_zf| < ∞ dlØ p. v. z ∈ B. (1.3)

(2) DlØ nekotorogo p > 2 vypolneno

f ∈ W^1_{p,loc}(B), f^{−1} ∈ W^1_{p,loc}(S), p > 2. (1.4)

(3) Pust~ funkciØ q(z) prodolßena na vs¸ ploskost~ C s sohraneniem svoæstva (1.2) (naprimer, nulem). Gomeomorfizm f predstavlØetsØ v vide kompozicii f = f_2 ∘ f_1, gde f_1 – qkvazi-konformnyæ gomeomorfizm ploskosti C na sebØ takoæ, qto f_1, f^{−1}_1 ∈ W^1_{p,loc}(C ) ⊂ C(C ), p > 2;

f_2 – konformnoe otobraßenie oblasti f_1(B) na polosu S.

Pust~ Ψ := (ψ_1, ψ_2)^t – otobraßenie oblasti B ⊂ R^2 v R^2 klassa

H^1_{loc}(B). Neposredstvennoæ proverkoæ (sm., naprimer, [14]) legko

ubedit~sØ, qto uravnenie (1.1) pri uslovii (1.2) ravnosil~no uravneni¸

(det Ψ^′(x))^{−1} Ψ^′(x)b(x)(Ψ^′(x))^t = 1, x ∈ B, (1.5)

gde vewestvennaØ matrica-funkciØ b udovletvorØet usloviØm

det b(x) = 1, x ∈ B, (1.6)

c_01 ≤ b(x) ≤ c_11, x ∈ B, 0 < c_0 ≤ c_1 < ∞. (1.7)

Zdes~ Ψ^′ – matrica ˚kobi otobraßeniØ Ψ. Sootvetstvie meßdu uravneniØmi (1.1) i (1.5) osuwestvlØetsØ sootnoxeniØmi

Re f(z) = ψ_1(x), Im f(z) = ψ_2(x), q(z) = −b_{12}(x) + i(1 − b_{22}(x)) b_{12}(x) − i(1 + b_{22}(x))

, z = x_1 + ix_2. (1.8)

OPERATOR XREDINGERA 211

Pri fftom spravedlivo ravenstvo

det Ψ^′(x) = |∂_zf|^2 − |∂_zf|^2 = (1 − |q(z)|^2)|∂_zf|^2, z = x_1 + ix_2. (1.9)

Po analogii s q-kvazi-konformnymi otobraßeniØmi f otobraßeniØ Ψ ∈ H^1_{loc}(B), udovletvorØ¸wie uravneni¸ (1.5), budem nazyvat~ b-kvazi-konformnymi (ili prosto kvazi-konformnymi) v B. Esli b = 1, to otobraßenie Ψ konformnoe. Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ pereformulirovkoæ teoremy 1.1 v terminah preobrazovaniæ v R^2.

Teorema 1.2. Pust~ B ⊂ R^2 – odnosvØznaØ oblast~ s bolee qem od-

noæ graniqnoæ toqkoæ. Pust~ vewestvennaØ matrica-funkciØ b(x) udovletvorØet usloviØm (1.6), (1.7). Togda suwestvuet b-kvazi-konformnyæ gomeomorfizm Ψ oblasti B na polosu S. Pri fftom vypolneny sledu¸wie svoæstva. (1) Spravedlivo sootnoxenie

0 < det Ψ^′(x) < ∞ dlØ p. v. x ∈ B. (1.10)

(2) DlØ nekotorogo p > 2 vypolneno

Ψ ∈ W^1_{p,loc}(B), Ψ^{−1} ∈ W^1_{p,loc}(S), p > 2. (1.11)

(3) Pust~ matrica-funkciØ b(x) prodolßena na vse R^2 s sohraneniem svoæstv (1.6), (1.7) (naprimer, kak ediniqnaØ matrica). Gomeomorfizm Ψ predstavlØetsØ v vide kompozicii Ψ = Ψ_2 ∘ Ψ_1, gde Ψ_1 – b-kvazi-konformnyæ gomeomorfizm ploskosti R^2 na sebØ takoæ, qto

Ψ_1, Ψ^{−1}_1 ∈ W^1_{p,loc}(R^2) ⊂ C(R^2), p > 2;

Ψ_2 – konformnoe otobraßenie oblasti Ψ_1(B) na polosu S.

Otmetim, qto iz (1.5), (1.7) neposredstvenno vytekaet toßdestvo

Ψ^′(x) = (det Ψ^′(x))^{1/2} W(x)(b(x))^{−1/2}, (1.12)

gde W(x) – vewestvennaØ ortogonal~naØ matrica.

1.3. Uslovie na oblast~. Poloßim R^2_{r+} := {x ∈ R^2 : x2 > r},

R^2_{r−} := {x ∈ R^2 : x2 < r}, r ∈ R. Predpoloßim, qto “periodiqe-

skiæ volnovod” Π ⊂ R^2 udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸.

212 R. G. XTERENBERG

Uslovie 1.3. Mnoßestvo Π ⊂ R^2 – odnosvØznaØ oblast~ takaØ,

qto ni odna iz poluploskosteæ R^2_{r±}, r ∈ R, ne leßit v Π. Oblast~ Π periodiqna otnositel~no nekotoroæ rexetki γ_α, α > 0:

x ∈ Π ⇒ x + nαe_1 ∈ Π, n ∈ Z.

Otmetim, qto iz usloviØ 1.3 neposredstvenno vytekaet, qto toqki ±∞ ØvlØ¸tsØ razliqnymi dostißimymi graniqnymi toqkami oblasti Π, poroßdennymi γ_α-periodiqeskimi nepreryvnymi krivymi (opredelenie dostißimyh graniqnyh toqek moßno naæti, naprimer, v [6, § II.3]).

Fiksiruem nekotoru¸ vewestvennu¸ matricu-funkci¸ b(x), udovletvorØ¸wu¸ v Π usloviØm (1.6), (1.7). Budem takße sqitat~, qto matrica-funkciØ b(x) γ_α-periodiqeskaØ. Pust~ Ψ – postroennoe po neæ v sootvetstvii s teoremoæ 1.2 otobraßenie volnovoda Π na polosu S. Soglasno teoreme Kebe (sm., naprimer, [6, §II.3, teorema 1]), s uqetom dostißimosti toqek ±∞, otobraßenie Ψ moßno vybrat~ tak, qtoby

Ψ(−∞) = −∞, Ψ(+∞) = +∞. (1.13)

Pri fftom γ_α-periodiqeskie nepreryvnye krivye, poroßda¸wie toqki ±∞ v Π, pereædut v nepreryvnye krivye, uhodØwie na ±∞ v S. Togda otobraßenie Ψ opredeleno s toqnost~¸ do sdviga Ψ → Ψ + re_1, r ∈ R. Deæstvitel~no, pust~ ~Ψ – drugoe bkvazi-konformnoe otobraßenie oblasti Π na polosu S, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (1.13). Togda (sm. [1, teorema 5]) ~Ψ ∘ Ψ^{−1} – konformnoe otobraßenie polosy S na sebØ s nepodvißnymi toqkami ±∞. Ots¸da, ispol~zuØ standartnu¸ teoremu o sootvetstvii granic pri konformnyh otobraßeniØh, poluqaem trebuemoe utverßdenie. Fiksiruem nekotoroe b-kvazi-konformnoe otobraßenie Ψ : Π → S, udovletvorØ¸wee (1.13). Iz periodiqnosti volnovoda Π i matricy-funkcii b(x) i iz usloviØ (1.13) sleduet, qto dlØ nekotorogo β > 0 (razumeetsØ, β zavisit ot matricy-funkcii b(x)) vypolneno

Ψ(x + nαe_1) = Ψ(x) + nβe_1, x ∈ Π, n ∈ Z. (1.14)

DlØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto otobraßenie ~Ψ(x)

:= Ψ(x + αe_1): Π → S udovletvorØet uslovi¸ (1.13) odnovremen-

no s Ψ. Togda po predyduwemu ~Ψ(x) = Ψ(x) + βe_1 dlØ nekotorogo

OPERATOR XREDINGERA 213

β ∈ R. Nakonec, ispol~zuØ (1.13), zakl¸qaem, qto β > 0. (Ana-

logiqnye rassußdeniØ dlØ dokazatel~stva sootnoxeniØ (1.14), hotØ i pri neskol~ko drugih usloviØh, byli ispol~zovany v [14, p. 6.2].)

Zameqanie 1.4. My uße upominali, qto dlØ dokazatel~stva teo-

remy 2.5 moßno bylo by ograniqit~sØ konformnym otobraßeniem volnovoda Π na polosu S. My, odnako, obsußdaem zdes~ bolee obwiæ klass kvazi-konformnyh otobraßeniæ oblasti Π na S po sledu¸wim priqinam. 1) �to udobno dlØ sravneniØ rezul~tatov nastoØweæ raboty s rezul~tatami predxestvu¸wih rabot [14, 16]. 2) Kvazi-konformnye otobraßeniØ znaqitel~no udobnee pri rassmotrenii zadaqi DD dlØ operatorov bolee obwego vida, qem rassmotrennyæ v §4 operator Laplasa. Kak uße otmeqalos~, dlØ zadaqi DD vozmoßno dal~neæxee oslablenie usloviæ na ∂Π (dlØ operatorov obwego vida ffto budet sdelano v drugoæ stat~e).

Granica volnovoda Π estestvennym obrazom moßet byt~ razdelena na dva otdelennyh drug ot druga γ_α-periodiqeskih zamknutyh mnoßestva l_± : ∂Π = l_− ∪ l_+. Imenno, pust~ S_− := {x ∈

R^2 : 0 < x2 < 1/2}, S+ := {x ∈ R^2 : 1/2 < x2 < 1}. Togda poloßim

l_− := ∂Π ∩ Ψ^{−1}(S_−), l_+ := ∂Π ∩ Ψ^{−1}(S_+ ).

Vvedem oboznaqenie O_R := Ψ^{−1}(Ω_R), R > 0. Oqevidno, O_β – odnosvØznaØ fundamental~naØ oblast~ v Π otnositel~no rexetki

γ_α. Otmetim, qto Øqeæka O_β, voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ ogra-

niqennoæ.

Oboznaqim qerez ~H^1(O_β ) klass funkciæ u ∈ H^1(O_β ), γ_αperiodiqeskoe prodolßenie kotoryh na Π prinadleßit H^1(O_R) dlØ l¸bogo R < ∞. Pomimo apriornogo usloviØ 1.3 budem sqitat~ vypolnennym sledu¸wee

Uslovie 1.5. Oblast~ Oβ takova, qto vloßenie^~H^1(Oβ ) ⊂ L2(Oβ )

kompaktno.

Zameqanie 1.6. V uslovii 1.5 oblast~ Oβ moßno zamenit~ na

l¸boe (ne obØzatel~no svØznoe) fundamental~noe otnositel~no rexetki γ_α otkrytoe mnoßestvo v Π. Deæstvitel~no, prostranstvo ~H^1(O_β) moßno otoßdestvit~ s prostranstvom H^1 na poverhnosti cilindra, obrazovannoæ faktor-mnoßestvom Π / {γ_α}.

214 R. G. XTERENBERG

Nam, odnako, v dal~neæxem udobno ispol~zovat~ fundamental~- nu¸ oblast~ O_β.

Otmetim, qto iz usloviØ 1.5 avtomatiqeski vytekaet, qto oblast~ O_β imeet koneqnu¸ meru:

mes_2O_β < ∞. (1.15)

1.4. Nekotorye svoæstva otobraßeniØ Ψ. V dannom punkte my

v dopolnenie k obwim svoæstvam otobraßeniØ Ψ (sm. teoremu 1.2) poluqim rØd neobhodimyh dlØ dal~neæxego sootnoxeniæ, vyteka¸wih iz usloviØ 1.5.

Vvedem oboznaqeniØ

ψ(¸) := (det Ψ^′(x))^{−1/2} ,^^ψ(x) := (ψ(¸))^{−1} = (det Ψ^′(x))^{1/2} , ¸ = Ψ(x), x ∈ Π.^{(1.16)}

Sootnoxenie (1.10) togda perepixetsØ v vide

0 < ψ(¸) < ∞ dlØ p. v. ¸ ∈ S. (1.17)

Iz (1.15) poluqaem ∫ Ω_β

(ψ(¸))^2d¸ =^∫ O_β dx < ∞, ∫ O_β ( ^ψ(x))^2dx = ∫ Ω_β d¸ < ∞. (1.18) Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ kl¸qevym dlØ dal~neæxego.

Lemma 1.7. Kompaktnost~ vloßeniØ^~H^1(Oβ ) ⊂ L2(Oβ ) ravno-

sil~na ocenke ∫ Ω_β ψ^2|f|^2d¸ ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸f|^2d¸ + C(ε) ∫ Ω_β |f|^2d¸, 0 < ε ≤ 1, f ∈ H^1(Ω_β ).

(1.19)

Dokazatel~stvo. Pokaßem snaqala, qto kompaktnost~ vloßeniØ

~H^1(O_β) ⊂ L_2(O_β ) vleqet (1.19). Iz [1, lemma 10] sleduet, qto

preobrazovanie f → f ∘ Ψ otobraßaet H^1_{loc}(Ω_β) na H^1_{loc}(O_β ) (ffto, vproqem, nesloßno ustanovit~ neposredstvenno, ispol~zuØ (1.7), (1.11), (1.12)). Pust~ f ∈ H^1_{loc}(Ω_β). Iz (1.7), (1.12) vytekaet, qto

OPERATOR XREDINGERA 215

∇_¸f ∈ L_2(Ω_β) togda i tol~ko togda, kogda ∇(f ∘ Ψ) ∈ L_2(O_β ). Pri

fftom

c_0 ∫ O_β |∇(f ∘ Ψ)|^2dx ≤ ∫ Ω_β

|∇_¸f|^2d¸ ≤ c_1 ∫ O_β |∇(f ∘ Ψ)|^2dx. (1.20)

Rassmotrim proizvol~nu¸ funkci¸ f ∈ ~H^1(Ω_β ) ∩ L_∞(Ω_β). Togda s uqetom (1.14), (1.15), (1.20) imeem f ∘ Ψ ∈ ~H^1(O_β ) ∩ L_∞(O_β ). Poloßim

^ψ_0(x) := { 1 pri ^ψ(x) ≥ 1

^ψ(x) pri ^ψ(x) < 1.

Iz (1.17) i kompaktnosti vloßeniØ ~H^1(O_β ) ⊂ L_2(O_β ), s uqetom lemmy 1.2 iz [13], poluqaem ocenku ∫ O_β |f ∘ Ψ|^2dx ≤ ε ∫ O_β |∇(f ∘ Ψ)|^2dx + C(ε) ∫ O_β ^ψ^2_0|f ∘ Ψ|^2dx, 0 < ε ≤ 1. Tem bolee vypolneno ∫ O_β |f ∘ Ψ|^2dx ≤ ε ∫ O_β |∇(f ∘ Ψ)|^2dx + C(ε) ∫ O_β ^ψ^2|f ∘ Ψ|^2dx, 0 < ε ≤ 1. OsuwestvlØØ v poslednem neravenstve zamenu ¸ = Ψ(x), s uqetom (1.20), prihodim k neravenstvu (1.19) na klasse funkciæ

f ∈ ~H^1(Ω_β) ∩ L_∞(Ω_β ). Po zamykani¸, poluqaem (1.19) na vseh

funkciØh iz ~H^1(Ω_β). Teper~ dlØ dokazatel~stva (1.19) ostaetsØ soslat~sØ na lemmu 1.5 iz [13].

Pust~ teper~ vypolneno (1.19). Pust~ f ∈ H^1(Ω_β ). OsuwestvlØØ v levoæ qasti (1.19) zamenu ¸ = Ψ(x), s uqetom (1.16), (1.20), poluqaem, qto f ∘ Ψ ∈ H^1(O_β). Obratno, esli F ∈ H^1(O_β ), to iz (1.20) vytekaet, qto ∇_¸(F ∘ Ψ^{−1}) ∈ L_2(Ω_β ). Ots¸da sleduet (sm., naprimer, [8, p. 1.1.11]), vkl¸qenie F ∘ Ψ^{−1} ∈ H^1(Ω_β ). Tem samym my proverili, qto otobraßenie f → f ∘ Ψ perevodit

H^1(Ω_β) na H^1(O_β ).

Dalee, iz (1.17), (1.19) i kompaktnosti vloßeniØ H^1(Ω_β) ⊂

L_2(Ω_β), na osnovanii lemmy 1.2 iz [13], sleduet ocenka ∫ Ω_β |f|^2d¸ ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸f|^2d¸ + C(ε) ∫ Ω_β ψ^2|f|^2d¸, 0 < ε ≤ 1, f ∈ H^1(Ω_β).

(1.21)

216 R. G. XTERENBERG

Posle zameny peremennyh v levoæ qasti (1.19) i v pravoæ qasti (1.21), s uqetom (1.20), pridem k sledu¸wim neravenstvam: ∫ O_β |f ∘ Ψ|^2dx ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸f|^2d¸ + C(ε) ∫ Ω_β |f|^2d¸, 0 < ε ≤ 1, f ∈ H^1(Ω_β),

(1.22)

∫ Ω_β |F ∘ Ψ^{−1}|^2d¸ ≤ ε ∫ O_β |∇F |^2dx + C(ε) ∫ O_β |F |^2dx, 0 < ε ≤ 1, F ∈ H^1(O_β ).

(1.23)

Rassmotrim posledovatel~nost~ funkciæ F_n ∈ H^1(O_β), n ∈ N, taku¸, qto ∫ O_β |∇F_n|^2dx + ∫ O_β |F_n|^2dx ≤ 1, n ∈ N. (1.24)

Iz (1.20), (1.23) vytekaet, qto posledovatel~nost~ F_n ∘ Ψ^{−1} ∈

H^1(Ω_β), n ∈ N, ograniqena v H^1(Ω_β ), a potomu moßno vydelit~

podposledovatel~nost~ (budem sqitat~, qto ffto sama posledovatel~nost~ F_n ∘ Ψ^{−1}, n ∈ N) shodØwu¸sØ v L_2(Ω_β ). Togda iz (1.20), (1.22), (1.24) sleduet, qto posledovatel~nost~ F_n, n ∈ N, shoditsØ v L_2(O_β). Takim obrazom, vloßenie H^1(O_β ) ⊂ L_2(O_β ) kompaktno. •

Zameqanie 1.8. 1) Pri dokazatel~stve lemmy 1.7 my parallel~-

no proverili, qto kompaktnost~ vloßeniØ ~H^1(O_β) ⊂ L_2(O_β) ravnosil~na kompaktnosti vloßeniØ H^1(O_β ) ⊂ L_2(O_β). 2) Iz zameqaniØ 1.6 i lemmy 1.7 vytekaet, qto ocenka (1.19) vypolnØetsØ odnovremenno dlØ vseh kvazi-konformnyh otobraßeniæ Ψ (otveqa¸wih razliqnym γ_α-periodiqeskim matricam-funkciØm b(x)). Pri fftom postoØnnaØ C(ε) v (1.19), razumeetsØ, zavisit ot b(x).

Dalee, iz (1.14) vidno, qto sdvinutye Øqeæki O_β +nαe_1, n ∈ Z, perevodØtsØ otobraßeniem Ψ na Ω_β + nβe_1, n ∈ Z. Ots¸da, summiruØ ocenki (1.20), (1.22), (1.23), zapisannye dlØ sdvinutyh Øqeek, poluqaem, qto otobraßenie f → f ∘ Ψ perevodit H^1(S) na

OPERATOR XREDINGERA 217 H^1(Π), i spravedlivy neravenstva c_0 ∫ Π |∇(f ∘ Ψ)|^2dx ≤ ∫ S |∇_¸f|^2d¸ ≤ 6 c1^∫_Π |∇(f ∘ Ψ)|^2dx, f ∈ H^1(S),^{(1.25)} ∫ Π |f ∘ Ψ|^2dx ≤ ε ∫ S |∇_¸f|^2d¸ + C(ε) ∫ S |f|^2d¸, 0 < ε ≤ 1, f ∈ H^1(S), (1.26) ∫ S |F ∘ Ψ^{−1}|^2d¸ ≤ ε ∫ Π |∇F |^2dx + C(ε) ∫ Π |F |^2dx, 0 < ε ≤ 1, F ∈ H^1(Π).

(1.27) V dal~neæxem nam ponadobitsØ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 1.9. Pust~ F – izmerimaØ funkciØ v Oβ . Pust~ vypolneny

usloviØ (1.17), (1.19). Togda sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny: ∫ O_β |F |^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ O_β |∇u|^2 dx + C(ε; F ) ∫ O_β |u|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ H^1(O_β ),

(1.28) ∫ Ω_β

ψ^2|F ∘ Ψ^{−1}|^2|u^∘|^2 d¸ ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸u^∘|^2 d¸ + C(ε; F ) ∫ Ω_β |u^∘|^2 d¸, 0 < ε ≤ 1, u^∘ ∈ H^1(Ω_β ).

(1.29) Krome togo, ocenki (1.28), (1.29) ravnosil~ny analogiqnym ocenkam na klassah ~H^1(O_β) i ~H^1(Ω_β ) sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. VypolnØØ zamenu peremennyh ¸ = Ψ(x), u^∘ =

u ∘ Ψ^{−1}, i ispol~zuØ (1.20), ubeßdaemsØ, qto ocenka (1.28) ffkvi-

valentna ocenke ∫ Ω_β

ψ^2|F ∘ Ψ^{−1}|^2|u^∘|^2 d¸ ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸u^∘|^2 d¸ + C(ε; F ) ∫ Ω_β

ψ^2|u^∘|^2 d¸, 0 < ε ≤ 1, u^∘ ∈ H^1(Ω_β ).

218 R. G. XTERENBERG

My uqli (sm. dokazatel~stvo lemmy 1.7), qto otobraßenie u →

u^∘ = u ∘ Ψ^{−1} perevodit H^1(O_β) na H^1(Ω_β ). Teper~, ispol~zuØ

(1.19), (1.21), poluqaem, qto usloviØ (1.28), (1.29) ravnosil~ny. Analogiqno, s uqetom (1.14), proverØetsØ ravnosil~nost~ ocenok (1.28), (1.29) na periodiqeskih klassah. Nakonec, ispol~zuØ lemmu 1.5 iz [13], zakl¸qaem, qto neravenstvo (1.29) ffkvivalentno analogiqnomu neravenstvu na klasse ~H^1(Ω_β ). �tim dokazatel~- stvo lemmy zaverxeno. •

1.5. Klassy funkciæ. Opredelim sledu¸wiæ klass funkciæ v Π: C0(Π) := {F : F = f ∘ Ψ, f ∈ C0(S)}. Pust~ takße C(Π) :=

{F : F = f ∘ Ψ, f ∈ C(S)}, i ~C(O_β) – mnoßestvo sußeniæ na O_β γ_α-periodiqeskih funkciæ klassa C(Π). Oqevidno, ~C(O_β ) = {F : F = f ∘ Ψ, f ∈ ~C(Ω_β)}. Legko ponØt~, qto klassy funkciæ C_0(Π),

C(Π),^~C(Oβ) ne zavisØt ot vybora γα-periodiqeskoæ matricy-

funkcii b(x).

My izuqaem operator Xredingera v volnovode Π s kraevymi usloviØmi Dirihle libo estestvennymi usloviØmi na kaßdoæ iz dvuh qasteæ l_+, l_− granicy ∂Π. Sootvetstvenno rassmatriva¸tsØ kraevye zadaqi qetyreh tipov, uslovno oboznaqaemyh qerez DD, DN , N D, N N . Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ, gde znaqki λ i μ prinima¸t znaqeniØ D libo N :

C^{(λμ)}_0 (S) :=

{f ∈ C_0(S) : f|_{Ξ0} = f|_{Ξ1} = 0}, λ = μ = D, {f ∈ C_0(S) : f|_{Ξ0} = 0}, λ = D, μ = N, {f ∈ C_0(S) : f|_{Ξ1} = 0}, λ = N, μ = D, C_0(S), λ = μ = N, C^{(λμ)}_0 (Π) := {F : F = f ∘ Ψ, f ∈ C^{(λμ)}_0 (S)}, λ, μ = D, N.

§2. Opredelenie operatorov. Osnovnye rezul~taty 2.1. UsloviØ na metriku. Pust~ g(x) = {g^{jl}(x)} – izmerimaØ

vewestvennaØ (2 × 2)-matrica-funkciØ v Π takaØ, qto

g(x + nαe_1) = g(x), x ∈ Π, n ∈ Z, (2.1)

c_21 ≤ g(x) ≤ c_31, x ∈ Π, 0 < c_2 ≤ c_3 < ∞. (2.2)

Predstavim matricu g(x) v vide

g(x) = ω^2(x)g_0(x), det g_0(x) = 1, ω(x) := (det g(x))^{1/4} . (2.3)

OPERATOR XREDINGERA 219

V silu (2.1)–(2.3), matrica g_0 i funkciØ ω ograniqeny i otdeleny ot nulØ:

c^′_21 ≤ g_0(x) ≤ c^′_31, x ∈ Π, 0 < c^′_2 ≤ c^′_3 < ∞, (2.4)

0 < ω_0 ≤ ω(x) ≤ ω_1 < ∞, x ∈ Π, (2.5)

a takße γ_α-periodiqny. Otnositel~no ω dopolnitel~no predpolagaetsØ, qto

ω ∈ ~H^1(O_β ), (2.6)

i qto dlØ l¸bogo 0 < ε ≤ 1 vypolnena ocenka ∫ O_β |∇ω|^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ O_β |∇u|^2 dx + C(ε; ω) ∫ O_β |u|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ ~H^1(O_β). (2.7)

2.2. UsloviØ na vesovu¸ funkci¸. Pust~ ϕ(x) – vewestvennaØ

izmerimaØ funkciØ v Π, priqem

ϕ(x + nαe_1) = ϕ(x), x ∈ Π, n ∈ Z, (2.8)

ϕ(x) > 0, p. v. x ∈ Π. (2.9)

Krome togo, predpolagaetsØ, qto pri l¸bom 0 < ε ≤ 1 vypolnena ocenka ∫ O_β ϕ^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ O_β |∇u|^2 dx + C(ε; ϕ) ∫ O_β |u|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ ~H^1(O_β ). (2.10)

Ocenka (2.10) (pri uslovii 1.5) ravnosil~na kompaktnosti vloßeniØ ~H^1(O_β ) v vesovoe prostranstvo L_2(O_β; ϕ^2). Iz lemmy 1.9 neposredstvenno vytekaet, qto uslovie (2.10) ravnosil~no takomu ße uslovi¸ na klasse H^1(O_β): ∫ O_β ϕ^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ O_β |∇u|^2 dx + C(ε; ϕ) ∫ O_β |u|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ H^1(O_β ). (2.11)

220 R. G. XTERENBERG

Zameqanie 2.1. Pust~ oblast~ Π leßit v polose SR dlØ neko-

torogo R < ∞ i udovletvorØet uslovi¸ vnutrennego konusa (v fftom sluqae moßno pokazat~, qto Øqeæka O_β ograniqena). Togda (sm. [10, lemma 2.1] i [8, p. 1.1.9]) neravenstva (2.7), (2.10) budut zavedomo vypolneny, esli predpoloßit~, qto ∫ O_β |∇ω|^2ln (1 + |∇ω|) dx < ∞, (2.12)

∫ O_β ϕ^2ln (1 + |ϕ|) dx < ∞. (2.13)

V obwem sluqae (lix~ pri uslovii 1.5) ograniqeniØ (2.12), (2.13) ne garantiru¸t vypolneniØ neravenstv (2.7), (2.10). Esli ße v dopolnenie k (2.12), (2.13) predpoloßit~ ograniqennost~ funkciæ ∇ω, ϕ v nekotoroæ okrestnosti granicy volnovoda ∂Π, to fftogo dostatoqno dlØ vypolneniØ ocenok (2.7), (2.10).

2.3. UsloviØ na magnitnyæ potencial. Pust~ A(x) = A1(x)e1+

A_2(x)e_2, gde A_1(x), A_2(x) – vewestvennye izmerimye funkcii v

Π, priqem

A(x + nαe_1) = A(x), x ∈ Π, n ∈ Z. (2.14)

Predpoloßim, qto dlØ kakih-libo qisel m ∈ N i ρ > 1 vypolneno neravenstvo ∫ O_β |A|^2l^ρ_m( ^ψ^{−1}|A|) m−1∏ j=1 l_j ( ^ψ^{−1}|A|) dx < ∞, m ∈ N, ρ > 1, (2.15) gde l_1(t) := 1 + ln (1 + t), l_j (t) := 1 + ln l_{j−1}(t), j = 2, . . ., m, t ≥ 0, (2.16) a ^ψ opredeleno v (1.16). V dal~neæxem nam budet polezna sledu¸waØ lemma.

OPERATOR XREDINGERA 221

Lemma 2.2. Pust~ vypolneny usloviØ (1.17), (1.19) i (2.15). To-

gda spravedlivy ocenki: ∫ Ω_β

|ψ(A ∘ Ψ^{−1})|^2l^ρ_m(|ψ(A ∘ Ψ^{−1})|) m−1∏ j=1 l_j (|ψ(A ∘ Ψ^{−1})|) d¸ < ∞, m ∈ N, ρ > 1, (2.17) ∫ O_β |A|^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ O_β |∇u|^2 dx + C(ε; A) ∫ O_β |u|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ H^1(O_β). (2.18)

Zdes~ parametry m i ρ te ße, qto i v (2.15).

Dokazatel~stvo. Ocenka (2.17) poluqaetsØ iz (2.15) posle za-

meny ¸ = Ψ(x). Iz (2.17) sleduet (sm. [10, lemma 2.1]) ocenka vida (1.29) s funkcieæ |A ∘ Ψ^{−1}| vmesto F ∘ Ψ^{−1}. OstaetsØ vospol~zovat~sØ utverßdeniem lemmy 1.9. •

2.4. My uße videli (sm. zameqanie 2.1), qto pri dopolnitel~-

nyh ograniqeniØh na geometri¸ volnovoda moßno ukazat~ prostye i xirokie dostatoqnye usloviØ na kofffficienty ω, ϕ, obespeqiva¸wie vypolnenie usloviæ (2.7), (2.10). Analogiqnye uproweniØ vozmoßny i v sluqae, kogda vmesto (1.19) vypolneno bolee ßestkoe

Uslovie 2.3. DlØ nekotoroæ γα-periodiqeskoæ matricy-funkcii

b(x), otveqa¸wee eæ b-kvazi-konformnoe otobraßenie Ψ, fiksirovannoe (s toqnost~¸ do sdviga) usloviem (1.13), udovletvorØet sootnoxeni¸ Ψ^{−1} ∈ W^1_p (Ω_β ) dlØ kakogo-libo p > 2, ili, qto ravnosil~no, ψ ∈ L_p(Ω_β ), p > 2. (2.19)

Esli vypolneno uslovie 2.3, to (sr. [16, 13]) usloviØ (2.7), (2.10) vypolnØ¸tsØ, esli vypolneny usloviØ (2.12), (2.13) sootvetstvenno. Toqno tak ße, uslovie (2.15) obespeqivaetsØ bolee prostym usloviem ∫ O_β |A|^2l^ρ_m(|A|) m−1∏ j=1 l_j (|A|) dx < ∞, m ∈ N, ρ > 1, (2.20)

222 R. G. XTERENBERG

s temi ße parametrami m i ρ, qto i v (2.15).

V obwem sluqae (pri uslovii 1.5), voobwe govorØ, est~ lix~ vkl¸qenie (sr. teoremu 1.2) Ψ^{−1} ∈ W^1_{p,loc}(Ω_β), p > 2; pofftomu usloviæ (2.12), (2.13), (2.20) nedostatoqno.

2.5. UsloviØ na obobwennyæ fflektriqeskiæ potencial. Pust~

dν^∘ – vewestvennyæ borelevskiæ zarØd v S lokal~no koneqnoæ

variacii, t.e. ∫ B |dν^∘| < ∞ (2.21) dlØ l¸bogo ograniqennogo borelevskogo mnoßestva B ⊂ S. Pust~, krome togo, zarØd dν^∘ γ_β -periodiqen: ∫ B+nβe1 dν^∘ = ∫ B dν^∘, n ∈ Z. (2.22)

Opredelim lineænye nepreryvnye funkcionaly ℓ i ~ℓ nad klassami C_0(Π) i ~C(O_β) po sledu¸wim formulam:

ℓ[F ] := ∫ S F ∘ Ψ^{−1} dν^∘, F ∈ C_0(Π), (2.23)

~ℓ[ ~F ] := ∫ bΩ_β ~F ∘ Ψ^{−1} dν^∘, ~F ∈ ~C(O_β). (2.24)

Zdes~ ^Ω_β := [−β/2, β/2) × [0, 1].

V rØde sluqaev funkcionaly ℓ, ~ℓ dopuska¸t bolee prØmoe opisanie.

Sluqaæ 1. Pust~ granica volnovoda Π sostoit iz dvuh neperese-

ka¸wihsØ γ_α-periodiqeskih krivyh ȷordana. (PodobnaØ situaciØ pri dopolnitel~nom uslovii bilipxicevosti krivyh rassmotrena v [16].) Togda, s uqetom utverßdeniØ (3) teoremy 1.2 i teoremy II.3.4 iz [6], otobraßenie Ψ vzaimno-odnoznaqno perevodit Π na S i pri fftom

Ψ ∈ C(Π), Ψ^{−1} ∈ C(S).

OPERATOR XREDINGERA 223

Tem samym, C_0(Π) = C_0(Π) i, krome togo, ~C(O_β ) = ~C(O_β ). Zdes~ qerez ~C(O_β) oboznaqeno mnoßestvo sußeniæ na O_β γ_αperiodiqeskih nepreryvnyh v Π funkciæ.

Opredelim v Π vewestvennyæ borelevskiæ zarØd dν lokal~no koneqnoæ variacii formuloæ ∫ D dν := ∫ Ψ(D)

dν^∘ (2.25)

dlØ l¸bogo ograniqennogo borelevskogo mnoßestva D ⊂ Π. ZarØd dν avtomatiqeski γ_α-periodiqen v Π. Togda

ℓ[F ] = ∫ Π F dν, F ∈ C_0(Π),

~ℓ[ ~F ] = ∫ b_{Oβ} ~F dν, ~F ∈ ~C(O_β ).

Zdes~ ^O_β := Ψ^{−1}(^Ω_β). Pust~ Λ (sootv., Λ_0) – mnoßestvo vseh vewestvennyh borelevskih γ_α- (sootv., γ_β -) periodiqeskih zarØdov v Π (sootv., S) lokal~no koneqnoæ variacii. Sootnoxenie (2.25) opredelØet vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu Λ i Λ_0. Tem samym, mnoßestva funkcionalov ℓ, ~ℓ estestvennym obrazom otoßdestvlØ¸tsØ s mnoßestvom zarØdov Λ.

Sluqaæ 2. Pust~ oblast~ Oβ predstavima v vide ob¨edineniØ

koneqnogo qisla oblasteæ:

O_β = K⋃ j=1 O^{(j)}_β , (2.26)

priqem granica kaßdoæ oblasti O^{(j)}_β , j = 1, . . ., K, est~ zamknutaØ krivaØ ȷordana. RazumeetsØ, predstavlenie (2.26) neodnoznaqno. (Otmetim, qto v [14] predpolagalos~, qto vypolneno uslovie (2.26). Pri fftom dopolnitel~no nakladyvalos~ uslovie ∂O^{(j)}_β ∈ C^{1+δ}, δ > 0.) Moßno pokazat~, qto uslovie (2.26) ne zavisit ot vybora matricy-funkcii b(x); dlØ nas, odnako, ffto seæqas nesuwestvenno. Pust~ Ω^{(j)}_β := Ψ(O^{(j)}_β ), j = 1, . . ., K. Poskol~ku oblasti O^{(j)}_β ograniqeny krivymi ȷordana, to (sr.

224 R. G. XTERENBERG

sluqaæ 1) otobraßenie Ψ vzaimno-odnoznaqno perevodit O^{(j)}_β na

Ω^{(j)}_β i vypolneno

Ψ ∈ C(O^{(j)}_β ), Ψ^{−1} ∈ C(Ω^{(j)}_β ), j = 1, . . . , K.

V rassmatrivaemom sluqae vozmoßno prØmoe opisanie klassov ~C(O_β ) i C_0(Π). Klass ~C(O_β ) sostoit iz sußeniæ na O_β γ_αperiodiqeskih nepreryvnyh v Π funkciæ ~F , oblada¸wih sledu¸wim svoæstvom: dlØ vseh j = 1, . . ., K, nepreryvnaØ funkciØ ~F | |_{O(j)β} v oblasti O^{(j)}_β dopuskaet prodolßenie do funkcii nepre-

ryvnoæ v zamknutoæ oblasti O^{(j)}_β . Poloßim O^{(j)}_β (n) := O^{(j)}_β +

nαe_1, n ∈ Z. Klass C_0(Π) sostoit iz nepreryvnyh v Π funkciæ

F takih, qto supp F ∈ O_R pri nekotorom R < ∞, i oblada¸wih sledu¸wim svoæstvom. DlØ vseh j = 1, . . . , K, n ∈ Z, nepreryvnaØ funkciØ F | |_{O(j)β (n)} v oblasti O^{(j)}_β (n) dopuskaet prodolßenie

do funkcii nepreryvnoæ v zamknutoæ oblasti O^{(j)}_β (n).

Opredelim v O^{(j)}_β vewestvennye borelevskie zarØdy dν_j, j =

1, . . . , K, koneqnoæ variacii formulami ∫ D_j dν_j := ∫ e_{Dj} dν^∘, D_j ⊂ O^{(j)}_β , j = 1, . . ., K, gde ~D_1 := Ψ(D_1) ∩ ^Ω_β, ~D_j := ( Ψ(D_j ) ∩ ^Ω_β ) \ (_{j−1} ⋃ s=1 Ω^{(s)}_β ) , j = 2, . . ., K. Zdes~ Ψ ponimaetsØ kak nepreryvnoe otobraßenie O^{(j)}_β na Ω^{(j)}_β . Togda funkcionaly (2.23), (2.24) moßno zapisat~ v vide

ℓ[F ] = ∑ n∈Z^{K∑}j=1^∫_O(j)_β^{F (x + nαe1)dνj(x), F ∈ C0(Π), (2.27)} ~ℓ[ ~F ] =^K ∑ j=1 ∫

O(^j)_β ~F (x)dν_j(x), ~F ∈ ~C(O_β ). (2.28)

OPERATOR XREDINGERA 225

Obratno, pust~ {dν_j} – sistema vewestvennyh borelevskih zarØdov v O^{(j)}_β , j = 1, . . . , K, koneqnoæ variacii, i pust~ funkcionaly ℓ, ~ℓ zadany sootnoxeniØmi (2.27), (2.28). Togda moßno opredelit~ vewestvennyæ borelevskiæ γ_β -periodiqeskiæ zarØd dν^∘ v S lokal~no koneqnoæ variacii po formule ∫ B dν^∘ := ∑ n∈Z^{K∑}j=1^∫e_B (j)_n^{dνj, B ⊂ S,} gde ~B^{(j)}_n := Ψ^{−1} ( (B + nβe_1) ∩ Ω^{(j)}_β ) . Pri fftom funkcionaly (2.27), (2.28) sovpadut s (2.23), (2.24) sootvetstvenno. RazumeetsØ, sootvetstvie meßdu zarØdom dν^∘, zada¸wim funkcionaly ℓ, ~ℓ po formulam (2.23), (2.24), i sistemoæ zarØdov {dν_j}, zada¸weæ te ße funkcionaly po formulam (2.27), (2.28), voobwe govorØ, neodnoznaqno. Takim obrazom, v sluqae 2 funkcionaly ℓ, ~ℓ dopuska¸t prØmoe opisanie (2.27), (2.28) i zada¸tsØ sistemoæ zarØdov {dν_j}, opredelennyh v zamknutyh oblastØh O^{(j)}_β , j = 1, . . . , K.

Pust~, kak obyqno, 2dν^∘_± := |dν^∘| ± dν^∘. Analogiqno (2.23), (2.24) opredelim funkcionaly |ℓ|, |~ℓ| (po zarØdu |dν^∘|) i ℓ_±, ~ℓ_± (po zarØdu dν^∘_±). Oqevidno, 2ℓ_± = |ℓ| ± ℓ, 2~ℓ_± = |~ℓ| ± ~ℓ.

Na funkcionaly ℓ, ~ℓ nakladyva¸tsØ sledu¸wie “neØvnye” usloviØ.

(i) Forma

m_+[u, u] := ∫ Π |∇u|^2 dx + ℓ_+[|u|^2], u ∈ H^1(Π) ∩ C_0(Π), (2.29)

dopuskaet zamykanie v L_2(Π). (�to oznaqaet, qto dlØ l¸boæ posledovatel~nosti {u_j}, u_j ∈ H^1(Π) ∩ C_0(Π), shodØweæsØ v L_2(Π) k nul¸ i fundamental~noæ otnositel~no formy m_+, vypolneno

m_+[u_j, u_j] → 0 pri j → ∞.)

226 R. G. XTERENBERG

(ii) Pri nekotorom τ < 1 spravedlivo neravenstvo

ℓ_−[|u|^2] ≤ τ ∫ Π ⟨g∇u, ∇u⟩ dx + ℓ_+[|u|^2] + C ∫ Π |u|^2 dx, u ∈ H^1(Π) ∩ C_0(Π), τ < 1, C = C(τ, g, ℓ).

(2.30)

(iii) Pri l¸bom 0 < ε ≤ 1 vypolnena ocenka

|~ℓ|[|u|^2] ≤ ε ∫ O_β |∇u|^2 dx + sup_{x∈Oβ} |u(x)|^2 + C(ε; ~ℓ) ∫ O_β |u|^2 dx,

0 < ε ≤ 1, u ∈ ~H^1(O_β) ∩ ~C(O_β ). (2.31)

UsloviØ (i)–(iii) zavedomo vypolneny dlØ teh volnovodnyh oblasteæ i zarØdov, kotorye obsußda¸tsØ v [14] i [16].

2.6. Opredelenie operatorov. V gil~bertovom prostranstve

L_2(Π) rassmotrim kvadratiqnu¸ formu m_{λμ}[v, v] := ∫ Π ⟨g(D − A)ϕ^{−1}v, (D − A)ϕ^{−1}v⟩ dx + ℓ[|ϕ^{−1}v|^2], (2.32)

Dom m_{λμ} := {v = ϕu : u ∈ H^1(Π) ∩ C^{(λμ)}_0 (Π)}, λ = D, N, μ = D, N. (2.33)

Iz usloviæ (2.8), (2.9), (2.11) vytekaet, qto mnoßestvo (2.33) plotno v L_2(Π).

Predloßenie 2.4. Pust~ oblast~ Π udovletvorØet usloviØm

1.3, 1.5. Pust~ g(x) – izmerimaØ vewestvennaØ (2 × 2)-matricafunkciØ v Π, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (2.2). Pust~ vewestvennaØ funkciØ ϕ(x) udovletvorØet usloviØm (2.8)–(2.10), a vektorfunkciØ A(x) podqinena usloviØm (2.14), (2.15). Pust~ funkcional ℓ opredelen v (2.23), i vypolneny usloviØ (2.21), (2.22), (i), (ii). Togda forma m_{λμ}, opredelennaØ sootnoxeniØmi (2.32), (2.33), poluograniqena snizu i dopuskaet zamykanie v L_2(Π).

OPERATOR XREDINGERA 227

Dokazatel~stvo. Iz (2.9), (2.11) i usloviØ 1.5, na osnovanii

lemmy 1.2 iz [13], vytekaet ocenka ∫ O_β |u|^2 dx ≤ ε ∫ O_β |∇u|^2 dx + C(ε; ϕ) ∫ O_β |ϕu|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ H^1(O_β). (2.34) Ispol~zuØ periodiqnost~ ϕ i A (usloviØ (2.8), (2.14)), zapixem neravenstva (2.18), (2.34) dlØ integralov po oblastØm O_β + nαe_1 i prosummiruem po n ∈ Z. Togda ∫ Π |u|^2 dx ≤ ε ∫ Π |∇u|^2 dx + C(ε; ϕ) ∫ Π |ϕu|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ H^1(Π),

(2.35) ∫ Π |A|^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ Π |∇u|^2 dx + C(ε; A) ∫ Π |u|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ H^1(Π).

(2.36) Iz (2.2) i (2.36) vyteka¸t neravenstva ∫ Π ⟨g(D − A)u, (D − A)u⟩ dx ≥ (1 − ε) ∫ Π ⟨g∇u, ∇u⟩ dx− −C(ε; g, A) ∫ Π |u|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ H^1(Π), (2.37) ∫ Π ⟨g(D − A)u, (D − A)u⟩ dx ≤ (1 + ε) ∫ Π ⟨g∇u, ∇u⟩ dx+ +C(ε; g, A) ∫ Π |u|^2 dx, 0 < ε ≤ 1, u ∈ H^1(Π). (2.38) Iz (2.2), (2.32), (2.35), (2.37) i usloviØ (ii) sleduet neravenstvo m_{λμ}[v, v] ≥ (1 − τ − ε) ∫ Π ⟨g∇u, ∇u⟩ dx + (1 − τ )ℓ_+[|u|^2] − C ∫ Π |v|^2 dx, u = ϕ^{−1}v, v ∈ Dom m_{λμ}, 0 < ε ≤ 1, τ < 1, C = C(ε, τ, g, ϕ, A, ℓ). (2.39)

228 R. G. XTERENBERG

Poloßim v (2.39) 2ε = 1−τ i uqtem nißn¸¸ ocenku (2.2). Togda, s uqetom (2.29), m_{λμ}[v, v] ≥ C_1m_+[u, u] − C ∫ Π |v|^2 dx, u = ϕ^{−1}v, v ∈ Dom m_{λμ}, C_1 = C_1(g, τ ) > 0, C = C(τ, g, ϕ, A, ℓ). (2.40)

Iz (2.2), (2.29), (2.32), (2.35) i (2.38) sleduet neravenstvo m_{λμ}[v, v] ≤ C_2m_+[u, u] + C ∫ Π |v|^2 dx, u = ϕ^{−1}v, v ∈ Domm_{λμ}, C_2 = C_2(g), C = C(g, ϕ, A). (2.41)

Neravenstvo (2.40) pokazyvaet, qto forma m_{λμ} poluograniqena snizu. Iz (2.35), (2.40), (2.41) i usloviØ (i) vidno, qto forma

m_{λμ} dopuskaet zamykanie v L_2(Π). •

ZamknutaØ forma m_{λμ} poroßdaet v L_2(Π) samosoprØßennyæ operator M_{λμ}. Operator M_{λμ} interpretiruetsØ kak operator Xredingera v oblasti Π, formal~no zadannyæ vyraßeniem (0.1), gde V(x) – obobwennyæ fflektriqeskiæ potencial, poroßdennyæ funkcionalom ℓ. Operator M_{DD} otveqaet zadaqe Dirihle v Π; operator M_{DN} (sootvetstvenno, M_{ND} ) otveqaet uslovi¸ Dirihle na l_− (sootvetstvenno, na l_+). Pri fftom usloviØ na l_+ (sootvetstvenno, na l_−) – estestvennye. Operator M_{NN} otveqaet estestvennym kraevym usloviØm na vseæ granice ∂Π.

2.7. Osnovnoæ rezul~tat raboty sostavlØet sledu¸waØ teore- ma. Teorema 2.5. Pust~ oblast~ Π udovletvorØet usloviØm 1.3,

1.5. Pust~ izmerimaØ vewestvennaØ (2 × 2)-matrica-funkciØ g(x) podqinena usloviØm (2.1)–(2.3), (2.6), (2.7). Pust~ vewestvennaØ funkciØ ϕ(x) udovletvorØet usloviØm (2.8)–(2.10), a vektorfunkciØ A(x) podqinena usloviØm (2.14), (2.15). Pust~ funkcionaly ℓ, ~ℓ opredeleny v (2.23), (2.24), i vypolneny usloviØ (2.21), (2.22), (i)–(iii). Pust~ kvadratiqnaØ forma m_{λμ} (gde λ i μ prinima¸t znaqeniØ D i N ) opredelena sootnoxeniØmi (2.32), (2.33), a forma m_{λμ} est~ zamykanie formy m_{λμ} v L_2(Π). Pust~ samosoprØßennyæ operator M_{λμ} v L_2(Π) poroßden formoæ m_{λμ}. Togda spektr kaßdogo iz qetyreh operatorov M_{DD}, M_{DN} , M_{ND} , M_{NN} absol¸tno nepreryven.

OPERATOR XREDINGERA 229

2.8. Odin qastnyæ sluqaæ. Vydelim sluqaæ “regulØrnogo”

fflektriqeskogo potenciala. Imenno, pust~ V – vewestvennaØ izmerimaØ funkciØ v Π takaØ, qto

V (x + nαe_1) = V (x), n ∈ Z, x ∈ Π, (2.42)

V ∈ L_1(O_β ). (2.43)

Sootnoxenie ∫ B dν^∘ := ∫ Ψ�1_{(B)}^{V (x) dx, B ⊂ S}, oqevidno, opre-

delØet vewestvennyæ borelevskiæ γ_β-periodiqeskiæ absol¸tno nepreryvnyæ zarØd dν^∘ v S lokal~no koneqnoæ variacii. Funkcionaly ℓ, ~ℓ togda opredelØ¸tsØ formulami

ℓ[F ] := ∫ Π V F dx, F ∈ C_0(Π),

~ℓ[ ~F ] := ∫ O_β V ~F dx, ~F ∈ ~C(O_β ). Legko ponØt~, qto usloviØ (i), (iii) vypolneny avtomatiqeski. Ocenka (2.30) seæqas prinimaet vid ∫ Π V_−|u|^2dx ≤ τ ∫ Π ⟨g∇u, ∇u⟩ dx + ∫ Π V_+|u|^2dx + C ∫ Π |u|^2 dx, u ∈ H^1(Π) ∩ C_0(Π), τ < 1, C = C(τ, g, V ), (2.44)

dlØ nekotorogo τ < 1. Perepixem formu (2.32) v vide m_{λμ}(V )[v, v] := := ∫ Π ⟨g(D − A)ϕ^{−1}v, (D − A)ϕ^{−1}v⟩ dx + ∫ Π V |ϕ^{−1}v|^2dx, (2.45)

Dom m_{λμ}(V ) := {v = ϕu : u ∈ H^1(Π) ∩ C^{(λμ)}_0 (Π)}, λ = D, N, μ = D, N. (2.46)

Pust~ Π, g, ϕ i A udovletvorØ¸t usloviØm predloßeniØ 2.4, a V podqineno usloviØm (2.42)–(2.44). Togda forma (2.45) na oblasti opredeleniØ (2.46) poluograniqena snizu i dopuskaet zamykanie v L_2(Π). ZamknutaØ forma m_{λμ}(V ) poroßdaet v L_2(Π) samosoprØßennyæ operator M_{λμ}(V ). Operator M_{λμ}(V ) interpretiruetsØ kak operator Xredingera v oblasti Π (otveqa¸wiæ sootvetstvu¸weæ kraevoæ zadaqe), formal~no zadannyæ vyraßeniem

230 R. G. XTERENBERG

(0.1), gde V(x) = V (x) – “regulØrnyæ” fflektriqeskiæ potencial. Sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ prØmym sledstviem teoremy 2.5.

Teorema 2.6. Pust~ oblast~ Π udovletvorØet usloviØm 1.3,

1.5. Pust~ izmerimaØ vewestvennaØ (2 × 2)-matrica-funkciØ g(x) podqinena usloviØm (2.1)–(2.3), (2.6), (2.7). Pust~ vewestvennaØ funkciØ ϕ(x) udovletvorØet usloviØm (2.8)–(2.10), a vektorfunkciØ A(x) podqinena usloviØm (2.14), (2.15). Pust~ vewestvennaØ funkciØ V (x) udovletvorØet usloviØm (2.42)–(2.44). Pust~ kvadratiqnaØ forma m_{λμ}(V ) (gde λ i μ prinima¸t znaqeniØ D i N ) opredelena sootnoxeniØmi (2.45), (2.46), a forma m_{λμ}(V ) est~ zamykanie formy m_{λμ}(V ) v L_2(Π). Pust~ samosoprØßennyæ operator M_{λμ}(V ) v L_2(Π) poroßden formoæ m_{λμ}(V ). Togda spektr kaßdogo iz qetyreh operatorov M_{DD} (V ), M_{DN} (V ), M_{ND} (V ), M_{NN} (V ) absol¸tno nepreryven.

Otmetim, qto uslovie (2.44) zavedomo vypolneno, esli V ≥ 0.

2.9. Kommentariæ. V rabotah [14, 16] usloviØ na volnovod sta-

vilis~ bolee ßestkie qem v teoreme 2.5. V qastnosti, v obeih rabotah okazyvalos~ vypolnennym uslovie 2.3. My uße otmeqali (sm. p. 2.4), qto pri uslovii 2.3 moßno ukazat~ udobnye dostatoqnye usloviØ na kofffficienty ω, ϕ, A, pri kotoryh spravedlivo utverßdenie teoremy 2.5.

§3. Dokazatel~stvo teoremy 2.5 3.1. Vypolnim zamenu peremennyh ¸ = Ψ(x), x ∈ Π. Vvedem sle-

du¸wie oboznaqeniØ

ϕ^∘(¸) := (det Ψ^′(x))^{−1/2} ϕ(x), (3.1)

ω^∘(¸) := ω(x), (3.2)

g^∘_0(¸) := (det Ψ^′(x))^{−1} Ψ^′(x)g_0(x)(Ψ^′(x))^t, (3.3)

g^∘(¸) := (ω^∘(¸))^2g^∘_0 (¸), (3.4)

A^∘(¸) := (Ψ^′(x)^t)^{−1}A(x), (3.5)

gde ¸ = Ψ(x), x ∈ Π. Naxa cel~ – ubedit~sØ v tom, qto koffffi-

cienty (3.1)–(3.5) v polose S udovletvorØ¸t usloviØm togo ße tipa, qto i ishodnye kofffficienty v oblasti Π.

Iz svoæstva (1.14) otobraßeniØ Ψ, usloviæ (2.1), (2.3), (2.8), (2.14) i sootnoxeniæ (3.1)–(3.5) vidno, qto kofffficienty ϕ^∘, ω^∘,

g^∘_0 i A^∘ periodiqny v polose S otnositel~no rexetki γ_β .

OPERATOR XREDINGERA 231

3.2. UsloviØ na metriku g^∘. Iz (2.5) i (3.2), oqevidno, vyte-

kaet neravenstvo

0 < ω_0 ≤ ω^∘(¸) ≤ ω_1 < ∞, ¸ ∈ S. (3.6)

V silu (1.7), (1.12), (3.3), dlØ g^∘_0 vypolneno uslovie, analogiqnoe (2.4):

c^∘_21 ≤ g^∘_0(¸) ≤ c^∘_31, ¸ ∈ S, 0 < c^∘_2 ≤ c^∘_3 < ∞, (3.7)

gde c^∘_2 = c^∘_2(g_0, Ψ), c^∘_3 = c^∘_3(g_0, Ψ). Otmetim, qto otobraßenie F →

F ∘ Ψ^{−1} perevodit ~H^1(O_β ) na ~H^1(Ω_β) (sr. dokazatel~stvo lemmy

1.7). Togda iz (2.6) sleduet, qto ω^∘ = ω ∘ Ψ^{−1} udovletvorØet uslovi¸

ω^∘ ∈ ~H^1(Ω_β ). (3.8)

V silu (1.7), (1.12), (2.7), (3.2) i lemmy 1.9, dlØ ω^∘ vypolnena ocenka: ∫ Ω_β

|∇_¸ω^∘|^2|u^∘|^2 d¸ ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸u^∘|^2 d¸ + C(ε) ∫ Ω_β |u^∘|^2 d¸, 0 < ε ≤ 1, u^∘ ∈ ~H^1(Ω_β ), (3.9)

gde C(ε) = C(ε; ω, Ψ).

3.3. UsloviØ na vesovu¸ funkci¸ ϕ^∘. Iz (1.17), (2.9) i (3.1)

vidno, qto

ϕ^∘(¸) > 0, p. v. ¸ ∈ S. (3.10)

SootnoxeniØ (2.10), (3.1) i lemma 1.9 privodØt k uslovi¸ ∫ Ω_β |ϕ^∘|^2|u^∘|^2 d¸ ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸u^∘|^2 d¸ + C(ε) ∫ Ω_β |u^∘|^2 d¸, 0 < ε ≤ 1, u^∘ ∈ ~H^1(Ω_β ), (3.11)

gde C(ε) = C(ε; ϕ, Ψ).

3.4. UsloviØ na magnitnyæ potencial A^∘. Funkcii lj (t), vve-

dennye v (2.16), oqevidno, udovletvorØ¸t neravenstvam l_j(ct) ≤ ^C_jl_j (t), t ≥ 0, c ≥ 1, j = 1, . . ., m, ^C_1 = 1 + ln c, ^C_j = 1 + ln ^C_{j−1}, j = 2, . . . , m. (3.12)

232 R. G. XTERENBERG

Iz (1.7), (1.12), (2.15), (3.5), (3.12) i lemmy 2.2 poluqaem ∫ Ω_β

|A^∘|^2l^ρ_m(|A^∘|) m−1∏ j=1 l_j (|A^∘|) d¸ < ∞, m ∈ N, ρ > 1, (3.13) s temi ße parametrami m i ρ, qto i v (2.15).

3.5. UsloviØ na zarØd dν^∘. Otobraßenie u → u^∘ = u ∘ Ψ^{−1} pere-

vodit H^1(Π) ∩ C_0(Π) na H^1(S) ∩ C_0(S). V L_2(S) rassmotrim kvadratiqnu¸ formu

m^∘_+[u^∘, u^∘] := ∫ S |∇_¸u^∘|^2 d¸ + ∫ S |u^∘|^2 dν^∘_+, u^∘ ∈ H^1(S) ∩ C_0(S). (3.14)

VypolnØØ v (3.14) zamenu x = Ψ^{−1}(¸) i ispol~zuØ (1.25), (2.23) i (2.29), poluqaem dvustoronn¸¸ ocenku

c(Ψ) m_+[u, u] ≤ m^∘_+[u^∘, u^∘] ≤ C(Ψ) m_+[u, u],

u = u^∘ ∘ Ψ, u^∘ ∈ H^1(S) ∩ C_0(S). (3.15)

SootnoxeniØ (1.26), (3.15) vmeste s usloviem (i) dlØ ℓ (sm. p. 2.5) pokazyva¸t, qto dlØ dν^∘ vypolneno sledu¸wee uslovie. (i^′) Forma (3.14) dopuskaet zamykanie v L_2(S).

Dalee, v silu (3.2)–(3.4) imeem ∫ S ⟨g^∘∇_¸u^∘, ∇_¸u^∘⟩ d¸ = ∫ Π ⟨g∇u, ∇u⟩ dx, (3.16) gde u = u^∘ ∘Ψ, u^∘ ∈ H^1(S). Uslovie (ii) dlØ ℓ (sm. (2.30)), s uqetom (1.26), (2.2), (2.23), (3.16), privodit k sledu¸wemu uslovi¸. (ii^′) Pri nekotorom τ^∘ < 1 spravedlivo neravenstvo ∫ S |u^∘|^2 dν^∘_− ≤ τ^∘ ∫ S ⟨g^∘∇_¸u^∘, ∇_¸u^∘⟩ d¸ + ∫ S |u^∘|^2 dν^∘_+ +

+C ∫ S |u^∘|^2 d¸, u^∘ ∈ H^1(S) ∩ C_0(S), τ^∘ < 1. (3.17)

OPERATOR XREDINGERA 233

Qislo τ^∘ v (3.17) moßet byt~ vybrano l¸bym iz intervala (τ, 1), gde τ fiksirovano v (2.30); C = C(τ^∘, g, ℓ, Ψ). Otobraßenie u → u^∘ perevodit ~H^1(O_β) ∩ ~C(O_β ) na ~H^1(Ω) ∩ ~C(Ω_β ). VypolnØØ v (2.31) podstanovku ¸ = Ψ(x) i uqityvaØ (1.20), (1.22), (2.24), prihodim k sledu¸wemu uslovi¸.

(iii^′) Pri l¸bom 0 < ε ≤ 1 vypolnena ocenka ∫ bΩ_β |u^∘|^2 |dν^∘| ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸u^∘|^2 d¸ + max_{¸∈Ωβ} |u^∘(¸)|^2 + C(ε) ∫ Ω_β |u^∘|^2 d¸,

0 < ε ≤ 1, u ∈ ~H^1(Ω_β ) ∩ ~C(Ω_β), (3.18)

gde C(ε) = C(ε; ~ℓ, Ψ).

3.6. Operatory v polose S. V L2(S) rassmotrim kvadratiqnu¸

formu m^∘_{λμ}[w, w] := ∫ S ⟨g^∘(D − A^∘)(ϕ^∘)^{−1}w, (D − A^∘)(ϕ^∘)^{−1}w⟩ d¸+

+ ∫ S |(ϕ^∘)^{−1}w|^2 dν^∘,

(3.19)

Dom m^∘_{λμ} := {w = ϕ^∘u^∘ : u^∘ ∈ H^1(S) ∩ C^{(λμ)}_0 (S)}, λ = D, N, μ = D, N. (3.20) V silu predloßeniØ 2.4 (primenennogo pri Π = S), s uqetom usloviæ (3.6), (3.7), (3.10), (3.11), (3.13), a takße usloviæ (i^′), (ii^′), forma (3.19) na oblasti opredeleniØ (3.20) poluograniqena snizu i dopuskaet zamykanie v L_2(S). ZamknutaØ forma m^∘_{λμ} poroßdaet samosoprØßennyæ operator M^∘_{λμ} v L_2(S).

DlØ v ∈ L_2(Π) poloßim w(¸) = (det Ψ^′(x))^{−1/2}v(x), gde ¸ = Ψ(x). Otobraßenie v → w unitarno perevodit L_2(Π) na L_2(S). Pri fftom Dom m_{λμ} otobraßaetsØ na Dom m^∘_{λμ}.

V sootvetstvii s (3.1)–(3.5), (2.23), posle podstanovok ¸ =

Ψ(x), w(¸) = (det Ψ^′(x))^{−1/2}v(x), forma (2.32) pereædet v formu

(3.19): m_{λμ}[v, v] = m^∘_{λμ}[w, w], v ∈ Dom m_{λμ}.

234 R. G. XTERENBERG

Ots¸da sleduet, qto operatory M_{λμ} i M^∘_{λμ} unitarno ffkvivalentny. Soglasno teoreme 2.1 iz [16] spektr kaßdogo iz qetyreh operatorov M^∘_{λμ} absol¸tno nepreryven. Vmeste s nim absol¸tno nepreryven i spektr kaßdogo iz qetyreh operatorov M_{λμ}. Dokazatel~stvo teoremy 2.5 polnost~¸ zaverxeno.

§4. Zadaqa Dirihle 4.1. Do sih por nam bylo udobno rassmatrivat~ vse qetyre kra-

evye zadaqi parallel~no. Pofftomu nakladyvaemye usloviØ sootvetstvovali samoæ ßestkoæ iz nih – zadaqe N N . DlØ zadaqi DD, odnako, usloviØ mogut byt~ oslableny. V qastnosti, vmesto usloviØ 1.5 dostatoqno potrebovat~ lix~ (1.15). Teorema 2.1 iz [16] ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatorov v polose S takße byla dokazana v naibolee ßestkih usloviØh, otveqa¸wih zadaqe N N . V [16] osuwestvlØlas~ periodizaciØ, i izuqenie vseh qetyreh kraevyh zadaq v polose svodilos~ k issledovani¸ zadaqi s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. Zatem periodiqeskiæ operator v L_2(S) raskladyvalsØ v prØmoæ integral po operatoram s periodiqeskimi graniqnymi uslovi- Ømi, deæstvu¸wim v L_2(Ω_β) i zavisØwim ot kvaziimpul~sa k ∈ R (parametra sloØ). Dal~neæxee svodilos~ k ocenkam rezol~venty operatora v sloe pri bol~xih mnimyh znaqeniØh kvaziimpul~sa

k ∈ C . PeriodiqeskaØ zadaqa byla horoxo izuqena v rabotah [2,

3, 5, 11–13]. Vaßnym momentom ØvlØlos~ issledovanie simvola svobodnogo operatora, voznika¸wego pri razloßenii periodiqeskih funkciæ v rØd Fur~e. Zadaqa Dirihle v polose S moßet byt~ rassmotrena analogiqno. Pri fftom operatoram v L_2(Ω_β ) sootvetstvuet periodiqeskoe graniqnoe uslovie po ξ_1 i uslovie Dirihle po ξ_2. Svobodnomu operatoru takße moßno sopostavit~ simvol (formal~no tot ße, qto i v periodiqeskoæ zadaqe), odnako, razloßenie v rØd dolßno osuwestvlØt~sØ po sobstvennym funkciØm zadaqi s novymi graniqnymi usloviØmi dlØ operatora −Δ. Vozmoßnost~ perenosa sootvetstvu¸wih utverßdeniæ iz rabot [2, 3, 5, 11–13] na rassmatrivaemyæ sluqaæ trebuet skrupuleznoæ proverki, hotØ hod dokazatel~stv v celom ostaetsØ tem ße. ToqnaØ formulirovka i dokazatel~stvo teoremy ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora Xredingera v periodiqeskom volnovode s usloviØmi Dirihle (lix~ pri usloviØh 1.3,

OPERATOR XREDINGERA 235

(1.15) na volnovod) budut privedeny v drugoæ stat~e. Zdes~ my ograniqimsØ prostym (no pokazatel~nym s toqki zreniØ usloviæ na volnovod) sluqaem operatora −Δ.

4.2. OboznaqeniØ. Pust~ H – gil~bertovo prostranstvo. Qe-

rez ‖ · ‖H oboznaqaetsØ norma v H; ‖ · ‖_{L2(Ωβ )} =: ‖ · ‖. Pust~ G – ewe odno gil~bertovo prostranstvo. Esli T – ograniqennyæ operator iz H v G, to ego norma oboznaqaetsØ qerez ‖T ‖H_→G; ‖T ‖_{L2(Ωβ )→L2(Ωβ )} =: ‖T ‖. Pust~ H^1_{DD}(Π) – zamykanie po H^1(Π)-norme klassa C^∞_0 (Π).

Qerez ~C^∞_0 (O_β ) oboznaqaetsØ mnoßestvo sußeniæ na O_β γ_αperiodiqeskih beskoneqno gladkih v Π funkciæ, toßdestvenno ravnyh nul¸ v okrestnosti granicy ∂Π. Pust~ ~H^1_{DD}(O_β ) – zamykanie po H^1(O_β )-norme klassa ~C^∞_0 (O_β ); H^1_{DD}(O_β ) – mnoßestvo sußeniæ na O_β funkciæ klassa H^1_{DD}(Π). Analogiqno opredelØ- ¸tsØ klassy H^1_{DD}(S), H^1_{DD}(Ω_β), ~H^1_{DD}(Ω_β ).

4.3. Opredelenie operatora i formulirovka teoremy. Opre-

delim formu

mDD[u, u] :=^∫_Π |∇u|^2dx, u ∈ H^1_{DD}(Π). (4.1)

Forma m_{DD}, oqevidno, zamknuta i poloßitel~na. Ona poroßdaet samosoprØßennyæ v L_2(Π) operator M_{DD}. Spravedliva sledu¸- waØ Teorema 4.1. Pust~ volnovod Π udovletvorØet usloviØm 1.3,

(1.15). Pust~ forma m_{DD} opredelena v (4.1) i operator M_{DD} poroßden v L_2(Π) fftoæ formoæ. Togda spektr operatora M_{DD} absol¸tno nepreryven.

4.4. Dokazatel~stvo teoremy 4.1 razob~em na neskol~ko fftapov.

V silu usloviØ 1.3 i teoremy 1.2 suwestvuet konformnoe otobraßenie Ψ : Π → S, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (1.13). Takim obrazom, seæqas my vybiraem matricu-funkci¸ b(x) := 1. Otmetim, preßde vsego, qto v silu standartnoæ teoremy vloßeniØ, pri uslovii (1.15) vloßenie ~H^1_{DD}(O_β) ⊂ L_2(O_β ) kompaktno. Krome togo, seæqas po-preßnemu vypolneno uslovie (1.17). Togda, povtorØØ s oqevidnymi izmeneniØmi rassußdeniØ, ispol~zovannye pri dokazatel~stve lemmy 1.7, poluqaem, qto otobraßenie u → u ∘ Ψ^{−1} perevodit H^1_{DD}(O_β) na H^1_{DD}(Ω_β) i dlØ

236 R. G. XTERENBERG

γ_β -periodiqeskoæ funkcii ψ (opredelennoæ v (1.16)) vypolnena

ocenka (sr. (1.19)) ∫ Ω_β ψ^2|f|^2d¸ ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸f|^2d¸ + C(ε) ∫ Ω_β |f|^2d¸, 0 < ε ≤ 1, f ∈ H^1_{DD}(Ω_β ). (4.2)

PoØsnim, qto hotØ prØmaØ ssylka na lemmu 1.5 iz [13] nevozmoßna, oqevidnye izmeneniØ v dokazatel~stve pokazyva¸t, qto ocenka (4.2) ffkvivalentna analogiqnoæ ocenke na klasse ~H^1_{DD}(Ω_β ). Iz (4.2), s uqetom (1.17), na osnovanii lemmy 1.2 iz [13] poluqaem (sr. (1.21)) ∫ Ω_β |f|^2d¸ ≤ ε ∫ Ω_β

|∇_¸f|^2d¸ + C(ε) ∫ Ω_β ψ^2|f|^2d¸, 0 < ε ≤ 1, f ∈ H^1_{DD}(Ω_β ). (4.3)

Otmetim takße, qto (sm. (1.18)) pri uslovii (1.15) vypolneno vkl¸qenie ψ ∈ L_2(Ω_β). Ispol~zuØ rassußdeniØ p. 3.6, s uqetom (3.3) i konformnosti otobraßeniØ Ψ, poluqaem, qto operator

MDD unitarno ffkvivalenten operatoru M^∘_{DD}, poroßdennomu za-

mknutoæ poloßitel~noæ formoæ

m^∘_{DD}[w, w] :=^∫_S |∇¸(ψ^{−1}w)|^2d¸,

Domm^∘_{DD} := {w = ψu^∘ : u^∘ ∈ H^1_{DD}(S)}.

(4.4)

Takim obrazom, teorema 4.1 budet dokazana, esli my dokaßem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 4.2. Pust~ ψ – γβ-periodiqeskaØ funkciØ v S, priqem

ψ ∈ L_2(Ω_β), i vypolneny usloviØ (1.17), (4.2). Pust~ forma m^∘_{DD} v L_2(S) opredelena v (4.4), i M^∘_{DD} – samosoprØßennyæ operator v L_2(S), poroßdennyæ fftoæ formoæ. Togda spektr operatora M^∘_{DD} absol¸tno nepreryven.

4.5. PrØmoæ integral. Razloßenie periodiqeskogo operatora M^∘_{DD} v prØmoæ integral stroitsØ s pomow~¸ preobrazovaniØ

OPERATOR XREDINGERA 237

Gel~fanda U. Rassmotrim gil~bertovo prostranstvo

K := 2π/β∫

0 ⊕L_2(Ω_β ) dk. (4.5)

Otobraßenie U : L_2(S) → K pervonaqal~no zadaetsØ na funkciØh klassa C_0(S) formuloæ (Uf)(k, ¸) := (2π/β)^{−1/2}e^{−ikξ1} ∑ n∈Z^{e−iknβf(ξ1 + nβ, ξ2).} Zatem ono prodolßaetsØ po nepreryvnosti do unitarnogo otobraßeniØ L_2(S) na K.

V L_2(Ω_β) dlØ kaßdogo k ∈ R (k – kvaziimpul~s) rassmotrim kvadratiqnu¸ formu

m^∘_{DD}(k)[w, w] :=^∫_Ω β ⟨(D_¸ + ke_1)(ψ^{−1}w), (D_¸ + ke_1)(ψ^{−1}w)⟩d¸,

Domm^∘_{DD}(k) := {w = ψu^∘ : u^∘ ∈^~H^1_{DD}(Ωβ )}.

(4.6)

Legko ponØt~, qto forma m^∘_{DD}(k), k ∈ R, zamknuta i poloßitel~- na. Ona poroßdaet samosoprØßennyæ v L_2(Ω_β ) operator M^∘_{DD}(k). Standartnye rassußdeniØ (sm., naprimer, [4, §2, 5, §2]) pokazyva¸t, qto operator M^∘_{DD} v prØmom integrale (4.5) deæstvuet kak operator umnoßeniØ na operator-funkci¸ M^∘_{DD}(k), t.e.

UM^∘_{DD}U^{−1} = 2π/β∫

0 ⊕ M^∘_{DD}(k) dk. 4.6. KompleksifikaciØ. Shema Tomasa. Shema Tomasa svØza-

na s rasprostraneniem form m^∘_{DD}(k) i operatorov M^∘_{DD}(k) na kompleksnye znaqeniØ kvaziimpul~sa k ∈ C . Pri takom analitiqeskom prodolßenii voznika¸t sektorial~nye formy i msektorial~nye operatory, sistematiqeski issledovannye v knige T. Kato [7]. Formula (4.6) pozvolØet analitiqeski prodolßit~ formu m^∘_{DD}(k) na l¸bye k ∈ C . Forma m^∘_{DD}(k) zamknuta i sektorial~na. TakaØ forma poroßdaet m-sektorial~nyæ operator, kotoryæ my po-preßnemu oboznaqaem qerez M^∘_{DD}(k). Rezol~venta operatora M^∘_{DD}(k) kompaktna pri vseh k ∈ C , qto legko sleduet

238 R. G. XTERENBERG

iz ocenok (4.2), (4.3). Operatory M^∘_{DD}(k) obrazu¸t otnositel~- no parametra k ∈ C samosoprØßennoe analitiqeskoe semeæstvo tipa (B) s kompaktnoæ rezol~ventoæ. Napomnim, qto semeæstvo tipa (B) otveqaet opredeleni¸ operatorov qerez sektorial~nye formy s postoØnnoæ oblast~¸ opredeleniØ (sm. [7, §VII.4]). SamosoprØßennost~ semeæstva oznaqaet, qto M^∘_{DD}(k) = (M^∘_{DD}(k))^∗,

k ∈ C ._{Shema Tomasa primenitel~no k operatornym semeæstvam tipa}

(B) podrobno opisana v [4]. �ti soobraßeniØ primenimy i k rassmatrivaemomu nami sluqa¸. Imenno, dokazatel~stvo absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora M^∘_{DD} svoditsØ k proverke sootnoxeniØ ‖(M^∘_{DD}(μ + iy))^{−1}‖ → 0 pri |y| → ∞ dlØ podhodØwego μ ∈ R. Takim obrazom, teorema 4.2 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Teorema 4.3. Pust~ funkciØ ψ ∈ L2(Ωβ ) udovletvorØet usloviØm

(1.17), (4.2). Pust~ forma m^∘_{DD}(k), k ∈ C , opredelena v (4.6) i msektorial~nyæ operator M^∘_{DD}(k) poroßden v L_2(Ω_β ) fftoæ formoæ. Togda operator M^∘_{DD}(π/β + iy), y ∈ R, obratim i lim |y|→∞ ‖(M^∘_{DD}(π/β + iy))^{−1}‖ = 0. (4.7)

4.7. Predvaritel~nye ocenki. Poloßim μ := π/β, k := μ + iy,

y ∈ R. UslovimsØ v fftom sluqae pisat~ M^∘_{DD}(y) vmesto M^∘_{DD}(k);

analogiqnoe soglaxenie prinimaetsØ dlØ oboznaqeniØ drugih operatorov i form. Dokazatel~stvo teoremy 4.3 udobno naqat~ so sluqaØ ψ = 1. Sootvetstvu¸wiæ operator budem oboznaqat~ qerez M_{DD}(y) := (D_¸ + (μ + iy)e_1)^2. Zapixem dlØ v ∈ L_2(Ω_β ) sledu- ¸wie dva razloßeniØ po sobstvennym funkciØm operatora −Δ v Ω_β s periodiqeskim usloviem po ξ_1 i usloviem Dirihle libo Neæmana po ξ_2: v(¸) = (β/2)^{−1/2 ∑}_{n1∈}Z_{,n2∈}N^vne^{i2μn1ξ1} sin(πn2ξ2), v(¸) = (β/2)^{−1/2 ∑}_{n1∈}Z_{,n2∈}N~vne^{i2μn1ξ1} cos(πn2ξ2)+ +β^{−1/2} ∑ n1∈Z,n2=0^{~vnei2μn1ξ1 .} (4.8)

OPERATOR XREDINGERA 239

Pust~ F_s, F_c – diskretnye (unitarnye) preobrazovaniØ F_s :

L_2(Ω_β) → l_2(Z× N), F_c : L_2(Ω_β) → l_2(Z× Z_+), deæstvu¸wie v

sootvetstvii s (4.8) po formulam F_sv = {^v_n}, F_cv = {~v_n}.

Operator M_{DD}(y) predstavlØetsØ v vide

M_{DD}(y) = F^∗_s h(y)F_s, (4.9)

gde simvol h(y) = {h_n(y)}, n = (n_1, n_2) ∈ Z× N, zadan formuloæ

h_n(y) = μ^2(2n_1 + 1)^2 + π^2n^2 − y^2 + 2iyμ(2n_1 + 1). (4.10)

Simvol (4.10) byl podrobno izuqen v [2, 3, 11]. Spravedliva faktorizaciØ

h_n(y) = q^{(+)}_n (y)q^{(−)}_n (y), q^{(±)}_n (y) := μ(2n_1 + 1) ± i(πn_2 ± y). (4.11)

Vvedem operatory

P_0(y) := F^∗_s {|h_n(y)|^{−1/2}}F_s, P (y) := F^∗_s {(h_n(y))^{−1}|h_n(y)|^{1/2}}F_s. (4.12)

Togda

R_0(y) := (M_{DD} (y))^{−1} = P_0(y)(P (y))^∗ . (4.13)

Iz (4.9)–(4.12) neposredstvenno sleduet ocenka (sr. [2, (3.15)])

‖P_0(y)‖ =

= ‖P (y)‖ ≤ min {(2μ|y|)^{−1/2}, μ^{−1}} 6 2μ^{−1/2}(μ + |y|)^{−1/2}. (4.14)

Pri N ≥ 1 vvedem sledu¸wie harakteristiqeskie funkcii peremennoæ n = (n_1, n_2) ∈ Z× N:

χ(n; y, N ) := { 1, |2n_1 + 1| ≤ N^{−1}|y| 0, |2n_1 + 1| > N^{−1}|y|, ~χ(n; y, N ) := 1 − χ(n; y, N ). Poloßim Ø(y, N ) := {χ(n; y, N )}, n = (n_1, n_2) ∈ Z× N. Vvedem sledu¸wie ortoproektory v L_2(Ω_β ): X (y, N ) := F^∗_s Ø(y, N )F_s, ~X (y, N ) := I − X (y, N ).

240 R. G. XTERENBERG

Kak pokazano v [11, (4.24)] spravedliva ocenka ∑ n1∈Z,n2∈N^{χ(n; y, N )|hn(y)|−1 ≤ CN −1ln N , N ≥ 2 max{1, μ}. (4.15)} Oqevidno, vypolneny sootnoxeniØ − i ∂ ∂ξ_1 = F^∗_s {2μn_1}F_s, (4.16) − i ∂ ∂ξ_2 = (F^∗_c F_s) F^∗_s {(−i)πn_2}F_s, n = (n_1, n_2) ∈ Z× N.

Iz (4.11), (4.12), (4.16) vytekaet ocenka (sr. [11, (4.18)])

‖∇_¸P_0(y) ~X (y, N )‖_{L2(Ωβ )→(L2(Ωβ ))}2 = (4.17) =‖∇_¸P (y) ~X (y, N )‖_{L2(Ωβ )→(L2 (Ωβ ))}2 ≤ CN^{1/2}, N ≥ 1. Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ analogom predloßeniØ 3.4 iz [13] (sm. takße [11, lemma 4.4]).

Lemma 4.4. Pust~ dlØ izmerimoæ vewestvennoæ funkcii ψ ∈

L_2(Ω_β) vypolnena ocenka (4.2). Togda spravedlivy sootnoxeniØ ∫ Ω_β

ψ^2|P_0(y)u|^2d¸ ≤ c(y)‖u‖^2, u ∈ L_2(Ω_β), y ∈ R, (4.18)

c(y) = c(y; ψ) → 0 pri |y| → ∞. (4.19) Dokazatel~stvo v celom sleduet dokazatel~stvu lemmy 4.4 iz

[11]. DlØ u ∈ L_2(Ω_β) zapixem ∫ Ω_β

ψ^2|P_0(y)u|^2d¸ ≤ 2 ∫ Ω_β ψ^2|P_0(y) ~X (y, N )u|^2d¸

+2 ∫ Ω_β

ψ^2|P_0(y)X (y, N )u|^2d¸ =: 2(I_1 + I_2). (4.20)

Otmetim, qto P_0(y)u, P_0(y)X (y, N )u, P_0(y) ~X (y, N )u ∈ ~H^1_{DD}(Ω_β ). DlØ ocenki pervogo integrala vospol~zuemsØ (4.2), (4.14) i (4.17):

I_1 ≤ ε‖∇¸P_0(y) ~X (y, N )u‖^2_{(L2(Ωβ ))}2 + C(ε, ψ)‖P_0u‖^2

OPERATOR XREDINGERA 241 ≤ C(εN + C(ε, ψ)(1 + |y|)^{−1})‖u‖^2, N ≥ 1. (4.21) DlØ vtorogo integrala, s uqetom (4.15), imeem

I_2 ≤ ‖ψ‖^2 max ¸∈Ωβ |P_0(y)X (y, N )u|^2

≤ C(ψ) ∑ n1∈Z,n2∈N^{χ(n; y, N )|hn(y)|−1/2|^un|2} (4.22) ≤ C(ψ)‖u‖^2 ∑ n1∈Z,n2∈N^{χ(n; y, N )|hn(y)|−1} ≤ ~C(ψ)N^{−1}ln N ‖u‖^2, N ≥ 2 max{1, μ}. PodstavlØØ (4.21), (4.22) v (4.20), poluqaem, pri N ≥ 2 max{1, μ}, ∫ Ω_β

ψ^2|P_0(y)u|^2d¸ ≤ C(ψ)‖u‖^2 ( εN + C(ε, ψ)(1 + |y|)^{−1} + N^{−1} ln N ) . (4.23)

PoslednØØ ocenka pri fiksirovannyh N i ε dokazyvaet (4.18). Qtoby dokazat~ (4.19), zadadimsØ proizvol~nym δ > 0. Vyberem N nastol~ko bol~xim, qtoby bylo vypolneno N ≥ 2 max{1, μ}, C(ψ)N^{−1} ln N < δ/3, i zafiksiruem takoe N . Zatem vyberem ε > 0 nastol~ko malym, qtoby bylo C(ψ)N ε < δ/3, i zafiksiruem takoe ε. Togda dlØ l¸bogo dostatoqno bol~xogo |y| vypolneno C(ψ)C(ε, ψ)(1 + |y|)^{−1} < δ/3. Ots¸da i iz (4.23) sleduet, qto suwestvuet y_0 = y_0(δ, ψ) takoe, qto ∫

Ω_β ψ^2|P_0(y)u|^2d¸ ≤ δ‖u‖^2 pri |y| ≥ y_0. �to dokazyvaet (4.19). •

242 R. G. XTERENBERG

4.8. Dokazatel~stvo teoremy 4.3. Teorema 4.3, oqevidno, budet

dokazana, esli my pokaßem, qto dlØ l¸boæ funkcii 0 ≠ w ∈

Domm^∘_{DD}(k) naædetsØ funkciØ 0 ≠ ^w ∈ Domm^∘_{DD}(k) takaØ, qto m^∘_{DD}(y)[w, ^w] ≥ c(y)^{−1}‖w‖‖ ^w‖, y ∈ R, c(y) = c(y, ψ) → 0 pri |y| → ∞. (4.24)

Pust~ 0 ≠ w ∈ Domm^∘_{DD}(k) i u^∘ := ψ^{−1}w ∈ ~H^1_{DD}(Ω_β ). Poloßim

v^∘ := (P_0(y))^{−1}P (y)u^∘. Togda v^∘ ∈ ~H^1_{DD}(Ω_β ) i vypolneny toßde-

stva

‖v^∘‖ = ‖u^∘‖, ‖(P_0(y))^{−1}v^∘‖ = ‖(P_0(y))^{−1}u^∘‖. (4.25)

Opredelim ^w sootnoxeniem ^w := ψv^∘. (4.26) Togda 0 ≠ ^w ∈ Domm^∘_{DD}(k). Dalee, s uqetom (4.6), (4.13), imeem

m^∘_{DD}(y)[w, ^w] =^∫_Ω β ⟨(D_¸ + ke_1)u^∘, (D_¸ + ke_1)v^∘⟩d¸ = ‖(P_0(y))^{−1}u^∘‖^2.

Ots¸da, ispol~zuØ (4.25), poluqaem m^∘_{DD}(y)[w, ^w] = ‖(P0(y))^{−1}u^∘‖‖(P0(y))^{−1}v^∘‖ = ‖(P_0(y))^{−1}ψ^{−1}w‖‖(P_0(y))^{−1}ψ^{−1} ^w‖.

(4.27)

Iz (4.18), (4.19), (4.27) sleduet ocenka (4.24), gde ^w opredeleno v (4.26). Takim obrazom, teorema 4.3, a togda i teoremy 4.2 i 4.1, dokazany.

Literatura

1. L. Ahlfors, L. Bers, Riemann’s mapping theorem for variable metrics. — Annals of Math. 72 (1960), No. 2, 385–404.

2. M. X. Birman, T. A. Suslina, Dvumernyæ periodiqeskiæ magnitnyæ gamil~tonian absol¸tno nepreryven. — Algebra i Analiz 9 (1997), vyp. 1, 32–48.

3. M. X. Birman, T. A. Suslina, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ dvumernogo periodiqeskogo magnitnogo gamil~toniana s razryvnym vektornym potencialom. — Algebra i Analiz 10 (1998), vyp. 4, 1–36.

4. M. X. Birman, T. A. Suslina, Periodiqeskiæ magnitnyæ gamil~tonian s peremennoæ metrikoæ. Problema absol¸tnoæ nepreryvnosti. — Algebra i Analiz 11 (1999), vyp. 2, 1–40.

OPERATOR XREDINGERA 243

5. M. X. Birman, T. A. Suslina, R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ dvumernogo operatora Xredingera s del~ta-potencialom, sosredotoqennym na periodiqeskoæ sisteme krivyh. — Algebra i Analiz 12 (2000), vyp. 6, 140–177.

6. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. GITTL, M. (1952).

7. T. Kato, TeoriØ vozmuweniæ lineænyh operatorov. M., Mir (1972). 8. V. G. Maz~Ø, Prostranstva S. L. Soboleva. Izd-vo Leningr. un-ta (1985).

9. A. Morame, Absence of singular spectrum for a perturbation of a two-dimensional Laplace-Beltrami operator with periodic electromagnetic potential. — J. Phys. A: Math. Gen. 31 (1998), 7593–7601.

10. M. Z. Solomyak, Spectral problems related to the critical exponent in the Sobolev embedding theorem. — Proc. London Math. Soc. (3) 71 (1995), 53–75.

11. R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ dvumernogo magnitnogo periodiqeskogo operatora Xredingera s fflektriqeskim potencialom tipa proizvodnoæ ot mery. Zap. nauqn. semin. POMI 271 (2000), 276–312.

12. R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra dvumernogo periodiqeskogo operatora Xredingera s poloßitel~nym fflektriqeskim potencialom. — Algebra i Analiz 13 (2001), vyp. 4, 196–228.

13. R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra dvumernogo magnitnogo periodiqeskogo operatora Xredingera s poloßitel~nym fflektriqeskim potencialom. — Trudy SPb mat. ob-va 9 (2001), 199–233.

14. E. Shargorodsky and A. V. Sobolev, Quasi-conformal mappings and periodic spectral problems. — University of Sussex at Brighton, Preprint no. 2001-07 (2001).

15. A. V. Sobolev and J. Walthoe, Absolute continuity in periodic waveguides. — University of Sussex at Brighton, Preprint 2000-19 (2000).

16. T. A. Suslina, R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra magnitnogo operatora Xredingera s metrikoæ v dvumernom periodiqeskom volnovode. — Algebra i Analiz 14 (2002), vyp. 2, 159–206.

Shterenberg R. G. Schrödinger operator in a periodic waveguide on the plane and quasi-conformal mappings.

A magneric Schrödinger operator with variable metric in a twodimensional simply connected periodic waveguide is considered. All coefficients are assumed to be periodic along the waveguide. We investigate Dirichlet and Neumann boundary problems as well as boundary problem of the third type. Under wide conditions on the boundary of the waveguide providing band structure of the spectrum, we prove the absolute continuity of the spectrum.

Postupilo 10 aprelØ 2002 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail:roman@RS3759.spb.edu