Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

A. V. Zurov

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` DINAMIQESKO` SISTEME, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` NA INTERVALE

0. Vvedenie

V rabote rassmatrivaetsØ dvuhskorostnaØ dinamiqeskaØ sistema vida ρu_{tt} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, 0 < x < l, 0 < t < T ; u|_{t<τ}�_{(x)} = 0; u|_{x=0} = f, v kotoroæ ρ = ρ(x), A = A(x) i B = B(x) – gladkie 2×2 – matricyfunkcii; ρ = diag{ρ_1, ρ_2}, plotnosti ρ_α > 0; A^α = 0 (α = 1, 2); f = (_{f1(t)} f2(t) ) – graniqnoe upravlenie; u = (_{u1(x,t)} u2(x,t) ) – rexenie.

Rabota dopolnØet rezul~taty, poluqennye v [1] dlØ sistem so slaboæ svØz~¸ (A = 0).

Issledu¸tsØ glavnye osobennosti matriqnogo fundamental~- nogo rexeniØ, stolbcy kotorogo, sut~ rexeniØ, otveqa¸wie upravleniØm (_θ 0 ) i (_0 θ ) (θ = θ(t) – teta-funkciØ Hevisaæda).

My pokazyvaem, qto v sluqae, esli plotnosti ne sovpada¸t ili sovpada¸t v koneqnom qisle toqek, razryvy ime¸t tol~ko diagonal~nye komponenty fundamental~nogo rexeniØ.

Prisutstvie intervalov, na kotoryh ρ_1 = ρ_2, privodit k po- Øvleni¸ razryvov u nediagonal~nyh komponent. �tot ffffekt interpretiruetsØ kak perehod glavnoæ osobennosti iz kanala v kanal v rezul~tate ih bolee sil~nogo vzaimodeæstviØ na takom intervale.

Avtor blagodarit M. I. Belixeva za rukovodstvo rabotoæ i pomow~, okazannu¸ pri podgotovke fftoæ stat~i.

1. DvuhskorostnaØ dinamiqeskaØ sistema 1.1. �ækonaly, harakteristiki. Pust~ na intervale 0 6 x 6 l 49

50 A. V. ZUROV zadany (vewestvennye) gladkie^1 2 × 2 – matricy-funkcii ρ =

ρ(x), A = A(x) i B = B(x), priqem:

(i) matrica ρ diagonal~na i poloßitel~no opredelena : ρ =

{ρ_α(x)δ^α_β }_{α, β=1,2} (δ^α_β – simvol Kronekera), ρ_α(x) > 0, ρ_1(0) < ρ_2(0); (ii) matrica A antidiagonal~na: A^α(x) = 0, α = 1, 2.

Funkcii ρ_α budem nazyvat~ plotnostØmi, funkcii c_α := ρ^{−1/2}α – skorostØmi.

Funkcii τ_α(x) := ∫_x 0 ρ^{1/2}_α (ξ) dξ sut~ ffækonaly; funkci¸

τ_∗(x) := x∫ 0 min[ρ^{1/2}_1 (ξ), ρ^{1/2}_2 (ξ)] dξ,

nazovem kvaziffækonalom.

Na ploskosti peremennyh x, t v polose 0 6 x 6 l ffækonaly opredelØ¸t semeæstva harakteristik t ± τ_α(x) = const; linii t −

τ_∗(x) = const nazovem kvaziharakteristikami.

Vvedem oboznaqenie T := τ_∗(l).

1.2. DvuhskorostnaØ dinamiqeskaØ sistema. Rassmotrim si-

stemu ρu_{tt} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, 0 < x < l, 0 < t < T ; (1) u|_{t<τ}�_{(x)} = 0; (2) u|_{x=0} = f, (3)

v kotoroæ f =

(_{f1 (t)} f2 (t) ) – R^2-znaqnaØ funkciØ (graniqnoe upravle-

nie); pust~ u = u^f (x, t) – rexenie, ØvlØ¸weesØ R^2-znaqnoæ funkcieæ ot x, t.

NarØdu s sistemoæ (1)-(3) rassmotrim matriqnu¸ zadaqu ρU_{tt} − U_{xx} + AU_x + BU = 0, 0 < x < l, 0 < t < T ; (4) U |_{t<τ}�_{(x)} = 0; (5)

U |_{x=0} =

(_{θ 0} 0 θ ) , (6)

gde θ = θ(t) – teta-funkciØ Hevisaæda; matrica-funkciØ U =

U (x, t) nazyvaetsØ fundamental~nym rexeniem. Strogoe oprede-

lenie fundamental~nogo rexeniØ kak obobwennogo rexeniØ zadaqi (4)-(6) budet dano niße.

1vs¸du v rabote “gladkiæ” oznaqaet C1-gladkiæ.

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` 51 Cel~ raboty – issledovanie glavnyh osobennosteæ fundamental~nogo rexeniØ; my provedem ego po sledu¸wemu planu:

• zadaqa (1)-(3) svoditsØ k integral~nomu uravneni¸; ustanavlivaetsØ ego razreximost~;

• fundamental~noe rexenie U opredelØetsØ kak rexenie integral~nogo uravneniØ; osobennosti U izvleka¸tsØ iz analiza iteraciæ integral~nogo uravneniØ.

2. Integral~noe uravnenie 2.1. SkalØrnoe integral~noe uravnenie.

Pust~ na intervale 0 6 x 6 l zadana gladkaØ vewestvennaØ funkciØ ρ = ρ(x) > 0. �ækonal τ (x) := ∫_x 0 ρ^{1/2}(ξ) dξ opredelØet semeæ-

stvo harakteristik t ± τ (x) = const; qerez x(τ ) oboznaqim funkci¸, obratnu¸ ffækonalu τ (x). Vvedem oboznaqenie T = τ (l).

Rassmotrim vspomogatel~nu¸ skalØrnu¸ zadaqu dlØ volnovogo uravneniØ ρu_{tt} − u_{xx} = h, 0 < x < l, 0 < t < T ; (7) u|_{t<τ (x)} = 0; (8)

u|_{x=0} = f, (9)

s pravoæ qast~¸ h = h(x, t) i upravleniem f = f(t). Pust~ pravaØ qast~ v (7) lokalizovana vyxe harakteristiki: h(x, t) = 0 pri t < τ (x). Oboznaqim ϱ(τ ) := ρ(x(τ )) i vvedem novu¸ funkci¸ v(τ, t) :=

ϱ^{−1/4}(0)ϱ^{1/4}(τ )u(x(τ ), t); kak netrudno pokazat~ ona udovletvorØet

zadaqe

v_{tt} − v_{ττ} = h, 0 < τ < T, 0 < t < T ; (10)

v|_{t<τ} = 0; (11)

v|_{τ =0} = f, (12)

gde pravaØ qast~ uravneniØ (10) imeet vid

h(τ, t) :=

h(x(τ ), t)ϱ^{−1/4}(0) ϱ^{−3/4}(τ ) + v(τ, t)ϱ^{−1/4}(τ )(ϱ^{1/2}(ϱ^{−1/4})_τ )_τ (τ ).

(13)

Vvedem funkci¸ w(τ, t) := v(τ, t) − f(t − τ ), u kotoroæ vtoroe slagaemoe ponimaetsØ s uqetom soglaxeniØ:

vse zavisØwie ot vremeni funkcii doopredeleny nulem pri t < 0.

52 A. V. ZUROV

FunkciØ w = w(τ, t) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi:

w_{tt} − w_{ττ} = h, 0 < τ < T, 0 < t < T ; (14) w|_{t<τ} = 0; (15) w|_{τ =0} = 0, (16)

qto pozvolØet primenit~ formulu D’Alambera: w(τ, t) = 1 2 ∫ ∫ K̃(τ,t) h(ξ, η) dξdη , (17)

gde oblast~ integrirovaniØ K̃(τ, t) := {(ξ, η)| 0 6 ξ 6 T ; 0 6 η 6

T ; η + ξ 6 t + τ ; η − ξ 6 t − τ ; η + ξ ¿ t − τ } (sm. ris. 1).

Ris. 1.

VernemsØ k ishodnoæ zadaqe (7)–(9); podstavlØØ (13) v (17) netrudno poluqit~: u(x, t) = ( ρ(0) ρ(x) )_{1/4} f(t − τ (x))+ + 1 2ρ^{1/4}(x) ∫ ∫ K(x,t) h(ξ, η) ρ^{1/4}(ξ) + u(ξ, η) d^2 dξ^2 ( 1 ρ^{1/4}(ξ) ) dξdη, (18)

gde oblast~ integrirovaniØ K(x, t) := {(ξ, η)| 0 6 ξ 6 l; 0 6 η 6

T ; η + τ (ξ) 6 t + τ (x); η − τ (ξ) 6 t − τ (x); η + τ (ξ) ¿ t − τ (x)} (sm.

ris. 1).

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` 53 Rassmotrim zadaqu ρu_{tt} − u_{xx} + au_x + bu = 0, 0 < x < l, 0 < t < T ; (19) u|_{t<τ (x)} = 0; (20) u|_{x=0} = f, (21)

gde a = a(x) i b = b(x) opredelennye na intervale 0 6 x 6 l gladkie funkcii. V uravnenii (19) perenesem slagaemye au_x +bu v pravu¸ qast~. V fftom sluqae, posle integrirovaniØ po qastØm, uravnenie (18) preobrazuetsØ k vidu: u(x, t) − (Mu)(x, t) = ( ρ(0) ρ(x) )_{1/4} f(t − τ (x)), (22) gde M – integral~nyæ operator vida M := ∂M + M, (∂M u)(x, t) = 1 2ρ^{1/4}(x) ∫ ∂K(x,t) a ρ^{1/4} u dη, (M u)(x, t) = 1 2ρ^{1/4}(x) ∫ ∫ K(x,t) [ b ρ^{1/4} + d^2 dξ^2 ( 1 ρ^{1/4} ) − d dξ ( a ρ^{1/4} )] u dξdη, granica ∂K(x, t) obhoditsØ v poloßitel~nom napravlenii.

Zadaqa (19)–(21) ravnosil~na uravneni¸ (22) v sledu¸wem smysle: pust~ f ∈ C^2([0, T ]), f(0) = f^′(0) = 0, togda funkciØ

u = u^f ∈ C^2([0, l] × [0, T ]) ØvlØetsØ klassiqeskim rexeniem zadaqi

(19)–(21) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ona udovletvorØet uravneni¸ (22).

2.2. Oblasti, podoblasti, prostranstva. Vnov~ obratimsØ k

sisteme (1)–(3). Toqki x = x_∗ > 0, v kotoryh ρ_1(x_∗) = ρ_2(x_∗), my budem nazyvat~ rezonansnymi. Intervaly, na kotoryh plotnosti sovpada¸t, my budem nazyvat~ rezonansnymi intervalami.

Dopolnitel~no predpoloßim, qto na otrezke 0 < x 6 l imeetsØ lix~ koneqnoe qislo rezonansnyh toqek i rezonansnyh intervalov.

Derevom harakteristik T nazovem lineænyæ graf na ploskosti (x, t) s verxinoæ v toqke (0, 0) (sm. ris. 2), takoæ, qto:

54 A. V. ZUROV (i) vetvi dereva sut~ uqastki harakteristik t − τ_α(x) = const, α =

1, 2;

(ii) iz verxiny (0, 0) ishodØt dve vetvi t = τ_α(x), α = 1, 2; (iii) vetvlenie dereva proishodit nad rezonansnymi toqkami i

nad pravymi koncami rezonansnyh intervalov (i tol~ko nad nimi) po pravilu: kaßdaØ vetv~, vhodØwaØ v toqku vetvleniØ sleva, razdvaivaetsØ, – iz toqki vetvleniØ vpravo vyhodØt dve harakteristiki t − τ_1(x) = const i t − τ_2(x) = const.

Ris. 2.

Napomnim, qto my poloßili T = τ_∗(l); v prØmougol~nike 0 <

x < l, 0 < t < T rassmotrim mnoßestvo toqek, leßawih vyxe

kvaziharakteristiki t = τ_∗(x) Π^T := {(x, t)| 0 < x < l, 0 < t < T, τ_∗(x) < t}, i rassmotrim ego qast~, leßawu¸ niße prØmoæ t = η, 0 < η 6 T Π^η := {(x, t) ∈ Π^T | 0 < t < η}. Derevo harakteristik T razbivaet mnoßestvo Π^η na svØznye komponenty:

Π^η \ T = p⋃ j=1 I^η_j ,

qislo kotoryh p = p(η) koneqno v silu predpoloßeniØ o tom, qto na otrezke 0 < x 6 l imeetsØ lix~ koneqnoe qislo rezonansnyh toqek i rezonansnyh intervalov.

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` 55 Qerez D oboznaqim mnoßestvo R^2–znaqnyh funkciæ, opredelennyh na Π^T \ T i nepreryvnyh v kaßdoæ iz komponent I^T_j .

Snabdim D semeæstvom polunorm

‖ u ‖_η:= max_{α=1,2} max_{j=1,..,p(η)} sup_{(x,t)∈Iη} j |u^α(x, t)| , 0 < η 6 T. Otmetim, qto ‖ · ‖_T est~ norma, a D – banahovo prostranstvo otnositel~no fftoæ normy.

Otnesem u ∈ D k klassu D_0, esli suwestvuet funkciØ ū ∈

C(Π^T ), ū(x, τ_∗(x)) = 0 pri 0 6 x 6 l, takaØ, qto ū|_IT_j = u. Kak

netrudno pokazat~, D_0 est~ podprostranstvo D.

2.3. Integral~noe uravnenie dlØ dvuhskorostnoæ sistemy.

VernemsØ k zadaqe (1)–(3). Oboznaqim

ᾱ := { 2, α = 1, 1, α = 2. ZapisyvaØ uravnenie (1) v vide: ρ_αu^α_{tt} − u^α_{xx} = −A^α_ᾱu^ᾱ_x − ∑ β=1,2 B^α_β u^β (α = 1, 2),

i primenØØ formulu D’Alambera (sm. p.2.1) k kaßdoæ komponente rexeniØ u = (_{u1} u2 ) , netrudno svesti sistemu (1)–(3) k integral~nomu uravneni¸ u − Mu = f̃ , (23) s pravoæ qast~¸ f̃(x, t) := ( μ_1(x)f^1(t − τ_1(x)) μ_2(x)f^2(t − τ_2(x)) ) , μ_α(x) := ( ρ_α(0) ρ_α(x) )_{1/4}

i matriqnym integral~nym operatorom sledu¸wego vida Mu = ( (Mu)^1 (Mu)^2 ) , (24)

M := ∂M + M, (25) (∂M u)^α(x, t) := 1 2ρ^{1/4}_α (x) ∫ ∂Kα(x,t) A^α_ᾱ ρ^{1/4}_α u^ᾱ dη, (26)

56 A. V. ZUROV

(M u)^α(x, t) := 1 2ρ^{1/4}_α (x) ∫ ∫ Kα(x,t) ∑ β=1,2 M^α_β u^β dξdη, (27)

M^α_α := B^α ρ^{1/4}_α + d^2 dx^2 ( 1 ρ^{1/4} ) ; M^α_ᾱ := B^α_ᾱ ρ^{1/4}_α − d dx ( A^α_ᾱ ρ^{1/4}_α ) , (28)

gde oblast~ integrirovaniØ v (27) est~ K_α(x, t) := {(ξ, η) ∈ Π^T | η+

τ_α(ξ) 6 t + τ_α(x); η − τ_α(ξ) 6 t − τ_α(x); η + τ_α(ξ) ¿ t − τ_α(x)}, a

kontur ∂K_α(x, t) v (26) est~ uqastok granicy (s poloßitel~noæ orientacieæ) mnoßestva {(ξ, η)| 0 6 ξ 6 l; 0 6 η 6 T ; η + τ_α(ξ) 6

t + τ_α(x); η − τ_α(ξ) 6 t − τ_α(x); η + τ_α(ξ) ¿ t − τ_α(x)}, leßawiæ vyxe

kvaziharakteristiki η = τ_∗(ξ).

2.4. Operatory. Opixem svoæstva operatorov (24)–(28). Lemma 1. V prostranstve D operator ∂M deæstvuet nepreryvno

i vypolnØetsØ ocenka ‖ ∂M u ‖_t6 C t∫ 0 ‖ u ‖_η dη. (29) Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto operator ∂M korrektno oprede-

len v D.

Pust~ toqka (x, t) leßit v komponente I^T_j . V fftom sluqae kontur ∂K_α(x, t) v opredelenii (26) moßet imet~ tol~ko transversal~nye pereseqeniØ s derevom T . V samom dele, kontur

∂K_α(x, t) obrazovan uqastkami harakteristik η + τ_α(ξ) = t + τ_α(x), η + τ_α(ξ) = t − τ_α(x) i η − τ_α(ξ) = t − τ_α(x). Iz oprede-

leniØ T (sm. p.2.2) legko videt~, qto pervye dve harakteristiki vsegda pereseka¸tsØ s T transversal~no. Dopustim, qto harakteristika η − τ_α(ξ) = t − τ_α(x) imeet v nekotoroæ toqke

(ξ_∗, τ_α(ξ_∗) + t − τ_α(x)) ∈ T , ξ_∗ < x, obwiæ kasatel~nyæ vektor s

nekotoroæ vetv~¸ T : ρ_1 (ξ_∗) = ρ_2(ξ_∗). Togda iz opredeleniØ T uqastok harakteristiki η − τ_α(ξ) = t − τ_α(x), leßawiæ pravee toqki (ξ_∗, τ_α(ξ_∗) + t − τ_α(x)), ØvlØetsØ vetv~¸ T , qto protivoreqit ishodnomu predpoloßeni¸ (x, t) ∈ I^T_j .

Integral v (26) korrektno opredelen na funkciØh iz D, poskol~ku podyntegral~naØ funkciØ opredelena i nepreryvna vs¸du na ∂K_α(x, t) za iskl¸qeniem koneqnogo qisla toqek pereseqeniØ kontura i dereva harakteristik T .

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` 57 OcenivaØ v (26) gladkie funkcii A^α_ᾱ(x) i ρ^{−1/4}α (x) maksimumom ih absol¸tnogo znaqeniØ na intervale 0 6 x 6 l, i pol~zuØs~ tem, qto |u^ᾱ(ξ, η)| 6‖ u ‖_η, nesloßno poluqit~ ocenku |(∂M u)^α(x, t)| 6 C̃ t∫ 0 ‖ u ‖_η dη, kotoraØ legko privodit k (29). Lemma dokazana.

Lemma 2. D0 – invariantnoe podprostranstvo operatora ∂M :

∂M D_0 ⊂ D_0.

Dokazatel~stvo. Pri u ∈ D0 naædetsØ funkciØ ū ∈ C(Π^T ),

ū(x, τ_∗(x)) = 0 pri 0 6 x 6 l, takaØ, qto ū|_IT_j = u. Iz opredeleniØ

(26) nesloßno videt~, qto operator ∂M deæstvuet nepreryvno v C(Π^T ), i pri fftom (∂M ū)|_IT_j = ∂M u, poskol~ku, podyntegral~- nye funkcii v levoæ i pravoæ qasti ravenstva razliqa¸tsØ na konturah ∂K_α(x, t) (α = 1, 2) lix~ v koneqnom qisle toqek.

Vypolneno ravenstvo (∂M ū)^α(x, τ_∗(x)) = 0, poskol~ku iz (26) komponenta (∂M ū)^α(x, τ_∗(x)) vyraßaetsØ qerez integral po konturu ∂K_α(x, τ_∗(x)), sovpada¸wemu s uqastkom kvaziharakteristiki t = τ_∗(x), gde funkciØ ū(x, t) obrawaetsØ v nul~.

My pokazali, qto vypolneno sootnoxenie (∂M u)^α ∈ D_0. Lemma dokazana.

Lemma 3. Operator 1 − ∂M ograniqenno obratim v D0 .

Dokazatel~stvo. Pri l¸bom g ∈ D0, iteriruØ ocenku (29), po-

luqaem: ‖ (∂M )^ng ‖_T 6 C^n T∫ 0 dη_1 η1∫ 0 dη_2... ηn�1∫ 0 dη_n ‖ g ‖_{ηn} 6 T^nC^n n! ‖ g ‖_T , pofftomu dlØ uravneniØ u − ∂M u = g shoditsØ metod posledovatel~nyh priblißeniæ v D_0 v silu lemmy 2. Sledovatel~no, operator 1 − ∂M ograniqenno obratim v D_0. Lemma dokazana.

Priem postroeniØ vol~terrovskih ocenok s ispol~zovaniem monotonnogo semeæstva polunorm zaimstvovan iz raboty [2].

58 A. V. ZUROV

Lemma 4. Operator M deæstvuet nepreryvno iz D v D0 i vypol-

nena ocenka ‖ M u ‖_t6 C t∫ 0 ‖ u ‖_η dη. (30) Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ (27), imeem |(M u)^α(x, t)| = 1 2ρ^{1/4}_α (x)

| | | | | | t∫ 0 dη b(η)∫

a(η) dξ ∑ β=1,2 M^α_β u^β | | | | | | , gde a(η), b(η) sut~ levyæ i pravyæ koncy koncy proekcii na os~

ξ gorizontal~nogo seqeniØ oblasti K_α(x, t) na urovne η. Otkuda,

ocenivaØ gladkie funkcii M^α_β (x) i ρ^{−1/4}α (x) maksimumom ih ab-

sol¸tnogo znaqeniØ na intervale 0 6 x 6 l, i pol~zuØs~ tem, qto | |u^β(ξ, η) | | 6‖ u ‖η, imeem |(M u)^α(x, t)| 6 C t∫ 0 ‖ u ‖_η dη, qto legko privodit k (30). Lemma dokazana.

Ob¨edinØØ rezul~taty lemmy 1 i lemmy 4, poluqim

Lemma 5. V prostranstve D dlØ operatora M vypolnena ocenka ‖ Mu ‖_t6 C t∫ 0 ‖ u ‖_η dη. (31) Teorema 1. Pri l¸bom g ∈ D uravnenie u − Mu = g (32) odnoznaqno razreximo v D.

Dokazatel~stvo. IteriruØ ocenku (31), poluqaem:

‖ (M)^ng ‖_T 6 C^n T∫ 0 dη_1 η1∫ 0 dη_2... ηn�1∫ 0 dη_n ‖ g ‖_{ηn} 6 T^nC^n n! ‖ g ‖_T ,

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` 59 pofftomu dlØ uravneniØ u − Mu = g shoditsØ metod posledovatel~nyh priblißeniæ pri l¸bom g ∈ D. Sledovatel~no, operator 1 − M ograniqenno obratim v D. Teorema dokazana.

2.5. Fundamental~noe rexenie. Legko usmatrivaetsØ, qto pri

upravleniØh f_1 := (_θ 0 ) i f_2 :=

(_0 θ ) pravye qasti uravneniØ (23)

f̃_1 i f̃_2 sut~ fflementy prostranstva D. Pust~ u_1 i u_2 – rexeniØ

uravneniØ (23), otveqa¸wie fftim pravym qastØm. Iz nih, kak iz stolbcov, sostavim matricu U (x, t) := {u_1(x, t); u_2(x, t)}, (x, t) ∈ Π^T , kotoru¸ i budem nazyvat~ fundamental~nym rexeniem sistemy (4)–(6).

Glavnye osobennosti fundamental~nogo rexeniØ – predmet naxego issledovaniØ.

3. Razryvy fundamental~nogo rexeniØ

Zdes~ my opixem razryvy fundamental~nogo rexeniØ U : kak budet pokazano, razryvy ego komponent U^β_α i funkciæ ([1 −

∂M ]^{−1}f̃_α)^β sovpada¸t.

Lemma 6. Spravedlivo sootnoxenie

u_α − [1 − ∂M ]^{−1}f̃_α ∈ D_0.

Dokazatel~stvo. Zapixem uravnenie (23) v vide

u_α − [1 − ∂M ]^{−1}f̃_α = [1 − ∂M ]^{−1}M u_α.

Pol~zuØs~ lemmoæ 4, imeem: M u_α ∈ D_0. Po lemme 3 operator 1 − ∂M ograniqenno obratim D_0, otkuda pravaØ qast~ ravenstva ØvlØetsØ fflementom D_0. Lemma dokazana.

3.1. Izolirovannye rezonansnye toqki. Rassmotrim situa-

ci¸, kogda na intervale 0 < x < l imeetsØ ne bolee koneqnogo qisla rezonansnyh toqek. Pokaßem, qto v fftom sluqae, razryvy komponent fundamental~nogo rexeniØ U^β_α i funkciæ (f̃_α)^β sovpada¸t.

60 A. V. ZUROV

Lemma 7. Spravedlivo sootnoxenie

u_α − f̃_α ∈ D_0.

Dokazatel~stvo. Zapixem integral~noe uravnenie (23) v vide

[1 − ∂M ](u_α − f̃_α) = (M u_α + ∂M f̃_α). (33)

Po lemme 3 imeem: M u_α ∈ D_0. Rassmotrim slagaemoe ∂M f̃_α v pravoæ qasti (33). DlØ upravleniæ f_α vypolneno (f̃_α)^ᾱ = 0; kak sledstvie, imeem ravenstvo (∂M f̃_α)^α = 0 , legko sledu¸wee iz opredeleniØ ∂M (sm. (26)). Poskol~ku funkciØ (f_α)^α ravna edinice vyxe harakteristiki t = τ_α(x) i annuliruetsØ niße nee, dlØ komponenty (∂M f̃_α)^ᾱ iz (26) poluqaem predstavlenie

(∂M f̃_α)^ᾱ(x, t) = ρ^{1/4}_α (0)

2ρ^{1/4}_ᾱ (x) ∫ Lᾱ(x,t) A^ᾱ ρ^{1/4}_ᾱ ρ^{1/4}_α dη, (34) v kotorom L_ᾱ(x, t) := {(ξ, η) ∈ ∂K_ᾱ(x, t)|η ¿ τ_α(ξ)}, to est~ integrirovanie vedetsØ po uqastku kontura ∂K_ᾱ(x, t), leßawemu vyxe harakteristiki t = τ_α(x). Kontur L_ᾱ(x, t) obrazovan uqastkami harakteristik η + τ_ᾱ(ξ) = t + τ_ᾱ(x), η + τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x) i η − τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x). Iz predstavleniØ (34) usmatrivaetsØ, qto komponenta (∂M f̃_α)^ᾱ(x, t) nepreryvna na Π^T , esli dlina kaßdogo iz fftih uqastkov ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ toqki

(x, t) ∈ Π^T . Pokaßem, qto poslednee imeet mesto.

Netrudno videt~, qto esli toqka (x, t) leßit vyxe harakteristiki η = τ_ᾱ(ξ), to harakteristiki η + τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x) i η = τ_α(ξ) ime¸t edinstvennoe transversal~noe pereseqenie, i koordinaty toqki pereseqeniØ ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi (x, t). V fftom sluqae, kontur L_ᾱ(x, t) soderßit uqastok harakteristiki η + τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x), dlina kotorogo stremit~sØ k nul¸ pri vyhode toqki (x, t) sverhu na harakteristiku η = τ_ᾱ(ξ).

Esli toqka (x, t) leßit vyxe η = τ_α(ξ), to kontur L_ᾱ(x, t) soderßit uqastok harakteristiki η + τ_ᾱ(ξ) = t + τ_ᾱ(x). Harakteristiki η + τ_ᾱ(ξ) = t + τ_ᾱ(x) i η = τ_α(ξ) ime¸t edinstvennoe transversal~noe pereseqenie, i koordinaty toqki pereseqeniØ zavisØt ot toqki (x, t) nepreryvno. Dlina fftogo uqastka kontura L_ᾱ(x, t) stremit~sØ k nul¸ pri vyhode toqki (x, t) sverhu na harakteristiku η = τ_α(ξ).

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` 61 V silu usloviæ lemmy harakteristiki η − τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x) i η = τ_α(ξ) mogut imet~ ne bolee koneqnogo qisla obwih toqek, koordinaty kotoryh zavisØt ot (x, t) nepreryvnym obrazom. Esli toqka (x, t) leßit na kvaziharakteristike (t = τ_∗(x)), to iz opredeleniØ kvaziharakteristiki dlØ toqek (ξ, η) krivoæ

η − τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x) pri ξ < x vypolneno odno iz usloviæ: libo η < τ_∗(ξ); libo τ_ᾱ(ξ) = τ_∗(ξ); libo naædetsØ rezonansnaØ toqka x_∗: 0 < x_∗ < x takaØ, qto η = τ_∗(ξ) pri ξ ¿ x_∗ i η < τ_∗(ξ) pri

0 6 ξ < x∗. Ots¸da poluqaem, qto pri ξ < x vse toqki kri-

voæ η − τ_ᾱ(ξ) = τ_∗(x) − τ_ᾱ(x), iskl¸qaØ, moßet byt~, odnu toqku, leßat niße harakteristiki η = τ_α(ξ). Sledovatel~no, pri vyhode toqki (x, t) sverhu na kvaziharakteristiku dlina uqastkov kontura L_ᾱ(x, t) leßawih na harakteristike η − τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x) stremit~sØ k nul¸.

Takim obrazom, komponenta (∂M f̃_α)^ᾱ ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ na Π^T , i dlina kontura L_ᾱ(x, t) stremit~sØ k nul¸ pri vyhode toqki (x, t) sverhu na kvaziharakteristiku. Sledovatel~- no, spravedlivo vkl¸qenie ∂M f̃_α ∈ D_0.

My pokazali, qto pravaØ qast~ predstavleniØ (33) ØvlØetsØ funkcieæ iz D_0. Po lemme 3 operator 1 − ∂M ograniqenno obratim v D_0, otkuda iz (33) imeem

(u_α − f̃_α) = [1 − ∂M ]^{−1}(M u_α + ∂M f̃_α) ∈ D_0.

Lemma dokazana.

Sledstvie. Spravedlivo vkl¸qenie U^ᾱ_α ∈ D0.

3.2. Rezonansnyæ interval. Pust~ na promeßutke 0 6 x 6

l, τ_∗(l) = T imeetsØ rezonansnyæ interval [x_∗, l]:

(i) ρ_1(x) < ρ_2(x) pri 0 6 x < x_∗; (ii) ρ_1(x) = ρ_2(x) pri x_∗ 6 x 6 l.

Vvedem v rassmotrenie oblast~ Δ_∗ := {(x, t) ∈ Π^T | x_∗ < x < l}. Opredelim funkci¸ V^β_α = V^β_α (x) proporcional~nu¸ amplitude skaqka komponenty f.r. U^β_α (x, t) na harakteristike t = τ_α(x) sledu¸wim pravilom:

V^β_α (x) := ( ρ_β(x) ρ_α(0) )_{1/4} U^β_α (x, t) | |^{t=τα(x)+0} t=τα(x)−0 . Na mnoßestve funkciæ, nepreryvnyh na rezonansom intervale,

62 A. V. ZUROV opredelim integral~nyæ operator A_α:

(A_αv)(x) := x∫ x� A_α(x, ξ)v(ξ)dξ, s Ødrom A_α(x, ξ) := 1 4 A^ᾱ(ξ) x∫ ξ A^α_ᾱ(ζ)dζ.

Lemma 8. V oblasti Δ∗ komponenty fundamental~nogo rexeniØ

U^β_α (x, t) nepreryvny vs¸du vne harakteristiki t = τ_α(x). Na intervale x_∗ 6 x 6 l funkcii V^β_α (x) nepreryvny i spravedlivy predstavleniØ v vide rØdov Neæmana

V^α_α = ∞∑ k=0 A^k_α1,

V^ᾱ_α = ∞∑ k=0 A^k_ᾱg_α; g_α(x) := − 1 2 x∫ x� A^ᾱ(ξ)dξ,

shodØwihsØ v C([x_∗, l]).

Dokazatel~stvo. Kak bylo pokazano v lemme 6, skaqki kompo-

nent f.r. U^β_α (x, t) sovpada¸t so skaqkami funkciæ ([1−∂M ]^{−1}f̃_α)^β . Rassmotrim rØd Neæmana operatora [1−∂M ]^{−1}. Otmetim osobennost~ predstavleniØ (26) dlØ operatora ∂M : komponenta (∂M u)^α opredelØetsØ lix~ komponentoæ u^ᾱ. �to privodit k sledu¸wemu predstavleni¸ dlØ rØda

([1 − ∂M ]^{−1}f̃_α)^α = ∞∑ k=0 ([∂M ]^{2k}f̃_α)^α, (35)

([1 − ∂M ]^{−1}f̃_α)^ᾱ = ∞∑ k=0 ([∂M ]^{2k+1}f̃_α)^ᾱ. (36)

V oblasti Δ_∗ funkcii ([∂M]^{2k}f̃_α)^α i ([∂M ]^{2k+1}f̃_α)^ᾱ ime¸t skaqok na harakteristike t = τ_α(x); v silu naliqiØ rezonansnogo intervala dlina kontura L_ᾱ(x, t) := {(ξ, η) ∈ ∂K_ᾱ(x, t)|η ¿ τ_α(ξ)}

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` 63 menØetsØ skaqkom pri perehode toqki (x, t) qerez harakteristiku t = τ_α(x). V samom dele, kontur L_ᾱ(x, t) obrazovan uqastkami harakteristik η + τ_ᾱ(ξ) = t + τ_ᾱ(x), η + τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x) i η − τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x). Pervye dve harakteristiki pereseka¸t

η = τ_α(ξ) transversal~no. Esli toqka (x, t) prinadleßit harak-

teristike η = τ_α(ξ), to harakteristiki η − τ_ᾱ(ξ) = t − τ_ᾱ(x) i

η = τ_α(ξ) v oblasti Δ_∗ sovpada¸t, qto i privodit k poØvleni¸

skaqka (sm.ris. 3).

Ris. 3.

V oblastØh {(x, t) ∈ Δ_∗ | t > τ_α(x)} i {(x, t) ∈ Δ_∗ | t < τ_α(x)} slagaemye rØdov (35)–(36) sut~ nepreryvnye funkcii i dopuska¸t nepreryvnoe prodolßenie na harakteristiku t = τ_α(x) sverhu i snizu sootvetstvenno. Vospol~zuemsØ ocenkoæ, poluqennoæ v lemme 1 | |(∂M f̃α)^β (x, t) | | 6^~C t∫ 0 ‖ f̃_α ‖_η dη 6 C t∫ 0 dη, otkuda imeem | | |([∂M ]^kf̃α)^β (x, t) | | | 6 (CT )^k/k! sledovatel~no, rØdy (35)–(36) shodØtsØ ravnomerno na l¸bom kompaktnom podmnoßestve oblasteæ {(x, t) ∈ Δ_∗ | t ¿ τ_α(x)} i

{(x, t) ∈ Δ_∗ | t 6 τ_α(x)}. Sledovatel~no, summa rØda [1 − ∂M^T ]^{−1}f̃_α

64 A. V. ZUROV nepreryvna v oblasti Δ_∗ vs¸du vne harakteristiki t = τ_α(x), i vypolnØetsØ ravenstvo

([1 − ∂M^T ]^{−1}f̃_α) | | |^{t=τα (x)+0} t=τα (x)−0 = ∞∑ k=0 ([∂M^T ]^kf̃_α)|^{t=τα(x)+0} t=τα(x)−0. PerehodØ k predelu dlØ kaßdogo slagaemogo v pravoæ qasti (35)–(36), poluqim iskomoe predstavlenie dlØ funkciæ V^β_α (x). Lemma dokazana.

S dinamiqeskoæ toqki zreniØ lemmy 7 i 8 opisyva¸t sledu- ¸wiæ ffffekt: razryv, vvedennyæ v α-yæ kanal dvuhskorostnoæ sistemy, rasprostranØetsØ v nem so skorost~¸ c_α, pri fftom komponenta volny v ᾱ-om kanale pri x < x_∗ ostaetsØ nepreryvnoæ. Rezonans na intervale usilivaet vzaimodeæstvie meßdu kanalami nastol~ko, qto privodit k poØvleni¸ razryva u komponenty volny v ᾱ-om kanale.

Fiziqeski vydelennym ØvlØetsØ sluqaæ antisimmetriqnoæ matricy A. Vvedem operator

L := ρ^{−1}[ d^2 dx^2 − A d dx − B], svØzannyæ s uravneniem (1). Esli na matriqnye kofffficienty naloßit~ usloviØ A(x) = −A^♯(x), d dx A(x) = B(x) − B^♯(x), (gde ♯ – oznaqaet transponirovanie), to operator L stanovitsØ samosoprØßennym po Lagranßu, t.e. simmetriqnym v prostranstve L_{2,ρ}((0, l); R^2) na mnoßestve C^∞_0 ((0, l); R^2). V kaqestve primera sistemy s samosoprØßennym operatorom L moßno privesti model~ balki Timoxenko [3].

V fftom sluqae, pol~zuØs~ sootnoxeniem x∫ x� dξ_1 a(ξ_1) ξ1∫ x� dξ_2 a(ξ_2)... ξn�1∫ x� dξ_n a(ξ_n) = 1 n! x∫ x� a(ξ) dξ n , iz lemmy 8 legko naæti amplitudy skaqkov fundamental~nogo rexeniØ v oblasti Δ_∗ na harakteristike t = τ_α(x):

V^α_α (x) = cos 1 2 x∫ x� A^α_ᾱdξ , V^ᾱ_α (x) = sin 1 2 x∫ x� A^α_ᾱdξ .

�FFEKTY V DVUHSKOROSTNO` 65 Takim obrazom, dlØ sistem s antisimmetriqnoæ matriceæ A perehod glavnoæ osobennosti iz kanala v kanal na rezonansnom intervale moßno interpretirovat~ kak vrawenie polØrizacii volny.

Literatura 1. M. I. Belixev, A. V. Zurov, �ffekty, svØzannye s sovpadeniem sko-

rosteæ v dvuhskorostnoæ dinamiqeskoæ sisteme. — Zap. nauqn. semin.

POMI 264 (2000), 44-65.

2. L. P. Nißnik, Obratnye zadaqi rasseØniØ dlØ giperboliqeskih uravneniØ. Naukova dumka, Kiev, 1991.

3. �. I. Grigol¸k, I. T. Selezov, Neklassiqeskie teorii kolebaniæ

sterßneæ, plastin i oboloqek. — V kn.: Itogi Nauki i tehniki, se-

riØ Mehanika tverdyh deformiruemyh tel. t. 5, M, 1973. Zurov A. V. The effects in the two-velocities dynamical system due to coincidence of the velocities in an interval.

The paper deals with the system ρu_{tt} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, 0 < x < l, 0 < t < T ; u|_{t<τ}�_{(x)} = 0; u|_{x=0} = f, where ρ = ρ(x), A = A(x) and B = B(x) are 2 × 2-matrix functions; ρ = diag{ρ_1, ρ_2}, ρ_α > 0; A^α = 0 (α = 1, 2); f =

(_{f1 (t)} f2 (t) ) is a boundary

control; u = (_{u1(x,t)} u2(x,t) ) is the solution.

The matrix fundamental solution consists of solutions, as columns, corresponding to the controls (_θ 0 ) and (_0 θ ) properly. The principle singularities of the fundamental solution are under investigation.

Only diagonal components of the fundamental solution have the principle singularities in the case of ρ_1 ≠ ρ_2 or in the presence of several points x_∗ > 0 : ρ_1(x_∗) = ρ_2(x_∗). In the presence of an interval, where ρ_1 = ρ_2 , an interesting effect occurs: the principle singularities appear in non-diagonal components of the fundamental solution.

Postupilo 20 noØbrØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet