Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

A. P. Kaqalov

GAUSSOVY PUQKI, URAVNENI˚ GAMIL^TONA–˚KOBI I FINSLEROVA GEOMETRI˚

0. Vvedenie. V ramkah teorii giperboliqeskih differencial~nyh uravneniæ i sistem takih uravneniæ imeetsØ bol~xoe koliqestvo prØmyh i obratnyh zadaq, gde ispol~zuetsØ special~nyæ klass rexeniæ, tak nazyvaemye gaussovy puqki. V l¸- boæ moment vremeni ffti rexeniØ sosredotoqeny okolo nekotoroæ toqki. S teqeniem vremeni ffta toqka dvißetsØ po traektorii, kotoraØ opredelØetsØ sootvetstvu¸weæ zadaqeæ. Mnogie harakteristiki fftih rexeniæ napomina¸t harakteristiki qastic. Po fftoæ priqine takie rexeniØ takße nazyva¸tsØ kvazifotony.

Gaussovy puqki – ffto rexeniØ giperboliqeskih uravneniæ i sistem takih uravneniæ, ime¸wie luqevu¸ asimptotiku vida u(x, t; ϵ) ≍ exp {ϵ^{−1}θ(x, t)} ∑ l≥0 u_l(x, t)(iϵ)^l (1)

s kompleksnoæ fazoæ θ i amplitudami u_l, l ≥ 0 i ϵ, ØvlØ¸wimsØ malym parametrom zadaqi, 0 < ϵ < 1. Zdes~ θ – skalØrnaØ funkciØ, a u_l mogut byt~ skalØrnymi funkciØmi, vektornymi polØmi, differencial~nymi l-formami i t.d. v zavisimosti ot rassmatrivaemoæ zadaqi.

FazovaØ funkciØ θ est~ rexenie nekotorogo uravneniØ Gamil~tona–˚kobi, udovletvorØ¸waØ dopolnitel~nym svoæstvam

ℑθ(x(t), t) = 0, (2)

ℑθ(x, t) > 0 dlØ x ≠ x(t), (3)

gde x = x(t) – nekotoraØ traektoriØ.

�ta stat~Ø byla podgotovlena pri finansovoæ podderßke RFFI granta 02-01-00260. 66

GAUSSOVY PUQKI 67 Iz vida asimptotiqeskogo razloßeniØ (1) i svoæstv (2) i (3) fazovoæ funkcii θ vytekaet, qto rexenie u(x, t; ϵ) vida (1) sosredotoqeno pri l¸bom t v maloæ ( O(ϵ^{1/2+σ})), 0 < σ < 1/3, okrestnosti toqki x = x(t) i O(ϵ^N ) pri l¸bom N > 0 vne fftoæ okrestnosti. Takim obrazom, esli my zainteresovany v postroenii asimptotiki rexeniØ s toqnost~¸ do slagaemyh, ime¸wih asimptotiqeskiæ prrØdok (O(ϵ^N )) dlØ l¸bogo N , nam dostatoqno postroit~ rexenie zadaqi Koxi θ(x, t) dlØ uravneniØ Gamil~tona– ˚kobi so svoæstvami (2) i (3) tol~ko v maloæ okrestnosti traektorii x = x(t) po zadannoæ funkcii θ(x, 0), kotoraØ izvestna v maloæ okrestnosti toqki x_0 = x(0) i udovletvorØet tam svoæstvam (2) i (3) pri t = 0.

Procedura postroeniØ gaussovyh puqkov tesno svØzana s nekotorymi geometriqeskimi ob¨ektami, takimi kak metrika, geodeziqeskie, uravnenie Rikkati, tenzor krivizny i t.d. Vse ffti geometriqeskie ob¨ekty mogut byt~ opredeleny s pomow~¸ gamil~toniana sootvetstvu¸wego uravneniØ Gamil~tona–˚kobi. V fftoæ stat~e my rassmotrim svØz~ meßdu gaussovymi puqkami i fftimi geometriqeskimi ob¨ektami dlØ sluqaev Rimanovoæ i Finslerovoæ geometriæ.

1. Gaussovy puqki i uravnenie Gamil~tona–˚kobi.

Preßde vsego my dadim nekotorye oboznaqeniØ, kotorye budem ispol~zovat~ dalee v fftoæ stat~e. Pust~ M – ffto C^∞ gladkoe mnogoobrazie razmernosti m, C^∞(M) – prostranstvo kompleksnoznaqnyh C^∞ gladkih skalØrnyh funkciæ na M, T M i

T^∗M – kompleksnye kasatel~noe i kokasatel~noe rassloeniØ na

M i Λ^1(M) – prostranstvo kompleksnoznaqnyh differencial~- nyh 1-form na M. My takße budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ

~C∞(M), ~T M, ~T ∗M, ~Λ1(M) dlØ sootvetstvu¸wih vewestvennyh

prostranstv.

V dal~neæxem my sqitaem, qto vse funkcii, 1-formy i t.d. zavisØt ot vremeni t. Pust~ funkciØ θ : R → C^∞(M) takova, qto dθ : R → Λ^1(M). Pust~^^h : ~Λ^1(M) → ~C^∞(M) est~ gamil~- tonian rassmatrivaemoæ zadaqi, analitiqeski zavisØwiæ ot 1- form. Rassmotrim differencial~noe uravnenie Gamil~tona– ˚kobi dlØ funkcii θ

∂_tθ + ĥ(dθ) = 0. (4)

Esli ω_0 ∈ ~Λ^1(M) est~ vewestvennoznaqnaØ 1-forma, ω(x_0) ≠ 0,

68 A. P. KAQALOV togda suwestvuet okrestnost~ U toqki x_0 v M i okrestnost~ W 1-formy ω_0, simmetriqnaØ po otnoxeni¸ k otobraßeni¸ ω → ω v Λ^1(M) takaØ, qto gamil~tonian^^h : W (U ) → C^∞(U ) est~ gladkoe otobraßenie po x i analitiqeskoe po 1-forme.

Poskol~ku l¸baØ 1-forma ω v l¸boæ lokal~noæ karte (U, X) imeet vid ω = p_idx^i, gde p – nekotoroe kovariantnoe vektornoe pole na M, my moßem otoßdestvit~ gamil~tonian^^h i funkci¸ h : T^∗(M) → C^∞(M),

ĥ(ω)(x) = h(x, p).

�tu funkci¸ my toße budem nazyvat~ gamil~tonianom. V dal~- neæxem my predpolagaem, qto

A) h(x, p) est~ vewestvennoznaqnaØ funkciØ dlØ p ∈ ~T^∗x M i V) h(x, p) ØvlØetsØ analitiqeskoæ po p.

Tak kak my interesuemsØ gaussovymi puqkami, to my budem v fftoæ stat~e iskat~ kompleksnoznaqnoe rexenie θ uravneniØ Gamil~tona–˚kobi (4), kotoroe udovletvorØet sledu¸wim svoæstvam v okrestnosti traektorii x = x(t)

ℑθ(t)(x(t)) = 0,

ℑθ(t)(x) > 0 dlØ x ≠ x(t). (5)

Bolee togo, poskol~ku dlØ postroeniØ gaussovyh puqkov nam nußno naæti fazovu¸ funkci¸ θ tol~ko v maloæ po ϵ okrestnosti traektorii x(t), dostatoqno postroit~ koneqnoe qislo qlenov razloßeniØ Teælora dlØ fftoæ funkcii v toqkah x = x(t). V lokal~noæ sisteme koordinat (U, X) vblizi x = x(t) my moßem ispol~zovat~ sledu¸wee asimptotiqeskoe razloßenie θ(t) ≍ ∑ l≥0 θ_l(y; t), (6)

gde y = x − x(t) i θ_l(y; t), l ≥ 0, odnorodnye mnogoqleny stepeni l po y s kofffficientami, zavisØwimi ot t. Pri fftom my ispol~- zuem sledu¸wie oboznaqeniØ

θ_0(y; t) = Θ_0(t),

GAUSSOVY PUQKI 69 θ_1(y; t) = p_i(t)y^i, (7)

θ_2(y; t) = 1 2 H_{ij}(t)y^iy^j . Qtoby udovletvorit~ usloviØm (5) dostatoqno, qtoby

ℑΘ_0(t) = 0,

ℑp(t) = 0, (8)

i matrica ℑH(t) byla poloßitel~no opredelena pri l¸bom t, ℑH(t) > 0. (9) Na pervyæ vzglØd ffto postroenie, ispol~zu¸wee lokal~nye koordinaty ne imeet invariantnogo geometriqeskogo smysla. Cel~ fftoæ stat~i pokazat~ ego geometriqeskiæ smysl.

Podstanovka razloßeniØ (6) v uravnenie Gamil~tona–˚kobi privodit k rekurrentnoæ sisteme differencial~nyh uravneniæ dlØ odnorodnyh mnogoqlenov θ_l, l ≥ 0. Osobenno vaßnymi dlØ nas ØvlØ¸tsØ uravneniØ dlØ θ_0, θ_1 i θ_2, poskol~ku nam neobhodimo vypolnenie usloviæ (8) i (9), a takße poskol~ku qleny θ_l,

l > 2, igra¸t tol~ko vspomogatel~nu¸ rol~. UravneniØ dlØ θ_0

i θ_1 mogut byt~ poluqeny, esli my priravnØem nul¸ odnorodnye mnogoqleny stepeni 0 i 1 v uravnenii Gamil~tona–˚kobi. V rezul~tate my imeem sledu¸wie uravneniØ

dΘ_0 dt − p_k dx^k dt + h(x, p) = 0, (10) [ dp_k dt − 1 2 (H_{ik} + H_{ki}) dx^i dt + ∂h ∂x^k + 1 2 ∂h ∂p_i (H_{ik} + H_{ki}) ] y^k = 0. (11)

MnimaØ qast~ uravneniØ (11) i uslovie (9) privodØt k uravneniØm dx^i dt = ∂h(x, p) ∂p_i , i = 1, . . ., m, (12) kotorye predstavlØ¸t soboæ pervu¸ gruppu uravneniæ sistemy uravneniæ Gamil~tona. Togda iz vewestvennoæ qasti uravneniØ (11) my poluqim vtoru¸ gruppu uravneniæ sistemy uravneniæ Gamil~tona. dp_i dt = − ∂h(x, p) ∂x^i , i = 1, . . . , m. (13)

70 A. P. KAQALOV Ispol~zuØ naqal~nye usloviØ

(x(0), p(0)) = (x_0, p_0),

my moßem naæti edinstvennoe rexenie (x(t), p(t)) zadaqi Koxi dlØ sistemy uravneniæ Gamil~tona. Nakonec, ispol~zuØ ffti rexeniØ, my moßem iz uravneniØ (10) naæti Θ_0(t),

dΘ_0 dt (t) = p_k(t) ∂h ∂p_k (x(t)p(t)) − h(x(t), p(t)). (14)

UravneniØ dlØ kompleksnoznaqnoæ matricy H(t) poluqa¸tsØ iz uravneniØ dlØ odnorodnyh mnogoqlenov stepeni dva v uravnenii Gamil~tona–˚kobi. Posle fflementarnyh preobrazovaniæ my poluqim, qto fftim uravneniem budet matriqnoe uravnenie Rikka- ti dH dt + (BH + HB^t) + HCH + D = 0. (15)

Zdes~

B^i_k(t) =

∂^2h ∂x^k∂p_i (x(t), p(t)), C^{ik}(t) = ∂^2h ∂p_i∂p_k (x(t), p(t)), (16) D_{ik}(t) = ∂^2h ∂x^i∂x^k (x(t), p(t)),

gde funkcii v pravoæ qasti formul (16) vyqislØ¸tsØ na biharakteristike (x(t), p(t)).

Tak kak gamil~tonian h dolßen udovletvorØt~ svoæstvu A), my voz~mem naqal~nye dannye Θ_0(0) i (x(0), p(0)) = (x_0, p_0) ∈

T^∗M tak, qto ℑΘ_0(0) = 0, ℑp_0 = 0.

Togda odnorodnye mnogoqleny θ_0(t) i θ_1(t) suwestvu¸t i vewestvennoznaqny pri l¸bom t.

Ispol~zuØ ewe raz svoæstvo A) gamil~toniana, my poluqim iz vyraßeniæ (16), qto matricy B, C i D udovletvorØ¸t sledu¸wim svoæstvam simmetrii

B^t = B^∗, C^t = C^∗ = C, D^t = D^∗ = D. (17)

Ispol~zuØ ffti svoæstva simmetrii, my moßem dokazat~ sledu- ¸wu¸ lemmu

GAUSSOVY PUQKI 71

Lemma 1. Pust~ h est~ gladkaØ vewestvennoznaqnaØ funkciØ na

~T^∗M. Togda, esli naqal~nye usloviØ H(0) = H_0 dlØ matriqnogo uravneniØ Rikkati (15) udovletvorØ¸t svoæstvam

H^t_0 = H_0, ℑH_0 > 0, (18)

to rexenie H(t) zadaqi Koxi dlØ matriqnogo uravneniØ Rikkati suwestvuet i edinstvenno dlØ l¸bogo t i ime¸t mesto sledu¸wie svoæstva H^t(t) = H(t), ℑH(t) > 0. (19) Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo lemmy identiqno analogiqnomu dokazatel~stvu dannomu v knige [1].

2. Uravnenie Gamil~tona–˚kobi i Rimanova geometriØ.

V predyduwem paragrafe, kogda my izuqali uravnenie Gamil~tona–˚kobi v svØzi s gaussovymi puqkami, my ispol~zovali tol~ko svoæstvo A) gamil~toniana h. Odnako v tom sluqae, esli my hotim naæti geometriqeskiæ smysl v fftoæ konstrukcii, my neizbeßno dolßny dobavit~ dopolnitel~nye ograniqeniØ na gamil~tonian h, qtoby zafiksirovat~ nekotoru¸ geometri¸.

Prosteæxiæ vid gamil~toniana, kotoryæ poØvlØetsØ vo mnogih fiziqeski vaßnyh zadaqah, ffto gamil~tonian vida

h(x, p) = √ g^{ij}(x)p_ip_j, (20)

gde g^{ij} – ffto poloßitel~no opredelennyæ simmetriqnyæ 2- kontrvariantnyæ tenzor na M. TakaØ forma gamil~toniana po- ØvlØetsØ, kogda my issleduem volnovoe uravnenie, klassiqeskie uravneniØ Maksvella, uravneniØ izotropnoæ uprugosti i t.d. Oqevidno, qto

h(x, p) ≥ 0, (21)

h(x, p) = 0 togda i tol~ko togda, kogda p = 0, (22)

dlØ vewestvennyh (x, p) ∈ ~T^∗M. Tenzor g moßet rassmatrivat~- sØ kak kontrvariantnyæ metriqeskiæ tenzor, sootvetstvu¸wiæ rimanovoæ strukture na M.

Legko videt~, qto fftot metriqeskiæ tenzor moßet byt~ poluqen iz h po formule

g^{ij} (x) = 1 2 ∂h^2(x, p) ∂p_i∂p_j .

72 A. P. KAQALOV �lementarnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

h(x, λp) = λh(x, p), (x, p) ∈ ~T^∗M, λ > 0. (23)

Poskol~ku gamil~tonian h, udovletvorØ¸wiæ svoæstvu (23), ØvlØetsØ poloßitel~no odnorodnoæ funkcieæ pervogo porØdka po p, imeem pravu¸ qast~ uravneniØ (14) ravnu¸ nul¸ tak, qto ffto uravnenie primet vid

dΘ_0 dt = 0.

Sledovatel~no, Θ_0(t) est~ konstanta.

To ße svoæstvo odnorodnosti gamil~toniana privodit k tomu, qto esli funkciØ θ(t) est~ rexenie uravneniØ Gamil~tona– ˚kobi so svoæstvami (2) i (3), togda funkciØ aθ(t) + b s postoØnnymi a, b ∈ R, a > 0, toße ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ Gamil~tona–˚kobi, kotoroe udovletvorØet svoæstvam (2) i (3). Pofftomu v dal~neæxem dlØ gamil~toniana, zadavaemogo formuloæ (20), my budem iskat~ rexenie, kotoroe udovletvorØet dopolnitel~nym svoæstvam

Θ_0 ≡ 0, (24) i < dθ(t), dθ(t) >_g (x(0))|_{t=0} = 1. (25)

NormalizaciØ (25) sootvetstvuet sledu¸weæ normalizacii naqal~nyh dannyh

< p(0), p(0) >_g= 1 (26)

dlØ naqal~nogo kovektora (impul~sa) p(0). �ta normalizaciØ ne vliØet na traektori¸ x = x(t) potomu, qto gamil~tonian ØvlØetsØ poloßitel~no odnorodnoæ funkcieæ pervogo porØdka po p. Bolee toqno, esli my sdelaem perenormirovku p(0) → ~p(0) = cp(0), gde c – nekotoraØ poloßitel~naØ postoØnnaØ i sohranim naqal~- nye dannye dlØ x, ~x(0) = x(0), to edinstvennoe rexenie zadaqi Koxi s naqal~nymi dannymi (~x(0), ~p(0)) dlØ sistemy uravneniæ Gamil~tona (12), (13) est~

(~x(t), ~p(t)) = (x(t), cp(t))

GAUSSOVY PUQKI 73 pri vseh t ∈ R. Esli my vyberem normalizaci¸ (26) dlØ naqal~nogo kovektora p(0), togda traektoriØ x = x(t) budet geodeziqeskoæ v metrike g, naqina¸weæsØ v toqke x = x(0) s ediniqnym vektorom skorosti v^i(0) = g^{ij}(x(0))p_i(0) i t – kanoniqeskim parametrom na fftoæ geodeziqeskoæ. Bolee togo, p(t) est~ ediniqnyæ kovektor skorosti dlØ fftoæ geodeziqeskoæ i v(t),

v^i(t) = g^{ij} (x(t))p_j (t), est~ ediniqnyæ vektor skorosti.

Lemma 2. Pust~ h(x, p) zadaetsØ formuloæ (20), gde g^{ij}(x) – ne-

kotoroe 2-kontrvariantnoe simmetriqnoe poloßitel~no opredelennoe tenzornoe pole na M, sootvetstvu¸wee rimanovoæ metrike g. Togda l¸boe rexenie ~θ uravneniØ Gamil~tona–˚kobi, kotoroe udovletvorØet svoæstvam (2) i (3) moßet byt~ predstavleno v vide ~θ(t) = aθ(t) + b, (27) gde a, b ∈ R, a > 0, i θ(t) imeet razloßenie Teælora (6), kotoroe obladaet svoæstvami

(1) KrivaØ γ : x = x(t) est~ geodeziqeskaØ metriki g i t est~ kanoniqeskiæ parametr na fftoæ geodeziqeskoæ. (2) θ(t)(x(t)) ≡ 0, (28) (3) < dθ, dθ >_g (x(t)) = 1. (29)

Rassmotrim teper~ matriqnu¸ funkci¸ H(t) na geodeziqeskoæ x = x(t). Legko videt~, qto esli my sdelaem zamenu koordinat x → ~x, x = X(~x), ~x = ~X(x),

v nekotoroæ okrestnosti toqki x(t), to matrica H(t) preobrazuetsØ v matricu ~H(t), tak qto H_{ij}(t) = ~H_{kr}(t) ∂ ~X^k ∂x^i (x(t)) ∂ ~X^r ∂x^j (x(t)) +

∂^2 ~X^r (x(t)) ∂x^i∂x^j ~p_r(t). (30)

�ta formula pokazyvaet, qto H(t) ne ØvlØetsØ tenzornym polem na γ i, sledovatel~no, ne imeet geometriqeskogo smysla. S drugoæ storony, iz fftoæ formuly legko videt~, qto ℑH(t) est~ 2-kovariantnyæ tenzor v toqke x(t). Bolee togo, matriqnaØ funk- ciØ G_{ij}(t) = H_{ij}(t) − Γ^r_{ij} (x(t))p_r (t) (31)

74 A. P. KAQALOV est~ 2-kovariantnoe tenzornoe pole na geodeziqeskoæ x = x(t). Zdes~ Γ^r_{ij}(x) – simvoly KristoffelØ rimanovoæ geometrii,

Γ^r_{ij} = 1 2 g^{rl} { ∂g_{li} ∂x^j + ∂g_{lj} ∂x^i − ∂g_{ij} ∂x^l } . Vvedem (1, 1) tenzornoe pole ~G na γ,

~G^j_i (t) = g^{jk}(x(t))G_{ki}(t). (32)

�to tenzornoe pole moßet rassmatrivat~sØ takße kak operator na Tx_{(t)}M, ~G(t) : Tx_{(t)}M → Tx_{(t)}M. Ispol~zuØ uravnenie Rikkati (15) i sootnoxeniØ (31) i (32), my moßem poluqit~ uravnenie Rikkati dlØ operatora ~G na geodeziqeskoæ γ : x = x(t) D ~G dt + ~G ~C ~G + ~R_γ = 0. (33) Zdes~ ~C i ~R_γ – operatory na Tx_{(t)}M ili (1, 1) tenzory na γ v toqke x = x(t), ~C(t) = I − P_γ (t), ~C^i_j(t) = δ^i_j − g_{jk}(x(t))v^i(t)v^k(t), gde P_γ (t) – odnomernyæ proektor i v(t) – ediniqnyæ vektor skorosti na geodeziqeskoæ γ v toqke x = x(t),

v^i(t) = g^{ij} (x(t))p_j (t).

Operator ~R_γ (t) moßet byt~ poluqen iz operatora krivizny R, R(V, W )Z = (∇_V ∇_W − ∇_W ∇_V )Z − ∇_{[V,W ]}Z posredstvom sootnoxeniØ

~R_{γ(t)}w = R(w, v)v, w ∈ Tx_{(t)}M.

Sootvetstvu¸wie komponenty mogut byt~ zapisany kak

[ ~R_γ(t)]^i_j = R^i_{jkl}(x(t))v^k(t)v^l (t) i R^i_{jkl} = ∂_kΓ^i_{lj} − ∂_lΓ^i_{kj} + Γ^r_{lj} Γ^i_{kr} − Γ^r_{kj}Γ^i_{lr} .

Uravnenie Rikkati (33) daet nam nekotoroe invariantnoe predstavlenie dlØ uravneniØ Rikkati (15) qerez proektory P_γ i seqenie ~R_γ operatora krivizny.

GAUSSOVY PUQKI 75

Lemma 3. Pust~ gamil~tonian h : T^∗M → C zadaetsØ formuloæ

(20), sootvetstvu¸weæ nekotoroæ metrike g. Togda dlØ l¸bogo 2-kovariantnogo tenzora G_0 v toqke x(0) ∈ M,

G^t_0 = G_0, ℑG_0 > 0, (34)

suwestvuet edinstvennoe 2-kovariantnoe tenzornoe pole G(t) v toqke x(t) na geodeziqeskoæ γ, naqina¸weæsØ v toqke x(0) v napravlenii p(0), takoe, qto operator ~G(t), zadavaemyæ formuloæ (32), rexaet zadaqu Koxi ~G(0) = ~G_0, [ ~G_0]^i_j = g^{ik}(x(t))[G_0]_{kj}, dlØ uravneniØ Rikkati (33). Bolee togo, dlØ l¸bogo t ∈ R G^t = G, ℑG > 0. (35) Vsledstvie sootnoxeniæ (31) analogiqnaØ lemma imeet mesto takße dlØ matriqnoæ funkcii H(t). S pomow~¸ lemm 1,2 i 3 v knige [1] dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Pust~ gamil~tonian h : T^∗M → C zadaetsØ formuloæ

(20). DlØ l¸bogo rexeniØ θ̂(t) uravneniØ Gamil~tona–˚kobi (4), ko-

toroe udovletvorØet svoæstvam (2) i (3), spravedlivy sledu¸wie svoæstva

(1) TraektoriØ x = x(t) est~ geodeziqeskaØ γ metriki g s kanoniqeskim parametrom t na fftoæ geodeziqeskoæ, takaØ, qto v(t) =^dx_{dt} est~ ediniqnyæ vektor skorosti na fftoæ geodeziqeskoæ.

(2) FunkciØ^^θ(t) = aθ(t) + b, gde a, b ∈ R, a > 0, i θ(t) takße est~ rexenie uravneniØ Gamil~tona–˚kobi.

(3) DlØ l¸bogo t ∈ R

θ(t)(x(t)) = 0, < dθ, dθ >_g (x(t)) = 1. (36)

(4) FunkciØ θ(t) imeet razloßenie Teælora (6), (7) v okrestnosti x = x(t) dlØ l¸bogo t, gde

p(t) = I_gv(t), p_i(t) = g_{ij}(x(t))v^j (t). (37)

(5) Operatornoe pole ~G(t), kotoroe poluqaetsØ iz kvadratiqnoæ formy H(t) s pomow~¸ sootnoxeniæ (31), (32), udovletvorØet uravneni¸ Rikkati (33). Bolee togo, G(t) udovletvorØet svoæstvam (35).

�ta teorema opisyvaet osnovnye geometriqeskie svoæstva rexeniØ uravneniØ Gamil~tona–˚kobi, ime¸wego vid gaussovogo puqka.

76 A. P. KAQALOV

3. Uravnenie Gamil~tona–˚kobi, finslerova geometriØ i geodeziqeskie.

Esli my stroim rexeniØ v vide gaussovyh puqkov dlØ bolee sloßnyh sistem uravneniæ, takih kak sistema uravneniæ Maksvella dlØ anizotropnoæ fflektromagnitnoæ sredy ili uravneniæ anizotropnoæ teorii uprugosti, my pridem k gamil~tonianam, kotorye ne opisyva¸tsØ formuloæ (20). Tem ne menee ffti gamil~toniany udovletvorØ¸t svoæstvam A) i V), opisannym ranee. Krome togo ffti gamil~toniany oblada¸t sledu¸wimi svoæstvami pri (x, p) ∈ ~T M

h(x, p) ≥ 0, (38)

h(x, p) = 0 togda i tol~ko togda, kogda p = 0, (39)

h(x, λp) = λh(x, p) dlØ λ > 0. (40)

Zametim, qto gamil~tonian, opisannyæ s pomow~¸ formuly (20) i sootvetstvu¸wiæ sluqa¸ rimanovoæ geometrii, udovletvorØet fftim svoæstvam.

Esli my rassmotrim sistemu uravneniæ Gamil~tona s gamil~- tonianom, udovletvorØ¸wim svoæstvam (38)–(40), my moßem videt~, qto, vsledstvie usloviØ odnorodnosti (40), traektoriØ x = x(t) sistemy uravneniæ Gamil~tona s fftim gamil~tonianom ne zavisit ot dliny naqal~nogo impul~sa p_0. Bolee togo, esli my izmenim naqal~nye dannye (x_0, p_0) → (x_0, cp_0), gde c > 0, to edinstvennoe rexenie sistemy uravneniæ Gamil~tona izmenitsØ s (x(t), p(t)) na (x(t), cp(t)). Ispol~zuØ ewe raz svoæstvo odnorodnosti (40), my vidim, qto, esli θ(t) est~ rexenie uravneniØ Gamil~tona–˚kobi, kotoroe udovletvorØet svoæstvam (2) i (3), togda to ße samoe spravedlivo i dlØ funkcii aθ(t) + b pri l¸byh postoØnnyh a, b ∈ R, a > 0. Togda, kak i v sluqae rimanovoæ geometrii my v kaqestve naqal~nyh dannyh dlØ sistemy uravneniæ Gamil~tona moßem brat~ tol~ko normalizovannye impul~sy. Udobno v kaqestve takih normalizovannyh impul~sov vzØt~ impul~sy p_0, tak qto dlØ (x_0, p_0) ∈ ~T M,

h(x_0, p_0) = 1.

�ta normalizaciØ obobwaet normalizaci¸ (26) dlØ sluqaØ gamil~toniana (20).

GAUSSOVY PUQKI 77 Opredelim kosferiqeskiæ puqok

S^∗M = {(x, p) ∈ T^∗M, h(x, p) = 1}

sootvetstvu¸wiæ fftomu gamil~tonianu. Oqevidno, qto dlØ l¸- bogo p ∈ ~T^∗x M, p = |p|~p, ~p ∈ S^∗M, |p| = h(x, p). Takim obrazom, l¸baØ traektoriØ x = x(t) sistemy uravneniæ Gamil~tona s gamil~tonianom, kotoryæ udovletvorØet svoæstvam (38)–(40), zavisit tol~ko ot naqal~noæ toqki x_0 ∈ M i naqal~nogo impul~sa p_0, takogo qto (x_0, p_0) ∈ S^∗M. Poskol~ku takie gamil~toniany sohranØ¸tsØ vdol~ l¸bogo rexeniØ sistemy uravneniæ Gamil~tona my imeem, qto, esli (x_0, p_0) ∈ S^∗M, togda dlØ l¸bogo t (x(t), p(t)) ∈ S^∗M. �to svoæstvo pokazyvaet vaßnost~ poverhnosteæ S^∗M ili S^∗xM. Esli poverhnost~ S^∗xM ⊂ T^∗x M vypukla dlØ l¸bogo x ∈ M kak podmnoßestvo T^∗x M, rassmatrivaemogo kak prostranstvo R^m, togda sootvetstvu¸waØ geometriØ nazyvaetsØ finslerovoæ geometrieæ. V fftoæ geometrii poverhnost~ S^∗xM nazyvaetsØ figuratrissoæ zadaqi. Dalee, kogda my budem opisyvat~ svoæstva ob¨- ektov finslerovoæ geometrii, my budem ssylat~sØ na knigu [2].

Legko dokazat~, qto uslovie vypuklosti figuratrissy sovpadaet s neravenstvom m∑ i,j=1 ∂^2h^2(x, p) ∂p_i∂p_j ξ_iξ_j ≥ c(x) m∑ i=1 ξ^2_i (41)

dlØ nekotoroæ funkcii c(x) > c_0 > 0 i l¸bogo ξ ∈ TxM.

Esli my sdelaem preobrazovanie Leßandra ot p → ξ, togda funkciØ^1_2 h^2(x, p) preobrazuetsØ v funkci¸^1_2 F^2(x, ξ). Kak ffto dokazano v [2] funkciØ F : ~T M → R udovletvorØet sledu¸wim svoæstvam F (x, ξ) ≥ 0, F (x, ξ) = 0 togda i tol~ko togda, kogda ξ = 0. (42) F (x, λξ) = λF (x, ξ), λ > 0,

78 A. P. KAQALOV m∑ i,j=1 ∂^2F^2(x, ξ) ∂ξ_i∂ξ_j η^iη^j ≥ c(x) m∑ i=1 (η^i)^2

dlØ nekotoroæ funkcii c(x) > c_0 > 0 i l¸bogo η ∈ ~T^∗x M. Poverhnost~

F (x, ξ) = 1

pri fiksirovannom x ∈ M nazyvaetsØ indikatrissoæ zadaqi.

Takim ße obrazom, esli my sdelaem preobrazovanie Leßandra ξ → p, togda^1_2 F^2(x, ξ) preobrazuetsØ v^1_2 h^2(x, p). Esli funkciØ F udovletvorØet svoæstvam (42), to gamil~tonian h udovletvorØet svoæstvam (38)–(40), (41). FunkciØ F igraet rol~ funkcii Lagranßa v mehaniqeskih sistemah.

Zametim, qto esli my rassmatrivaem anizotropnye fflektromagnitnye ili uprugie sredy, svoæstvo vypuklosti voobwe govorØ ne udovletvorØetsØ. V fftom sluqae issledovanie uravneniØ Gamil~tona–˚kobi i sistemy uravneniæ Gamil~tona, dannoe v paragrafe 2, ostaetsØ spravedlivym, no v fftom sluqae sootvetstvu¸waØ geometriØ ne ØvlØetsØ Finslerovoæ. V fftom sluqae dlØ nekotoryh napravleniæ ξ ∈ TxM, F (x, ξ) = 1 mogut suwestvovat~ neskol~ko traektoriæ sistemy uravneniæ Gamil~tona, kotorye opredelØ¸tsØ impul~sami p_i, i = 1, 2, . . .M , p_i ∈ S^∗xM, p_i ≠ p_j dlØ i ≠ j.

DlØ sluqaØ rimanovoæ geometrii preobrazovanie Leßandra p → ξ privodit k preobrazovani¸ ot^1_2 h^2(x, p) k funkcii 1 2 F^2(x, ξ) na T M. V lokal~noæ karte ffta funkciØ imeet sledu¸-

wee predstavlenie

F (x, ξ) = √ g_{ij}(x)ξ^iξ^j. (43)

Oqevidno, qto v sluqae rimanovoæ geometrii kovariantnyæ i kontrvariantnyæ metriqeskie tenzory mogut byt~ naædeny iz funkciæ h(x, p) i F (x, ξ),

g^{ij} (x) = 1 2 ∂^2h^2(x, p) ∂p_i∂p_j , g_{ij}(x) = 1 2 ∂^2F^2(x, ξ) ∂ξ^i∂ξ^j . Takim ße obrazom my moßem postroit~ kovariantnyæ i kontrvariantnyæ metriqeskie tenzory v finslerovoæ geometrii,

g^{ij}(x, p) = 1 2 ∂^2h^2(x, p) ∂p_i∂p_j , g_{ij}(x, ξ) = 1 2 ∂^2F^2(x, ξ) ∂ξ^i∂ξ^j .

GAUSSOVY PUQKI 79 Zametim, qto v fftom sluqae ffti tenzory faktiqeski zavisØt ne ot toqki na M, a ot toqek na S^∗M i SM sootvetstvenno, gde SM = {(x, ξ) ∈ T M, F (x, ξ) = 1}. Poskol~ku h^2(x, p) i F^2(x, ξ) est~ poloßitel~no odnorodnye funkcii porØdka 2 po otnoxeni¸ k p i ξ sootvetstvenno, to

g^{ij}(x, p)p_ip_j = h^2(x, p), g_{ij}(x, ξ)ξ^iξ^j = F^2(x, ξ).

Pust~ L_{a,b} est~ mnoßestvo vseh C^∞ gladkih krivyh na M, kotorye svØzyva¸t toqku a s toqkoæ b, L_{a,b} = {σ : I = [0, T ] → M, σ(0) = a σ(T ) = b}. RassmotrivaØ F kak funkci¸ Lagranßa zadaqi, vvedem funkcional F na L_{a,b}, F(σ) = T∫ 0 F (x(t), x^′(t))dt. gde x = x(t) est~ lokal~noe predstavlenie krivoæ σ. Poskol~- ku F (x, ξ) – ffto poloßitel~no odnorodnaØ funkciØ porØdka 1 po ξ, funkcional F ne zavisit ot vybora parametra t na krivoæ i zavisit tol~ko ot krivoæ σ na M. Voobwe govorØ fftot funkcional zavisit takße ot napravleniØ na krivoæ. V samom dele, rassmotrim dlØ dannoæ krivoæ σ : x = x(t) krivu¸

~σ = {y = y(t) : [0, T ] → M, y(t) = x(T − t)}. Togda, voobwe govorØ F(σ) ≠ F(~σ). Funkcional F ne zavisit ot napravleniØ krivoæ v tom i tol~ko tom sluqae, esli

F (x, ξ) = F (x, −ξ), ili h(x, p) = h(x, −p). (44)

�to toßdestvo udovletvorØetsØ dlØ mnogih interesnyhsluqaev, takih kak anizotropnye fflektromagnitnye i uprugie sredy. Funkcional F opredelØet rasstoØnie meßdu toqkami a, b ∈ M, ρ(a, b) = inf{F (σ); σ ∈ L_{a,b}}. DlØ sluqaØ finslerovoæ geometrii ffto rasstoØnie udovletvorØet sledu¸wim svoæstvam

80 A. P. KAQALOV 1. ρ(a, b) ≥ 0, 2. ρ(a, b) = 0 togda i tol~ko togda, kogda a = b, 3. ρ(a, b) + ρ(b, c) ≥ ρ(a, c). Esli funkciØ F (x, ξ) udovletvorØet svoæstvu (44), togda ρ takße udovletvorØet svoæstvu simmetrii 4. ρ(a, b) = ρ(b, a). V poslednem sluqae funkciØ ρ – ffto klassiqeskoe rasstoØnie na M. �kstremali funkcionala F nazyva¸tsØ geodeziqeskimi finslerovoæ metriki. Ispol~zuØ tu ße proceduru, qto i pri issledovanii ffkstremaleæ klassiqeskoæ mehaniki, my moßem poluqit~ sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 4. KrivaØ σ = x = x(t) : [0, T ] → M est~ geodezi-

qeskaØ finslerovoæ metriki v tom i tol~ko tom sluqae, esli

(x(t), p(t)) ∈ ~T^∗x_{(t)}M,

p_i(t) = g_{ij}(x(t), x^′(t))x^{j′}(t) (45)

est~ rexenie sistemy uravneniæ Gamil~tona (12), (13).

My moßem takße napisat~ uravneniØ geodeziqeskoæ kak sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ vtorogo porØdka na mnogoobrazii x^{i′′} + γ^i_{jk}(x, x^′)x^{j′}x^{k′} = 0. V fftoæ formule my ispol~zuem dlinu dugi v kaqestve parametra na krivoæ. Zdes~ γ^i_{jk}(x, ξ), i, j, k = 1, . . . , m, tak nazyvaemye simvoly KristoffelØ pervogo roda γ^i_{jk}(x, ξ) = g^{il}(x, p)γ_{jlk}(x, ξ), gde p ∈ T^∗x M i ξ ∈ TxM svØzany meßdu soboæ posredstvom preobrazovaniØ Leßandra, opisyvaemogo s pomow~¸ funkcii

GAUSSOVY PUQKI 81

h(x, p) ili funkcii F (x, ξ). Simvoly KristoffelØ γ_{jlk} oprede-

lØ¸tsØ formulami γ_{jlk}(x, ξ) = 1 2 ( ∂g_{jl}(x, ξ) ∂x^k + ∂g_{lk} (x, ξ) ∂x^j − ∂g_{jk}(x, ξ) ∂x^l ) . Geodeziqeskie finslerovoæ metriki odnoznaqno opredelØ¸tsØ po naqal~noæ toqke (x_0, x^′_0) ∈ ~T M ili naqal~noæ toqke (x_0, p_0) ∈

~T^∗M. Metriqeskie tenzory finslerovoæ geometrii pozvolØ¸t

nam opredelit~ normy vektorov p ∈ ~T^∗M i ξ ∈ ~T M. V samom dele, pust~ p ∈ ~T^∗x M i ξ ∈ ~TxM

|p|^2 =< p, p >= h^2(x, p) = g^{ij} (x, p)p_ip_j. |ξ|^2 =< ξ, ξ >= F^2(x, ξ) = g_{ij}(x, ξ)ξ^iξ^j . Esli a = x i b ≈ x + dx ØvlØ¸tsØ blizkimi toqkami na mnogoobrazii, takimi, qto dx ∈ TxM, togda rasstoØnie meßdu nimi moßet byt~ priblißenno oceneno kak ρ^2(a, b) ≈< dx, dx >= F^2(x, dx). K soßaleni¸ na fftom puti nelegko opredelit~ skalØrnoe proizvedenie v T^∗M ili T M, a takße ugly meßdu vektorami ili kovektorami, ispol~zuØ metriqeskiæ tenzor. Neskol~ko opredeleniæ fftih veliqin dany v [2].

4. Gaussovy puqki i uravnenie Rikkati v finslerovoæ geometrii.

Teper~ my obobwim matriqnoe uravnenie Rikkati (33) na sluqaæ finslerovoæ geometrii. Preßde vsego my dolßny zamenit~ matriqnu¸ funkci¸ H(t) na nekotoryæ tenzor G(t). My hotim, qtoby formula dlØ tenzora G byla by vida (31). My uße znaem, qto takoe impul~sy p(t) v finslerovoæ geometrii. No kakie simvoly KristoffelØ my dolßny ispol~zovat~ vmesto simvolov KristoffelØ rimanovoæ geometrii. K soßaleni¸ estestvennoe predpoloßenie, qto fftimi simvolami KristoffelØ v ukazannoæ formule budut simvoly KristoffelØ pervogo roda γ^i_{jk}, ØvlØetsØ oxiboqnym. Deæstvitel~no, prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto esli my sdelaem zamenu sistemy koordinat x → ~x, togda vyraßenie γ^k_{ij} (x, x^′)p_k = γ_{ilj} (x, x^′)x^{′l} preobrazuetsØ po formule

~γ^{k0}_i0_j0 (~x, ~x^′)~p_k0 = γ^k_{ij} (x, x^′)p_k ∂X^i ∂~x^{i0} ∂X^j ∂~x^{j0} −

82 A. P. KAQALOV −C_{ijh}(x, x^′) ∂X^i ∂~x^{i0} ∂X^j ∂~x^{j0} ∂^2X^h ∂~x^{k0} ∂~x^{h0} (~x^′)^{h0} (~x^′)^{k0} + (46)

+g_{ik}(x, x^′)x^{′k} ∂^2X^i ∂~x^{j0} ∂~x^{i0} , gde C_{ijh}(x, ξ) = 1 2 ∂g_{ih}(x, ξ) ∂ξ^j = 1 4 ∂^3F^2(x, ξ) ∂ξ^i∂ξ^j ∂ξ^h . (47)

Sledovatel~no vyraßenie

H_{ij}(t) − γ^k_{ij} (x(t), x^′(t))p_k(t)

ne ØvlØetsØ tenzorom na geodeziqeskoæ x = x(t). Faktiqeski simvoly KristoffelØ v formule (31) ffto simvoly KristoffelØ tret~ego roda

P^∗_{ikj}(x, x^′) = γ_{ikj}(x, x^′)− − [ C_{kjh}(x, x^′)P^h_{il} (x, x^′) + C_{kih}(x, x^′)P^h_{jl}(x, x^′)−

−C_{ijh}(x, x^′)P^h_{kl}(x, x^′) ] x^{′l}, (48)

i P^h_{il} (x, ξ) – ffto simvoly KristoffelØ vtorogo roda, P^h_{il} (x, ξ) = γ^h_{il}(x, ξ) − g^{hr} (x, ξ)C_{irk}(x, ξ)γ^k_{pl}(x, ξ)ξ^p. (49) Simvoly KristoffelØ vtorogo roda ispol~zu¸tsØ dlØ invariantnogo opredeleniØ differencirovaniØ vdol~ geodeziqeskoæ x = x(t), kotoroe nazyvaetsØ del~ta differencirovaniem, δX^i δt = dX^i dt + P^i_{hj}(x, x^′)X^hdx^j.

Simvoly KristoffelØ tret~ego roda ispol~zu¸tsØ v opredelenii kovariantnoæ proizvodnoæ X^i_{,j} = ∂X^i ∂x^j + P^{∗i}_{hj}(x, x^′)X^h.

Kak obyqno, simvoly KristoffelØ P^{∗i}_{hj}(x, x^′) i P^∗_{hrj} (x, x^′) sootnosØtsØ posredstvom metriqeskih tenzorov g^{ir}(x, p) i g_{ir}(x, x^′), a p i x^′ svØzany posredstvom preobrazovaniØ Leßandra.

GAUSSOVY PUQKI 83 Vyraßenie^{δXi}_{δt} faktiqeski ØvlØetsØ vektornym polem vdol~ krivoæ, a X^i_{,j} ØvlØetsØ tenzornym polem. Zametim, qto, voobwe govorØ, P^h_{il} ≠ P^h_{li} P^{∗h}_{il} = P^{∗h}_{li} . Posle prostogo preobrazovaniØ my moßem perepisat~ formulu (46) v vide

γ_i0_k0_j0 (~x, ~x^′)(~x^′)^{k0} = γ_{ikj}(x, x^′)(x^′)^k ∂X^i ∂~x^{i0} ∂X^j ∂~x^{j0} + ∂^2X^i ∂~x^{i0} ∂~x^{j0} p_i− −C_{ijh}(x, x^′) ∂X^i ∂~x^{i0} ∂X^j ∂~x^{j0} [ ∂X^h ∂~x^{h0} γ^{h0}_p0_l0 (~x, ~x^′)(~x^′)^{p0} (~x^′)^{l0} − γ^h_{pl}(x, x^′)x^{′p}x^{0l} ] . Tak, qto

γ_i0_k0_j0 (~x, ~x^′)(~x^′)^{k0} + C_i0_j0_h0 (~x, ~x^′)γ^{h0}_p0_l0 (~x, ~x^′)(~x^′)^{p0} (~x^′)^{l0} = (50) = [ γ_{ijk}(x, x^′) + C_{ijh}(x, x^′)γ^h_{pl}(x, x^′)(x^′)^p(x^′)^l ] ∂X^i ∂~x^{i0} ∂X^j ∂~x^{j0} + ∂^2X^r ∂~x^{i0} ∂~x^{j0} p_r. Zdes~ my ispol~zovali, qto

∂^2X^h ∂~x^{k0} ∂~x^{h0} (~x^′)^{k0} (~x^′)^{h0} = ∂X^h ∂~x^{h0} γ^{h0}_p0_l0 (~x, ~x^′)(~x^′)^{p0} (~x^′)^{l0} − γ^h_{pl}(x, x^′)(x^′)^p(x^′)^l.

�ta formula sleduet iz zakona preobrazovaniØ dlØ simvolov KristoffelØ pervogo roda

γ_i0_k0_j0 (~x, ~x^′) = γ_{ijk}(x, x^′) ∂X^i ∂~x^{i0} ∂X^j ∂~x^{j0} ∂X^k ∂~x^{k0} + g_{ik}(x, x^′) ∂X^k ∂~x^{k0} ∂^2X^i ∂~x^{j0} ∂~x^{i0} + C_{ijh} { ∂X^i ∂~x^{j0} ∂X^j ∂~x^{k0} ∂^2X^h ∂~x^{i0} ∂~x^{h0} + ∂X^i ∂~x^{k0} ∂X^j ∂~x^{i0} ∂^2X^h ∂~x^{j0} ∂~x^{h0} −

− ∂X^i ∂~x^{i0} ∂X^j ∂~x^{j0} ∂^2X^h ∂~x^{k0} ∂~x^{h0} } (~x^′)^{h0} , (51)

a takße ravenstv

C_{ijk}(x, x^′)(x^′)^i = C_{ijk}(x, x^′)(x^′)^j = C_{ijk}(x, x^′)(x^′)^k = 0, (52)

kotorye sledu¸t iz svoæstva odnorodnosti funkcii F (x, ξ) po ξ.

Ispol~zuØ formuly (47) i (49), my poluqim, qto

P^∗_{ikj}(x, x^′)x^{′k} = γ_{ikj} (x, x^′)x^{′k} + C_{ijh}(x, x^′)P^h_{kl}(x, x^′)(x^′)^l(x^′)^k =

84 A. P. KAQALOV = γ_{ikj}(x, x^′)x^{′k} + C_{ijh}(x, x^′)γ^h_{kl}(x, x^′)(x^′)^l(x^′)^k−

−C_{ijh}(x, x^′)g^{hs}(x, p)C_{ksr}(x, x^′)γ^r_{pl} (x, x^′)(x^′)^p(x^′)^l(x^′)^k =

= γ_{ikj}(x, x^′)x^{′k} + C_{ijh}(x, x^′)γ^h_{kl}(x, x^′)(x^′)^l(x^′)^k, (53)

qto sleduet iz svoæstva (52). RassmatrivaØ sovmestno formuly (53) i (50), my poluqim formulu preobrazovaniØ dlØ

P^∗_{ikj}(x, x^′)(x^′)^k

~P^∗_{i0k0j0} (~x, ~x^′)(~x^′)^{k0} = P^∗_{ikj}(x, x^′)(x^′)^k ∂X^i ∂~x^{i0} ∂X^j ∂~x^{j0} + ∂^2X^r ∂~x^{i0} ∂~x^{j0} p_r. (54)

�ta formula vmeste s formuloæ preobrazovaniØ (30) privodit k tomu, qto vyraßenie

G_{ij}(t) = H_{ij}(t) − P^{∗k}_{ij} (x, x^′)p_k(t) (55)

ØvlØetsØ 2-kovariantnym tenzornym polem na geodeziqeskoæ x = x(t).

Posle podstanovki tenzornogo polØ G_{ij}(t) v uravnenie Rikkati (15) my poluqim sledu¸wu¸ formulu dG_{ij} dt + ^B^l_iG_{lj} + G_{il} ^B^l_j + C_{il}C^{lm}G_{mj} + ^D_{ij} = 0, (56) gde ^B^l_i = B^l_i + P^{∗k}_{im}p_kC^{ml}, (57) ^D_{ij} = D_{ij} + d dt ( P^{∗k}_{ij} p_k ) + B^l_iP^{∗m}_{lj} p_m + B^l_jP^{∗m}_{li} p_m + P^{∗k}_{il} p_kC^{lm}P^{∗s}_{mj}p_s =

= D_{ij} + d dt ( P^{∗k}_{ij} p_k ) + ^B^l_iP^{∗m}_{lj} p_m + ^B^l_j P^{∗m}_{li} p_m − P^{∗k}_{il} p_kC^{lm}P^{∗s}_{mj} p_s. (58) 5. Preobrazovanie uravneniØ Rikkati.

Teper~ my naædem vyraßeniØ dlØ ^B^l_i, ^D_{ij} i C^{lm}. Zametim, qto vse veliqiny vyqislØ¸tsØ na biharakteristike x = x(t), p = p(t). My naqnem s formuly dlØ C^{lm}(t) C^{lm}(t) = ∂^2h(x, p) ∂p_l∂p_m =

= 1 2 ∂^2h^2(x, p) ∂p_l∂p_m − 1 2 ∂^2h^2(x, p) ∂p_l 1 2 ∂h^2(x, p) ∂p_m =

GAUSSOVY PUQKI 85 = g^{lm} (x, p) − g^{ls}(x, p)p_sg^{mk}(x, p)p_k. (59)

Zdes~ my ispol~zovali, qto h(x(t), p(t)) ≡ 1.

Dalee, ispol~zuØ formulu (53), my naædem vyraßenie dlØ veliqin P^{∗k}_{im}(x(t), x^′(t))p_k(t)

P^{∗k}_{im}(x, x^′)p_k = P^∗_{ihm}(x, x^′)(x^′)^h =

= γ_{ihm}(x, x^′)(x^′)^h + C_{iml}(x, x^′)γ^l_{hr} (x, x^′)(x^′)^r (x^′)^h =

= γ_{ihm} (x, x^′)(x^′)^h + 2C_{ihm}(x, x^′)E^h(x, x^′), gde E^h(x, x^′) = 1 2 γ^h_{ij} (x, x^′)x^{′i}x^{′j}. (60)

Vyraßenie dlØ B^l_i moßet byt~ legko naædeno

B^l_i = ∂ ∂x^i ( ∂h(x, p) ∂p_l ) = ∂ ∂x^i ( g^{lm}(x, p)p_m h ) =

= ∂g^{lm} (x, p) ∂x^i p_m − g^{lm} (x, p)p_m ∂h ∂x^i = (61) = ∂g^{lm} (x, p) ∂x^i p_m − 1 2 g^{lm}(x, p)p_m ∂g^{rs}(x, p) ∂x^i p_rp_s. Dalee ispol~zuem sledu¸wee toßdestvo ∂g^{ik}(x, p) ∂x^j p_k = −g^{hk}(x, p)p_kγ^i_{hj} (x, x^′) − g^{hi}(x, p)γ^k_{hj} (x, x^′)p_k. (62)

�to toßdestvo moßet byt~ dokazano prØmoæ podstanovkoæ. V samom dele,

−g^{hk} (x, p)p_kγ^i_{hj} (x, x^′) − g^{hi}(x, p)γ^k_{hj} (x, x^′)p_k = = −g^{hk}(x, p)g^{ir}(x, p)p_k ∂g_{hr} (x, x^′) ∂x^j =

= p_h [ ∂g^{ih}(x, p) ∂x^j + ∂g^{ih}(x, p) ∂p_l ∂g_{lr} (x, x^′) ∂x^j (x^′)^r ] = − ∂g^{ih}(x, p) ∂x^j p_h. Na poslednem xage my ispol~zovali, qto − ∂g^{ih}(x, p) ∂p_l p_h = 0.

86 A. P. KAQALOV �to toßdestvo analogiqno toßdestvu (52). Ispol~zuØ formulu (62) v vyraßenii (61) dlØ B^l_i, my poluqim, qto

B^l_i = −g^{hm} (x, p)p_mγ^l_{hi}(x, x^′) − g^{hl}(x, p)γ^k_{hi}(x, x^′)p_k+ + 1 2 g^{lm} (x, p)p_m [ g^{hs}(x, p)p_sγ^r_{hi}(x, x^′) + g^{hr} (x, p)γ^s_{hi}(x, x^′)p_s ] p_r =

= −g^{hm} (x, p)p_mγ^l_{hi}(x, x^′) − g^{hl}(x, p)γ^k_{hi}(x, x^′)p_k+

+g^{lm} (x, p)p_mg^{hs}(x, p)p_sγ^r_{hi}(x, x^′)p_r. (63)

Lemma 5. Sledu¸wee toßdestvo imeet mesto na geodeziqeskoæ

x = x(t) ^B^l_i = −P^{∗l}_{im}(x, x^′)(x^′)^m = −P^l_{im}(x, x^′)(x^′)^m. (64)

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ formuly (48), (57) i (63), poluqim

^B^l_i + P^{∗l}_{im}(x, x^′)(x^′)^m = B^l_i + P^{∗k}_{im}(x, x^′)p_kC^{ml} + P^{∗l}_{im}(x, x^′)(x^′)^m =

= −γ^l_{hi}(x, x^′)(x^′)^h − g^{hl}(x, p)γ^k_{hi}(x, x^′)p_k + γ_{hri}(x, x^′)(x^′)^r (x^′)^h(x^′)^l+

+g^{lm}(x, p)γ_{irm}(x, x^′)(x^′)^r + g^{lm} (x, p)C_{imh}(x, x^′)γ^h_{sr} (x, x^′)(x^′)^r (x^′)^s−

−γ_{irm}(x, x^′)(x^′)^r(x^′)^l(x^′)^m + γ^l_{im}(x, x^′)(x^′)^m − g^{lr} (x, p)C_{rih}(x, x^′)× [ γ^h_{mj} (x, x^′)(x^′)^j (x^′)^m −g^{hk} (x, p)C_{mks}(x, x^′)γ^s_{pj} (x, x^′)(x^′)^p(x^′)^j(x^′)^m ] = 0.

Poslednee toßdestvo v formule (64) est~ fflementarnoe sledstvie opredeleniæ (48), (49). P^{∗l}_{ik} x^{′k} = γ^l_{ik}x^{′k} − C^l_{ih}P^h_{kr}x^{′r}x^{′k} = γ^l_{ik}x^{′k} − 2C^l_{ih}E^h = P^l_{ik}x^{′k}, gde C^l_{ih}(x, x^′) = g^{lm}(x, p)C_{imh}(x, x^′).

Nakonec my privedem nekotorye formuly, kotorye budem ispol~zovat~ v dal~neæxem. Ispol~zuØ opredelenie (60), my moßem poluqit~ formuly dlØ proizvodnyh ot E^l(x, x^′), ∂E^l ∂x^{′i} = γ^l_{ik}x^{′k} + 1 2 ∂ ∂x^{′i} (γ^l_{rk} )x^{′r} x^{′k} = γ^l_{ik}x^{′k} + 1 2 ∂g^{lr} ∂x^{′i} g_{rh}E^h = = γ^l_{ik}x^{′k} − 2g^{lr} C_{irh}E^h = P^{∗l}_{ik} x^{′k} = P^l_{ik}x^{′k}. (65)

GAUSSOVY PUQKI 87 Podstanovka formuly (65) v opredelenie (48) privodit k sledu¸wemu predstavleni¸ dlØ P^∗_{ikj} P^∗_{ikj} = γ_{ikj} − C_{kjh} ∂E^h ∂x^{′i} − C_{kih} ∂E^h ∂x^{′j} + C_{ijh} ∂E^h ∂x^{′k} . Ispol~zuØ fftu formulu, legko poluqit~ sledu¸wee toßdestvo P^{∗l}_{ik} p_l = P^∗_{irk}x^{′r} = ( γ_{irk}x^{′r} + C_{ikh} ∂E^h ∂x^{′r} x^{′r} ) = γ_{irk}x^{′r} + 2C_{ikh}E^h. (66) Na poslednem xage my ispol~zovali, qto E^h odnorodna porØdka 2 po x^′.

Dalee my naædem vyraßenie dlØ ^D_{ij} .

Lemma 6. Sledu¸wee toßdestvo imeet mesto na geodeziqeskoæ

x = x(t) ^D_{ij} = −R^m_{ikj}(x, x^′)p_m(x^′)^k, (67)

gde R^m_{ikj} est~ tretiæ tenzor krivizny Kartana.

R^m_{ikj}(x, x^′) = ( ∂P^{∗m}_{ik} ∂x^j − ∂P^{∗m}_{ik} ∂x^{′l} ∂E^l ∂x^{′j} ) −

− ( ∂P^{∗m}_{ij} ∂x^k − ∂P^{∗m}_{ij} ∂x^{′l} ∂E^l ∂x^{′k} ) +

+C^m_{ir} ( ∂^2E^r ∂x^j∂x^{′k} − ∂^2E^r ∂x^{′j}∂x^k − E^r_{kl} ∂E^l ∂x^{′j} + E^r_{jl} ∂E^l ∂x^{′k} ) + +P^{∗m}_{rj} P^{∗r}_{ik} − P^{∗m}_{rk} P^{∗r}_{ij} , i E^l_{ij}(x, x^′) =

∂^2E^l(x, x^′) ∂x^{′i}∂x^{′j} . Dokazatel~stvo sostoit v vyqislenii levoæ i pravoæ qasteæ formuly (67). �ti vyqisleniØ dostatoqno dlinnye i sloßnye. Pofftomu my provedem ih v vide serii xagov. Xag 1. Ispol~zuØ formulu (65), my poluqim ∂P^{∗m}_{ik} ∂x^j x^{′k}p_m = ∂^2E^m ∂x^{′i}∂x^j p_m.

88 A. P. KAQALOV Analogiqno, primenØØ formulu (66), budem imet~ ∂P^{∗m}_{ij} ∂x^k x^{′k}p_m = ∂ ∂x^k [γ_{irj} x^{′r} + 2C_{ijr}E^r] x^{′k} − P^{∗m}_{ij} ∂g_{mr} ∂x^k x^{′k}x^{′r}. Xag 2. Ispol~zuØ ewe raz formulu (65), netrudno poluqit~, qto ∂P^{∗m}_{ik} ∂x^{′l} x^{′k}p_m = p_m [ ∂ ∂x^{′l} ( ∂E^m ∂x^{′i} ) − P^{∗m}_{il} ] = = E^m_{il} p_m − [γ_{irl} x^{′r} + 2C_{irl}E^r] . Ewe raz primenØØ formulu (66), budem imet~ ∂P^{∗m}_{ij} ∂x^{′l} p_m ∂E^l ∂x^{′k} x^{′k} = 2E^l { ∂ ∂x^{′l} [γ_{irj} x^{′r} + 2C_{ijr}E^r] − g_{ml}P^{∗m}_{ij} } . Xag 3. Poskol~ku C^m_{ir} pm = Cimrx^{′k} = 0, C^m_{ir} ( ∂^2E^r ∂x^j∂x^{′k} − ∂^2E^r ∂x^{′j}∂x^k − E^r_{kl} ∂E^l ∂x^{′j} + E^r_{jl} ∂E^l ∂x^{′k} ) p_mx^{′k} = 0. Nakonec, ( P^{∗m}_{rj} P^{∗r}_{ik} − P^{∗m}_{rk} P^{∗r}_{ij} ) p_mx^{′k} = = (γ_{rhj} x^{′h} + 2C_{rhj} E^h) ∂E^r ∂x^{′i} − P^{∗r}_{ij} ∂E^m ∂x^{′r} p_m. Ob¨edinØØ rezul~taty xagov 1–3, my naædem vyraßenie dlØ pravoæ qasti formuly (67) R^m_{ikj}p_mx^{′k} = ∂^2E^m ∂x^{′i}∂x^j p_m − p_mE^m_{il} ∂E^l ∂x^{′j} + [γ_{irl} x^{′r} + 2C_{ilr}E^r] ∂E^l ∂x^{′j} − − ∂ ∂x^k [γ_{irj} x^{′r} + 2C_{irj}E^r] x^{′k} + P^{∗m}_{ij} ∂g_{mr} ∂x^k x^{′r} x^{′k}+ +2E^l [ ∂ ∂x^{′l} (γ_{irj} x^{′r} + 2C_{irj}E^r) − g_{ml}P^{∗m}_{ij} ] +

+ ( γ_{rhj} x^{′h} + 2C_{rhj}E^h ) ∂E^r ∂x^{′i} − P^{∗r}_{ij} ∂E^m ∂x^{′r} p_m. Teper~ my vyqislim vyraßenie v levoæ qasti ravenstva (67).

GAUSSOVY PUQKI 89

Xag 4. Ispol~zuØ oqevidnoe toßdestvo ∂g^{lk} ∂x^i p_lp_k = ∂g_{rs} ∂x^i x^{′r}, x^{′s} legko poluqit~ vyraßenie dlØ D_{ij} D_{ij} = 1 2 ∂ ∂x^i [ 1 h ∂g^{lk} ∂x^j p_lp_k ] = − 1 4 ∂g_{rs} ∂x^i x^{′r}x^{′s} ∂g_{kl} ∂x^j x^{′k}x^{′l}−

− 1 2 ∂ ∂x^i [ ∂g_{rs} ∂x^j x^{′r} x^{′s} ] − 1 2 ∂ ∂x^{′n} [ ∂g_{rs} ∂x^j x^{′r}x^{′s} ] ∂g^{nh} ∂x^i p_h = = − 1 2 ∂^2g_{rs} ∂x^i∂x^j x^{′r}x^{′s} − 1 4 ∂g_{rs} ∂x^i x^{′r} x^{′s} ∂g_{kl} ∂x^j x^{′k}x^{′l} + g^{nh} ∂g_{rn} ∂x^j x^{′r} ∂g_{kh} ∂x^i x^{′k}. Xag 5. DifferenciruØ formulu (66) vdol~ geodeziqeskoæ x =

x(t), poluqim d dt ( P^{∗k}_{ij} p_k ) = d dt [γ_{irj} x^{′r} + 2C_{irj}E^r] = = ∂ ∂x^l [γ_{irj} x^{′r} + 2C_{irj}E^r] x^{′l} + ∂ ∂x^{′l} [γ_{irj} x^{′r} + 2C_{irj}E^r] (−2E^l). Zdes~ my ispol~zovali, qto x^{′′l} = d dt (g^{lr} p_r) =

= ∂g^{lr} ∂x^k g_{rs}x^{′k}x^{′s} − ∂g^{lr} ∂p_s ∂h ∂x^s p_r − 1 2 g^{lr} ∂g^{ik} ∂x^r g_{is}x^{′s}p_k = = − 1 2 g^{lr} [ 2 ∂g_{rs} ∂x^k − ∂g_{ks} ∂x^r ] x^{′k}x^{′s} = −2E^l. Xag 6. ^B^l_i P^{∗m}_{lj} p_m = − ∂E^l ∂x^{′i} [γ_{lrj} x^{′r} + 2C_{lrj} E^r] . Analogiqno ^B^l_j P^{∗m}_{li} p_m = − ∂E^l ∂x^{′j} [γ_{lri} x^{′r} + 2C_{lri}E^r] . Xag 7. Nakonec P^{∗k}_{il} p_kC^{lm}P^{∗s}_{mj} p_s = [ g^{lm} − x^{′l}x^{′m} ] [γ_{ipl}x^{′p} +2C_{ipl}E^p] [γ_{iqm}x^{′q} +2C_{jqm}E^q] .

90 A. P. KAQALOV

Xag 8. Ob¨edinØØ vyqisleniØ, vypolnennye na xagah 1–7, my poluqim ^D_{ij} + R^m_{ihj}p_mx^{′h} = = D_{ij} − [ g^{lm} − x^{′l}x^{′m} ] [γ_{ipl}x^{′p} + 2C_{ipl}E^p] [γ_{iqm}x^{′q} + 2C_{jqm}E^q] + + ∂^2E^m ∂x^{′i}∂x^j p_m − p_mE^m_{il} ∂E^l ∂x^{′j} + P^{∗m}_{ij} ∂g_{mr} ∂x^k x^{′r} x^{′k}− −2E^lg_{ml}P^{∗m}_{ij} − P^{∗r}_{ij} ∂E^m ∂x^{′r} p_m. (68)

Xag 9. P^{∗m}_{ij} [ ∂g_{mr} ∂x^k x^{′r} x^{′k} − 2E^lg_{ml} − ∂E^l ∂x^{′m} p_l ] =

= P^{∗m}_{ij} [ ∂g_{mr} ∂x^k x^{′r} x^{′k} − γ_{kmr} x^{′r}x^{′k} − γ_{krm}x^{′r}x^{′k} ] = 0. (69)

Zdes~ my ispol~zovali, qto ∂E^l ∂x^{′m} p_l = ∂ ∂x^{′m} (E^lp_l) − E^lg_{lm} = γ_{krm}x^{′r}x^{′k} = 1 2 ∂g_{kr} ∂x^m x^{′k}x^{′r}. Xag 10.

∂^2E^m ∂x^j∂x^{′i} p_m = ∂ ∂x^j [ γ_{irl}x^{′l}x^{′r} ] − g^{mr} [ γ_{irl} x^{′r} − 2C_{irl}E^l ] ∂g_{mk} ∂x^j x^{′k} =

= 1 2 ∂^2g_{rl} ∂x^i∂x^j x^{′r} x^{′l} − [ γ^m_{il} x^{′l} − 2C^m_{il} E^l ] ∂g_{mk} ∂x^j x^{′k}, (70)

∂^2E^m ∂x^{′l}x^{′i} p_m = ∂ ∂x^{′l} ( ∂E^m ∂x^{′i} p_m ) − ∂E^m ∂x^{′i} g_{ml}. (71)

Xag 11. KombiniruØ formuly (68), (69), (70) i (71), my polu- qim ^D_{ij} + R^m_{ihj} p_mx^{′h} = D_{ij} − g^{lm} [γ_{irm} x^{′r} + 2C_{irm}E^r] [γ_{lhj} x^{′h} + 2C_{lhj} E^h] + +γ_{irm} x^{′r}x^{′m}γ_{lhj} x^{′h}x^{′l} + 1 2 ∂^2g_{rl} ∂x^i∂x^j x^{′r} x^{′l}− − ( γ^m_{il} x^{′l} − 2C^m_{il} E^l ) ∂g_{mk} ∂x^j x^{′k} + g_{ml} ∂E^m ∂x^{′i} ∂E^l ∂x^{′j} −

GAUSSOVY PUQKI 91 − ( γ^m_{jl} x^{′l} − 2C^m_{jl} E^l ) ∂g_{mk} ∂x^i x^{′k} = = g^{lm} [ ∂g_{rl} ∂x^j x^{′r} ∂g_{mk} ∂x^i x^{′k} − γ_{ikm}x^{′k}γ_{lrj} x^{′r} − γ_{imk}x^{′k} ∂g_{lr} ∂x^j x^{′r}−

−γ_{rlj} x^{′r} ∂g_{mk} ∂x^i x^{′k} + γ_{imk}x^{′k}γ_{ilr} x^{′r} ] +

+2C^l_{jr}E^r [ −γ_{lkj} x^{′k} + ∂g_{lk} ∂x^j x^{′k} − γ_{jlk}x^{′k} ]

+2C^l_{jr}E^r [ −γ_{ikl}x^{′k} + ∂g_{lk} ∂x^i x^{′k} − γ_{ilk}x^{′k} ] =

= g^{lm} [ ∂g_{rl} ∂x^j x^{′r} ∂g_{mk} ∂x^i x^{′k} − γ_{ikm}x^{′k}γ_{lrj} x^{′r} + ( γ_{ikm} − ∂g_{mk} ∂x^i ) x^{′k} ∂g_{lr} ∂x^j x^{′r}+

+ ( γ_{lrj} − g_{lr} ∂x^j ) x^{′r} g_{mk} ∂x^i x^{′k} + ( γ_{imk} − ∂g_{mk} ∂x^i ) ( γ_{jrl} − ∂g_{rl} ∂x^j ) x^{′k}x^{′r} ] = = 0. (72)

Lemma dokazana.

Podstanovka vyraßeniæ dlØ ^B^l_i, ^D_{ij} i C^{lm}, zadavaemyh formulami (64), (67) i (59), v uravnenii Rikkati (56) privodit k sledu¸weæ teoreme Teorema 2. Tenzornoe pole Gij(t) na geodeziqeskoæ x = x(t) udo-

vletvorØet kovariantnomu uravneni¸ Rikkati δG_{ij} δt + G_{il}C^{lm}G_{mj} + R_{ij} = 0, (73)

gde^{δGij}_{δt} est~ kovariantnaØ del~ta proizvodnaØ vdol~ geodeziqeskoæ δG_{ij} δt = dG_{ij} dt − P^l_{im}x^{′m}G_{lj} − P^l_{mj}x^{′m}G_{il} = = dG_{ij} dt − P^{∗l}_{im}x^{′m}G_{lj} − P^{∗l}_{mj}x^{′m}G_{il} (74) i R_{ij}(t) = R^m_{ihj}(x(t), x^′(t))p_m(t)x^{′h}(t). (75)

92 A. P. KAQALOV

Zdes~ R^m_{ihj} – ffto tretiæ tenzor krivizny Kartana na geodeziqeskoæ i C^{lm}(t) = g^{lm} (x(t), p(t)) − x^{′l}(t)x^{′m}(t). (76)

Napomnim, qto del~ta proizvodnaØ igraet rol~ kovariantnoæ proizvodnoæ vdol~ geodeziqeskoæ v finslerovoæ geometrii.

Uravnenie (73) daet nam geometriqesku¸ interpretaci¸ uravneniØ Rikkati (15) v sluqae finslerovoæ geometrii. Ono analogiqno uravneni¸ (33) v sluqae rimanovoæ geometrii.

RassmotreniØ fftoæ stat~i pokazyva¸t, qto imeetsØ fundamental~naØ analogiØ meßdu sluqaØmi rimanovoæ i finslerovoæ geometriØmi pri opisanii rexeniæ, ime¸wih vid gaussovyh puqkov. V oboih sluqaØh gaussovy puqki rasprostranØ¸tsØ vdol~ geodeziqeskih sootvetstvu¸weæ metriki, priqem t ØvlØetsØ kanoniqeskim parametrom na nih. Povedenie sootvetstvu- ¸wih kvadratiqnyh form opisyvaetsØ posredstvom kovariantnogo uravneniØ Rikkati, kotoroe soderßit tenzor krivizny sootvetstvu¸weæ metriki.

Literatura

1. A. Katchalov, Ya. Kurylev, M. Lassas, Inverse boundary spectral problems. Chapman & Hall / CRC (2001).

2. H. Rund, Differencial~naØ geometriØ finslerovyh prostranstv. Nauka, M. (1970).

Katchalov A. P. Gaussian beams, the Hamilton–Jacobi equations and Finsler geometry.

The relationships between Gaussian beams and geometry are considered in the paper. It is shown that the main properties of the Gaussian beam solutions are determined by the natural geometry, related to the problem under considerations. The geometry is determined by the Hamilton–Jacobi equation and corresponding hamiltonian. In particular, it was found a geometric interpretation of the Riccati equation for the quadratic form of the phase function corresponding to the Gaussian beam in the case of Finsler geometry.

Postupilo 25 ØnvarØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN