Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

N. G. Kuznecov, O. V. Motygin

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI: ZAVISIMOST^ SOBSTVENNYH ZNAQENI` OT KUSOQNO–POSTO˚NNOGO KO�FFICIENTA

K stoleti¸ raboty V. A. Steklova [1]

1. Vvedenie; postanovka zadaqi

V rabote [1], V. A. Steklov vpervye rassmotrel sledu¸wu¸ zadaqu: ∇^2u = 0 v D, ∂u/∂n = νpu na ∂D, (1.1) gde D – gladkaØ ograniqennaØ oblast~, n – vnexnØØ normal~ na ∂D, p – zadannaØ neotricatel~naØ funkciØ, a ν – spektral~- nyæ parametr. V zavisimosti ot razmernosti oblasti D zadaqa Steklova imeet razliqnye fiziqeskie interpretacii (sm. knigu [2], s. 95). Horoxo izvestno, [2], s. 103, qto zadaqa Steklova imeet diskretnyæ spektr:

0 = ν_0 < ν_1 6 ν_2 6 . . . 6 ν_n 6 . . . , ν_n → ∞ pri n → ∞,

(zdes~ kaßdoe sobstvennoe znaqenie povtorØetsØ stol~ko raz, kakova ego kratnost~) i dlØ nego naædeny otvety na klassiqeskie voprosy, a imenno, poluqena asimptotika ν_n pri n → ∞ (sm. obzor [3], s. 89) i dokazan rØd izoperimetriqeskih neravenstv dlØ sobstvennyh znaqeniæ (sm. [2], gl. III, §§3, 5 i 7).

V zametke [4] avtory sformulirovali rØd rezul~tatov dlØ zadaqi Steklova (qast~ iz nih dokazana, a qast~ lix~ anonsirovana) v sluqae, kogda

D = R^2_− =^{−∞ < x < +∞, y < 0^},

a p(x) = 1 pri b < |x| < b + 1 (b > 0) i p = 0 na ostal~noæ qasti ∂R^2_−. DlØ ukazannyh oblasti D i kofffficienta p zadaqa

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke avtorov grantom RFFI No. 01-01-00973. 162

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 163 Steklova opisyvaet svobodnye dvumernye kolebaniØ ideal~noæ nesßimaemoæ tØßeloæ ßidkosti, zapolnØ¸weæ nißnee poluprostranstvo i nakrytoæ tverdoæ kryxkoæ s dvumØ beskoneqnymi parallel~nymi prorezØmi ravnoæ xiriny (v silu podobiØ, xirina kaßdoæ prorezi poloßena ravnoæ edinice). Dvißenie ßidkosti predpolagaetsØ bezvihrevym (s toqnost~¸ do garmoniqeskogo po vremeni mnoßitelØ vewestvennaØ funkciØ u est~ potencial skorosteæ), ffffekt poverhnostnogo natØßeniØ ne uqityvaetsØ, a amplituda voln v prorezØh sqitaetsØ maloæ. Qastota sobstvennyh kolebaniæ ravna (νg)^{1/2}, gde g – uskorenie svobodnogo padeniØ. Cel~ dannoæ raboty – dokazat~ anonsirovannye v [4] rezul~taty (v rØde sluqaev formulirovki usileny) narØdu s utverßdeniØmi, ne voxedximi v [4].

Tak kak v naxem sluqae oblast~ ne ØvlØetsØ ograniqennoæ, to dannaØ vyxe formulirovka zadaqi Steklova trebuet dopolneniæ. Krome togo, iz-za simmetrii zadaqi (oblast~ simmetriqna otnositel~no osi ordinat, a kofffficient p – qetnaØ funkciØ abscissy) udobno rassmatrivat~ razdel~no sluqai, kogda sobstvennye funkcii ØvlØ¸tsØ qetnymi po x (simmetriqnye mody

u^{(+)}) i neqetnymi po x (antisimmetriqnye mody u^{(−)}). Kaßdu¸

iz fftih mod dostatoqno rassmatrivat~ v zamknutom kvadrante Q = { x ¿ 0, y 6 0^}, i sootvetstvu¸wie kraevye zadaqi moßno

zapisat~ edinoobrazno v vide:

∇^2u^{(±)} = 0 v Q, (1.2)

∂_xu^{(+)} = 0, u^{(−)} = 0 pri x = 0, y < 0, (1.3)

∂_yu^{(±)} = 0 pri y = 0, 0 < x < b, x > b + 1, (1.4)

∂_yu^{(±)} = ν^{(±)}u^{(±)} pri y = 0, b < x < b + 1, (1.5) ∫ Q | |∇u^{(±)} | |^2 dx dy < ∞. (1.6)

Poslednee uslovie vyraßaet koneqnost~ kinetiqeskoæ ffnergii. Zametim, qto iz fftogo usloviØ vytekaet koneqnost~ i potencial~noæ ffnergii ∫ F |u^{(±)}|^2 dx, gde F = {b < x < b + 1, y = 0}.

V [4] anonsirovano, qto

0 = ν^{(+)}_0 < ν^{(+)}_1 < ν^{(+)}_2 < . . . < ν^{(+)}_n < . . . ,

164 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN t.e. vse sobstvennye znaqeniØ, kotorym sootvetstvu¸t simmetriqnye mody, ØvlØ¸tsØ prostymi. �tot fakt budet dokazan zdes~ kak i analogiqnyæ fakt dlØ sobstvennyh znaqeniæ, sootvetstvu¸wih antisimmetriqnym modam,

0 < ν^{(−)}_1 < ν^{(−)}_2 < . . . < ν^{(−)}_n < . . . ,

kotoryæ byl anonsirovan v [4] lix~ dlØ znaqeniæ b, dostatoqno blizkih k nul¸. Pri fftom ν^{(−)}n ≠ ν^{(+)}m dlØ l¸byh b ¿ 0 i

n, m ¿ 1. Nami dokazano v [4], qto ν^{(−)}_n (ν^{(+)}_n ), n = 1, 2, . . ., ØvlØet-

sØ monotonno ubyva¸weæ (vozrasta¸weæ) funkcieæ argumenta b, i pri b > 0 ime¸t mesto sledu¸wie formuly dlØ proizvodnyh:

dν^{(+)}_n db = ∫_0 −∞ | |∂_yu^{(+)}_n (0, y) | |^2 dy ∫_{b+1} b | |u^{(+)}_n (x, 0) | |^2 dx

, (1.7)

dν^{(−)}_n db = − ∫_0 −∞ | |∂_xu^{(−)}_n (0, y) | |^2 dy ∫_{b+1} b | |u^{(−)}_n (x, 0) | |^2 dx

. (1.8)

V zakl¸qenie vvodnogo paragrafa otmetim, qto sluqaæ b = 0 (t.e. zadaqa, opisyva¸waØ kolebaniØ ßidkosti v sluqae, kogda v kryxke imeetsØ edinstvennaØ prorez~) rassmatrivalsØ v mnogih rabotah (sm. obzor [5] i citirovannu¸ tam literaturu), t.k. sootvetstvu¸wie sobstvennye znaqeniØ slußat universal~- nymi verhnimi granicami dlØ sobstvennyh znaqeniæ v ploskih oblastØh, ime¸wih otrezok toæ ße dliny v kaqestve svobodnoæ poverhnosti.

2. Vspomogatel~nye utverßdeniØ

Ispol~zuØ standartnye metody (oni opisany, naprimer, v knige Nazarova i Plamenevskogo [6], gl. 2), ustanavlivaetsØ, qto v nekotoroæ okrestnosti toqki (b+1, 0) dlØ sobstvennoæ funkcii

u^{(±)} zadaqi (1.3)–(1.6) spravedliva formula:

u^{(±)}(ρ, θ) = c^{(±)} { π/ν^{(±)} + ρ ( cos θ log ρ − θ sin θ )} +d^{(±)}ρ cos θ + ψ^{(±)}(ρ, θ). (2.1)

Zdes~ (ρ, θ) – polØrnye koordinaty, takie qto x + iy = b + 1 + ρe^{iθ},

θ ∈ [−π, 0], c^{(±)} i d^{(±)} – konstanty, a dlØ funkcii ψ^{(±)} ime¸t me-

sto ocenki: ψ^{(±)} = O(ρ^{1+δ} ), | |∇ψ^{(±)} | | = O(ρ^δ ) i | |∇_2ψ^{(±)} | | = O(ρ^{δ−1})

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 165 pri ρ → 0, gde δ > 0 i ∇_2ψ^{(±)} oboznaqaet matricu vtoryh proizvodnyh.

Formula, analogiqnaØ (2.1), imeet mesto i v okrestnosti toqki (b, 0). Takim obrazom, funkciØ u^{(±)} nepreryvna vs¸du v Q, a gradient ∇u^{(±)} imeet logarifmiqeskie osobennosti v toqkah, razdelØ¸wih svobodnu¸ poverhnost~ F i tverdu¸ granicu

∂R^2_−\F .

Lemma 2.1. Pust~ u^{(+)} udovletvorØet zadaqe (1.3)–(1.6) pri

ν^{(+)} > 0. Esli u^{(+)} prinadleßit prostranstvu Soboleva H^1(Q), to u^{(+)} = 0 v Q.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku u^{(+)} ∈ H^1(Q), to suwestvuet stre-

mØwaØsØ k beskoneqnosti posledovatel~nost~ {R_m}, takaØ qto pri m → ∞ R^2_m 0∫ −π/2 |∇u(R_m, φ)|^2 dφ → 0, R^2_m 0∫ −π/2 [ u(R_m, φ) ]_2

dφ → 0. (2.2)

Zdes~ i dalee v dokazatel~stve my pixem u vmesto u^{(+)}; (R, φ) – polØrnye koordinaty s centrom v naqale koordinat (x, y).

Pust~ v – soprØßennaØ k u garmoniqeskaØ funkciØ, takaØ qto

v = 0 pri x = 0, y < 0 i 0 < x < b, y = 0. (2.3)

�to vozmoßno v silu (1.3) i (1.4). Iz poslednego usloviØ vytekaet takße, qto

v = C = const pri x > b + 1, y = 0. (2.4)

Pokaßem, qto C = 0. V silu (2.3) imeem

v(R_m, φ_0) = φ0∫ −π/2 ∂_φv(R_m, φ) dφ, gde −π/2 6 φ_0 6 0. Togda

C^2 = [ v(R_m, 0) ]_2 6 π 2 0∫ −π/2 [ ∂_φv(R_m, φ) ]_2 dφ 6^π_2 R^2_m 0∫ −π/2 | |∇v(R_m, φ) | |^2 dφ → 0 pri m → ∞,

166 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN gde poslednee sootnoxenie spravedlivo v silu (2.2). Tem samym,

C = 0. Bolee togo, privedennoe rassußdenie pokazyvaet, qto

v(R_m, φ) → 0 pri m → ∞ dlØ − π/2 6 φ 6 0.

Rassmotrim kol~cevoæ sektor {R_m 6 r 6 R_{m+1}, −π/2 6 φ 6 0}. Na prØmolineænyh otrezkah ego granicy funkciØ v obrawaetsØ v nol~, a na dugah okrußnosteæ ona stremitsØ k nul¸ pri m → ∞. Ots¸da i iz principa maksimuma vytekaet, qto v(r, φ) → 0 pri

r → ∞. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto u(r, φ) → 0 pri r → ∞. Ot-

liqie ot privedennogo dokazatel~stva dlØ v sostoit v tom, qto vmesto odnorodnogo usloviØ Dirihle na prØmolineænyh qastØh granicy kol~cevogo sektora imeetsØ odnorodnoe uslovie Neæmana. Pofftomu nado vospol~zovat~sØ lemmoæ Hopfa, soglasno kotoroæ normal~naØ proizvodnaØ ne moßet obrawat~sØ v nol~ v toqke granicy, v kotoroæ u dostigaet maksimuma ili minimuma.

Soglasno principu simmetrii Xvarca golomorfnaØ funkciØ u(z) + iv(z), z = x + iy, prodolßaetsØ na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~, iz kotoroæ vyrezan krug, ime¸wiæ radius bol~xiæ qem b + 1. Toqka z = ∞ ØvlØetsØ regulØrnoæ dlØ fftoæ analitiqeskoæ funkcii, a iz dokazannogo ubyvaniØ funkciæ u i v i kraevyh usloviæ, kotorym oni udovletvorØ¸t, vytekaet, qto razloßenie v okrestnosti beskoneqnosti imeet vid:

u(z) + iv(z) = const · z^{−2} + . . . (2.5)

Skazannoe v naqale fftogo paragrafa pro povedenie funkcii u vblizi osi absciss perenositsØ i na funkci¸ v. V qastnosti, vblizi toqki (b + 1, 0) imeet mesto asimptotika pri ρ → 0 v(ρ, θ) = −c^{(+)}ρ [ sin θ log ρ + θ cos θ ] + d^{(+)}ρ sin θ + ϕ(ρ, θ), (2.6)

gde c^{(+)} i d^{(+)} – te ße, qto i v formule (2.1), ϕ = O(ρ^{1+δ} ) i |∇ϕ| = O(ρ^δ). �to pozvolØet primenit~ k garmoniqeskim funkci- Øm x i u^2−v^2 formulu Grina v oblasti {0 < r < R, −π/2 < φ < 0}, a voznika¸wiæ pri fftom integral po duge okrußnosti stremitsØ k nul¸ pri R → ∞, qto ØvlØetsØ sledstviem formuly (2.5). V rezul~tate poluqaem ravenstvo ∫ ∂Q {( u^2 − v^2 ) n_x − x∂n ( u^2 − v^2 )} ds = 0, (2.7)

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 167 kotoroe posle uproweniæ, osnovannyh na kraevyh usloviØh dlØ u i v, prinimaet vid 0∫ −∞ [ u(0, y) ]_2 dy + b+1∫ b x ∂_y ( u^2 − v^2 ) dx = 0. (2.8)

Soglasno uravneniØm Koxi–Rimana ∂_y ( u^2 − v^2 ) = −∂_x ( 2uv ) , qto pozvolØet primenit~ integrirovanie po qastØm v poslednem integrale, pri fftom vneintegral~nye qleny obrawa¸tsØ v nol~ vsledstvie kraevyh usloviæ dlØ v i nepreryvnosti funkcii v Q (sm.(2.6)). V rezul~tate iz (2.8) poluqim: 0∫ −∞ [ u(0, y) ]_2

dy + 2 ∫ F uv dx = 0. Vospol~zuemsØ kraevym usloviem (1.5) v poslednem integrale. Togda imeem 2 ∫ F uv dx = 2 ν^{(+)} ∫ F v∂_y u dx = − 1 ν^{(+)} ∫ F ∂_x(v^2) dx = 0,

gde snova ispol~zovalis~ sootnoxeniØ Koxi–Rimana i kraevye usloviØ dlØ v. Takim obrazom, my prihodim k sootnoxeni¸ 0∫ −∞ [ u(0, y) ]_2

dy = 0,

otkuda vytekaet, qto

u = 0 pri x = 0, y < 0.

�to uslovie i (1.3) dlØ u^{(+)} = u pozvolØ¸t primenit~ teoremu o edinstvennosti rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ Laplasa, garantiru¸wu¸, qto u = 0 v Q. •

Zametim, qto privedennoe dokazatel~stvo prigodno i dlØ sluqaØ, kogda svobodnaØ poverhnost~ svØzna (b = 0).

168 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN 3. Antisimmetriqnye mody 3.1. Spektral~naØ zadaqa dlØ integral~nogo operatora.

V zametke [4] ustanovleno, qto v antisimmetriqnom sluqae zadaqa (1.2)–(1.6) ffkvivalentna sledu¸weæ spektral~noæ zadaqe

w^{(−)}(x) = ν^{(−)} π 1∫ 0 [ log(x + ξ + 2b) − log |x − ξ| ] w^{(−)}(ξ) dξ, x ∈ [0, 1]. (3.1) Zdes~ integral~nyæ operator K^{(−)} (zavisimost~ ot parametra b ne ukazyvaetsØ Øvno, kogda v fftom net neobhodimosti) ØvlØetsØ kompaktnym, samosoprØßennym, poloßitel~nym operatorom v prostranstve L_2(0, 1), i Ødro KerK^{(−)} trivial~no.

Neposredstvennym sledstviem uravneniØ (3.1) ØvlØetsØ vozmoßnost~ Øvno vyqislit~

Δ(b) = ∞∑ 1 [ ν^{(−)}_n (b) ]_{−2} = π^{−2} 1∫ 0 1∫ 0 [ log(x + ξ + 2b) − log |x − ξ|

]_2 dx dξ. DlØ vyqisleniØ poslednego dvoænogo integrala ego sleduet razbit~ na summu neskol~kih slagaemyh i neskol~ko raz prointegrirovat~ po qastØm, pol~zuØs~ pri fftom formulami 1.15, 1.16, 5.4, 5.5, 5.9 i 5.14 iz spravoqnika [7], §1.6. V rezul~tate dovol~- no dlinnyh vyqisleniæ poluqaem

π^2Δ(b) = (1 + 2 b) π^2/6 + 4b^2 log^2 2 + {1 + 2 b (1 + b)} log^2(1 + b)

−(1 + 2b)^2 log^2(1 + 2b) + 2 {[ 1 + 2b (1 + b) ] log 2

− (1 + 2b) log b } log(1 + b) + 2 (1 + 2b) log (2 + 2b) log(1 + 2b) −2 {[ 1 + 2b (1 − b) ] log 2 − b^2 log b } log b − { 2 + 4 (1 − b) b } Li_2(−(2b)^{−1}) + 4 (1 + b)^2 Li_2 1 2 + 2b

+2(1 + 2b) { Li_2(−1 − b^{−1}) − Li_2(−b) − Li_2

1 + 2b 2 + 2b } . (3.2)

Zdes~ Li_2(z) = ∫_z 0 t^{−1} log(1 − t) dt – ffto dilogarifmiqeskaØ funk-

ciØ, ØvlØ¸waØsØ qastnym sluqaem polilogarifma Li_n(z) = ∑_∞ k=1 z^k/k^n, svoæstva kotorogo opisany v knige [8].

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 169 Formula (3.2) obobwaet ravenstvo

Δ(0) = 1/3, (3.3)

dokazannoe v zametke [9] (ranee predpoloßenie o spravedlivosti ravenstva (3.3) bylo sdelano v rabote [10] na osnovanii qislennyh rezul~tatov). Predel~nyæ perehod v formule (3.2) pri

b → 0 estestvenno privodit k ravenstvu (3.3), no ffto trebuet

ispol~zovaniØ ravenstv:

Li_2(1) = π^2 6 , Li_2(−1) = − π^2 12 , Li_2 ( 1 2 ) = π^2 12 − 1 2 log^2 2

(sm. formuly (1.8), (1.9) i (1.16) v [8]). Takße ispol~zu¸tsØ asimptotiqeskie formuly:

Li_2(x) = x + O ( x^2 ) pri x → −0, Li_2(x) = − 1 2 log^2 |x| − π^2 6 + O ( x^{−1} ) pri x → −∞, vyteka¸wie iz sootnoxeniæ (1.3), (1.4) i (1.7) v [8].

Iz (3.2) i asimptotiqeskih formul dlØ Li_2(x) sleduet, qto

Δ(b) = 1 π^2 [ log^2(2 b) + 3 log(2 b) + 7/2 ] + O(b^{−1}) pri b → ∞.

Zdes~ glavnyæ qlen asimptotiki – ffto vklad fundamental~nogo sobstvennogo znaqeniØ, qto vytekaet iz dokazannoæ niße teoremy 3.1.

3.2. Asimptotika fundamental~nogo sobstvennogo znaqeniØ.

Teorema 3.1. Pri b → ∞ ime¸t mesto sledu¸wie asimptotiqe-

skie predstavleniØ: π ν^{(−)}_1

= log(2b) + 3 2 + O (1/ log b) , (3.4)

1 − w^{(−)}_1 (x) = ν^{(−)}_1 π [ 1 2 + x log x + (1 − x) log(1 − x) ] + O ( 1/ log^2 b ) . (3.5)

170 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN Poslednee ravenstvo vypolnØetsØ ravnomerno po x ∈ [0, 1] dlØ w^{(−)}_1 , normirovannoæ tak, qto 1∫ 0 w^{(−)}_1 (x) dx = 1, (3.6)

(vvidu poloßitel~nosti operatora K^{(−)}, w^{(−)}_1 ¿ 0, w^{(−)}_1 ≢ 0).

Dokazatel~stvo. IntegriruØ uravnenie (3.1) po x i ispol~zuØ

(3.6), nahodim 1 = ν^{(−)}_1 π 1∫ 0 dx 1∫ 0 [ log(2b) + log ( 1 + x + ξ 2b ) − log |x − ξ| ] w^{(−)}_1 (ξ; b) dξ

= ν^{(−)}_1 π { log(2b) + 1∫ 0 w^{(−)}_1 (ξ; b) [ f_1(ξ, b) + f_2(ξ) ] dξ } , (3.7) gde f_1(ξ, b) = 1∫ 0 log ( 1 + x + ξ 2b ) dx =

= (1 + 2b + ξ) log(1 + 2b + ξ) − (2b + ξ) log(2b + ξ) − log(2b) − 1,

f_2(ξ) = − 1∫ 0 log |x − ξ| dx = 1 − ξ log ξ − (1 − ξ) log(1 − ξ).

(3.8) Poskol~ku

∂_ξf_1(ξ, b) = log(1 + 2b + ξ) − log(2b + ξ) > 0,

to funkciØ f_1(ξ, b) ØvlØetsØ monotonno vozrasta¸weæ funkcieæ ξ. Ots¸da, uqityvaØ uslovie (3.6) i poloßitel~nost~ w^{(−)}_1 , poluqaem, qto | | | | | | 1∫ 0 f_1(ξ, b)w^{(−)}_1 (ξ; b) dξ | | | | | | 6 max {|f1(0, b)|, |f1(1, b)|} .

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 171 Zdes~

f_1(0, b) = (2b + 1) log ( 1 + (2b)^{−1} ) − 1, f_1(1, b) = 2(1 + b) log[2(1 + b)] − (2b + 1) log(2b + 1) − log(2b) − 1,

otkuda dlØ fftih veliqin vytekaet ocenka O(b^{−1}) pri b → ∞. Sledovatel~no, 1∫ 0 w^{(−)}_1 (ξ; b)f_1(ξ, b) dξ = O(b^{−1}) pri b → ∞,

i soglasno (3.7) imeem

π/ν^{(−)}_1 = log(2b) + σ(b) + O(b^{−1}) pri b → ∞, (3.9)

gde σ(b) =

∫_1 0 w^{(−)}_1 (ξ; b)f_2(ξ) dξ udovletvorØet neravenstvam

1 6 σ(b) 6 1 + log 2, (3.10)

kotorye dokazyva¸tsØ sledu¸wim obrazom.

Poskol~ku w^{(−)}_1 (ξ, b) ¿ 0 i spravedlivo uslovie (3.6), to po teoreme o srednem σ(b) = f_2(ξ_∗(b)), gde ξ_∗(b) ∈ [0, 1]. Tak kak

f^′_2(ξ) = log(ξ^{−1} −1), to f_2(ξ) monotonno vozrastaet pri ξ ∈ [0, 1/2] i

monotonno ubyvaet pri ξ ∈ [1/2, 1]. DlØ poluqeniØ ocenok (3.10) ostaetsØ zametit~, qto f_2(0) = f_2(1) = 1 i f_2(1/2) = 1 + log 2. Qtoby naæti asimptotiku funkcii σ(b), qto zaverxit dokazatel~stvo formuly (3.4), nam potrebuetsØ sledu¸wiæ fakt ‖ ‖w^{(−)}_1 − 1 ‖ ‖_C = max_{x∈[0,1]} | |w^{(−)}_1 (x; b) − 1 | | = O([log b]^{−1}) pri b → ∞

(3.11) DlØ ego dokazatel~stva razob~em integral v uravnenii (3.1) na summu dvuh i primenim teoremu o srednem k pervomu iz nih:

w^{(−)}_1 (x; b) = ν^{(−)}_1 π [ log(2b) + log ( 1 + x + ξ_∗(b) 2b )

+f_2(x) − 1∫ 0 ( w^{(−)}_1 (ξ; b) − 1 ) log |x − ξ| dξ ] . (3.12)

172 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN Vyqtem edinicu iz obeih qasteæ fftogo ravenstva i ocenim normu raznosti v C ( [0, 1] ) : ‖ ‖w^{(−)}_1 − 1 ‖ ‖_C 6 ν^{(−)1} π [ ‖σ‖_C + ‖f_2‖_C + c‖w^{(−)}_1 − 1‖_C + O(b^{−1}) ] , (3.13)

gde c = ‖

∫_1 0 | |log |x − ξ| | | dξ‖_C . DlØ poluqeniØ pravoæ qasti v (3.13)

uqteno sootnoxenie (3.9), zapisannoe v forme: 1 = ν^{(−)}_1 π [ log(2b) + σ(b) + O(b^{−1}) ] , a takße asimptotiqeskaØ formula log ( 1 + x + ξ_∗(b) 2b ) = O(b^{−1}),

spravedlivaØ pri b → ∞ ravnomerno po x ∈ [0, 1]. Soglasno (3.8) i dokazatel~stvu formuly (3.10)

‖σ‖_C = ‖f_2‖_C = 1 + log 2,

qto vmeste s (3.13) privodit k neravenstvu ‖ ‖w^{(−)}_1 − 1 ‖ ‖_C 6 2 + 2 log 2 + O(b^{−1}) c + π/ν^{(−)}_1 , iz kotorogo asimptotika (3.11) vytekaet vsledstvie (3.9).

Teper~ pokaßem, qto pri b → ∞ vypolnØetsØ ravenstvo

σ(b) = 3/2 + O ( [log b]^{−1} ) , kotoroe vmeste s (3.9) dokazyvaet formulu (3.4). Qtoby ustanovit~ spravedlivost~ poslednego sootnoxeniØ napixem σ(b) = 1∫ 0 f_2(ξ) dξ + 1∫ 0 f_2(ξ) [ w^{(−)}_1 (ξ; b) − 1 ] dξ i zametim, qto pervyæ integral v pravoæ qasti raven 3/2, a posledniæ integral est~ O ( [log b]^{−1} ) v silu (3.11).

OstaetsØ dokazat~ formulu (3.5), dlØ qego vyqtem edinicu iz obeih qasteæ ravenstva (3.12), a zatem zamenim vyraßenie

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 173

ν^{(−)}_1 π^{−1} log(2b) − 1 ego asimptotikoæ. �to privodit k ravenstvu

w^{(−)}_1 (x; b) − 1 = ν^{(−)}_1 π { 3 2 + 1∫ 0 log |x − ξ| dξ

+ 1∫ 0 [ w^{(−)}_1 (ξ; b) − 1 ] log |x − ξ| dξ + O ( b^{−1} ) } . Ots¸da i iz formul (3.8) i (3.11) poluqaem (3.5). •

3.3. Prostota sobstvennyh znaqeniæ pri malyh b.

DlØ sobstvennyh znaqeniæ ν^{(−)}n (n = 1, 2, . . .), kotorym sootvetstvu¸t antisimmetriqnye sobstvennye funkcii, spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 3.2. Vse sobstvennye znaqeniØ ν^{(−)}n (b) (n = 1, 2, . . .) spek-

tral~noæ zadaqi (3.1) ØvlØ¸tsØ prostymi sobstvennymi znaqeni- Ømi pri b ¿ 0.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ razbito na neskol~ko lemm (ta ih qast~, kotoraØ kasaetsØ malyh znaqeniæ b dokazana zdes~, a ostal~nye privedeny v pp. 3.4, 3.5), no preßde qem sformulirovat~ pervu¸ iz nih zametim, qto prostota ν^{(−)}_1 (b) vytekaet iz teoremy Entqa (sm. [11], gl. IV, §18), primenennoæ k operatoru

K^{(−)}_b (sm. uravnenie (3.1)).

Lemma 3.1. Sobstvennye znaqeniØ ν^{(−)}n (n = 1, 2, . . .) ØvlØ¸tsØ

prostymi v sluqae, kogda svobodnaØ poverhnost~ F svØzna (b = 0).

Dokazatel~stvo. Privedem k protivoreqi¸ protivopoloßnoe

utverßdenie. Dopustim, qto suwestvuet sobstvennoe znaqenie ν ∈ { ν^{(−)}_n (0) }_∞ 1 , kotoromu sootvetstvu¸t dve lineæno nezavisimye sobstvennye funkcii u_1 i u_2, udovletvorØ¸wie zadaqe (1.2)–(1.6), gde b = 0, i uslovie (1.3) imeet vid:

u_i = 0 pri x = 0, y < 0, i = 1, 2. (3.14)

Kak pokazano v zametke [4], imeet mesto predstavlenie u_i(x, y) = 1 2π 1∫ 0 w_i(ξ) log

(x + ξ)^2 + y^2 (x − ξ)^2 + y^2 dξ, i = 1, 2,

174 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN gde w_i – sobstvennaØ funkciØ uravneniØ (3.1), v kotorom b = 0, a

ν = ν^{(−)}. Sledovatel~no, dlØ proizvodnyh porØdka k ot u_i(x, y)

(i = 1, 2) spravedliva ocenka O ( |z|^{−k−1} ) pri |z| = |x + iy| → ∞. Rassmotrim funkcii ∂_xu_i (i = 1, 2), dlØ kotoryh uslovie (1.3) prinimaet vid:

∂_xu_i = 0 pri x = 0, y = 0.

�to vytekaet iz usloviØ (3.14), garantiru¸wego garmoniqesku¸ prodolßimost~ funkciæ u_1 i u_2 v kvadrant {x < 0, y < 0} neqetnym po x obrazom. Krome togo, dlØ ∂_xu_i (i = 1, 2) vypolneny usloviØ (1.2), (1.4) i (1.5). Nakonec, soglasno formule (2.1) vblizi toqki (1, 0) spravedliva asimptotiqeskaØ formula:

∂_xu_i(ρ, θ) = c_i log ρ + c_i cos 2θ + d_i + O(ρ^δ ), pri ρ → 0, i = 1, 2.

Ots¸da i iz ustanovlennyh vyxe ocenok proizvodnyh u_i na beskoneqnosti sleduet, qto esli c_i = 0, to funkciØ ∂_xu_i prinadleßit H^1(Q). Togda k neæ primenima Lemma 2.1, soglasno kotoroæ

∂_xu_i = 0 v Q. Sledovatel~no u_i(x, y) = u_i(y), i blagodarØ uslovi¸

(3.14) funkciØ u_i est~ toßdestvennyæ nol~ v Q.

Tem samym, iz predpoloßeniØ o suwestvovanii netrivial~- nyh sobstvennyh funkciæ u_1 i u_2 sleduet, qto kofffficienty c_1,

c_2 otliqny ot nulØ. Teper~ privedennye vyxe rassußdeniØ moß-

no primenit~ k lineænoæ kombinacii c_2∂_xu_1 − c_1∂_xu_2 i poluqit~ ravenstvo c_2u_1 − c_1u_2 = 0 v Q, protivoreqawee predpoloßeni¸ o lineænoæ nezavisimosti u_1 i u_2. •

Iz Lemmy 3.1 i klassiqeskih rezul~tatov o nepreryvnyh vozmuweniØh samosoprØßennyh operatorov (sm., naprimer [12], gl. 9, §4) vytekaet

Lemma 3.2. DlØ kaßdogo n = 1, 2, . . . suwestvuet δn > 0 takoe,

qto dlØ 0 6 b < δ_n sobstvennoe znaqenie ν^{(−)}n (b) operatora K^{(−)}_b ØvlØetsØ prostym i ν^{(−)}n (b) → ν^{(−)}n (0) pri b → 0.

Dokazatel~stvo. Tak kak (( K^{(−)}_b − K^{(−)}_0^)w^)(x) =^1_π^{1∫}_0 w(ξ) log^{x + ξ + 2b}_{x + ξ} dξ, (3.15)

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 175 to ‖ ‖K^{(−)}_b − K^{(−)}_0^{‖2} 6 π^{−2 1∫}_0^{1∫}_0^[log(x + ξ + 2b) − log(x + ξ)^{]2} dx dξ

= π^{−2} { 2b^2 log^2(b) + 2 (1 + b)^2 log^2(1 + b) − 4b^2 log(4b)

− 4b (1 + b) log(1 + b) − (1 + 2b)^2 log^2(1 + 2b)

+ 4b (1 + 2b) log(1 + 2b) + 4b (1 + b) log(2) log(2b^2)

− 4b (2 + b) Li_2 ( −b^{−1} ) + 8b (1 + b) Li_2 ( −(2b)^{−1} )} , (3.16)

gde integral vyqislØetsØ tem ße sposobom, qto i vyraßenie v formule (3.2). Formuly, ispol~zovannye dlØ predel~nogo perehoda ot (3.2) k (3.3) pozvolØ¸t naæti dlØ pravoæ qasti v neravenstve (3.16) asimptotiku, kotoraØ imeet vid: π^{−2} [ 10 −

2π^2 3 − 4 log(4b) ] b^2 + O ( b^3 ) pri b → 0.

�ta asimptotika ocenivaet skorost~, s kotoroæ operator K^{(−)}_b shoditsØ po norme k K^{(−)}_0 , kogda b → 0. Teper~ utverßdenie lemmy vytekaet iz Lemmy 3.1 i upomØnutyh rezul~tatov teorii vozmuweniæ samosoprØßennyh operatorov. •

3.4. Predely sobstvennyh znaqeniæ pri b→∞.

Soglasno Teoreme 3.1, dokazannoæ v p. 3.2, ν^{(−)}_1 (b) → 0 pri

b → ∞. Zdes~ rassmatrivaetsØ vopros o predel~nyh znaqeniØh ν^{(−)}_n (∞), n = 2, 3, . . ., k kotorym stremØtsØ pri b → ∞ ostal~nye

sobstvennye znaqeniØ operatora K^{(−)}_b .

Teorema 3.3. Predely ν^{(−)}n (∞), n = 2, 3, . . ., suwestvu¸t i dlØ

nih spravedlivy ravenstva:

ν^{(−)}_n (∞) = 2λ_{n−1}, n = 2, 3, . . . , (3.17)

176 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN

gde {λ_n}^∞_1 – posledovatel~nost~ sobstvennyh znaqeniæ zadaqi:

∇^2u = 0 v R^2_−; ∂_yu = λu pri |x| < 1, y = 0; ∂_yu = 0 pri |x| > 1, y = 0; 1∫ −1 u(x, 0) dx = 0; ∫ R2�^{|∇u|2 dx dy < ∞.} (3.18)

Preßde qem perehodit~ k dokazatel~stvu fftoæ teoremy zametim, qto v naxih oboznaqeniØh

λ_{2k−1} = ν^{(−)}_k (0), λ_{2k} = ν^{(+)}_k (0), k = 1, 2, . . . , (3.19)

qeredovanie simmetriqnyh i antisimmetriqnyh mod sleduet, naprimer, iz rezul~tatov raboty [10].

Dokazatel~stvo. Qerez L^{(c)}_2 (0, 1) oboznaqim ortogonal~noe do-

polnenie v L_2(0, 1) k odnomernomu podprostranstvu, sostoØwemu iz konstant. ˚sno, qto proektor na L^{(c)}_2 (0, 1) imeet vid: ( P w ) (x) = w(x) − 1∫ 0 w(ξ) dξ. Analogiqno, pust~ L^{(w1)}_2 (0, 1) – zavisØwee ot b podprostranstvo L_2(0, 1), ortogonal~noe poloßitel~nomu rexeni¸ w_1 = w^{(−)}_1 uravneniØ (3.1) pri ν^{(−)} = ν^{(−)}_1 , ØvlØ¸wemusØ fundamental~- nym harakteristiqeskim znaqeniem. Operator proektirovaniØ na L^{(w1)}_2 (0, 1) opredelØetsØ formuloæ ( P_1w ) (x) = w(x) − 1 w_1(x) 1∫ 0 w_1(ξ)w(ξ) dξ. Ocenim normu ‖P_1 − P ‖ pri b → ∞, dlØ qego vospol~zuemsØ neravenstvom ‖ ‖P_1 − P ‖ ‖^2 6 1∫ 0 1∫ 0 [ 1 − w_1(ξ)/w_1(x)

]_2 dx dξ.

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 177 Iz asimptotik (3.4) i (3.5) vytekaet sledu¸waØ formula 1 − w_1(ξ) w_1(x) = s(ξ) − s(x) log 2b

+ O(1/ log^2 b) pri b → ∞,

gde s(x) = x log x+(1−x) log(1−x)+1/2. Tak kak dvoænoæ integral ot funkcii [s(x) − s(ξ)]^2 koneqen, to predyduwie sootnoxeniØ privodØt k ocenke ‖ ‖P_1 − P ‖ ‖ = O(1/ log b) pri b → ∞. (3.20)

DlØ rassmotreniØ sobstvennyh znaqeniæ ν^{(−)}_k , k = 2, 3, . . ., sproektiruem uravnenie (3.1) na podprostranstvo L^{(w1)}_2 (0, 1):

P_1w^{(−)} = ν^{(−)}P_1K^{(−)}_b P_1w^{(−)}, (3.21)

i pokaßem, qto ‖ ‖P_1K^{(−)}_b P_1 − P K^{(0)}P ‖ ‖ = O(1/ log b) pri b → ∞. (3.22)

Zdes~

(K^{(0)}w^)(x) = −π^{−1 ∫ 1}_0 w(ξ) log |x − ξ| dξ. DlØ obosnovaniØ

ocenki (3.22) vospol~zuemsØ ravenstvom K^{(−)}_b = K^{(0)} +K^{(1)} +K^{(2)}, gde poslednie dva operatora zavisØt ot b i zadany sledu¸wim obrazom:

(K^{(1)}w^)(x) =^{log 2b}_π^{1∫}_0 w(ξ) dξ,

(K^{(2)}w^)(x) =^1_π^{1∫}_0 w(ξ) log^{( x + ξ}_{2b} + 1^) dξ.

Togda operator v pravoæ qasti (3.21) predstavim v vide:

P_1K^{(−)}_b P_1 = 2∑ m=0 [( P_1 − P )K^{(m)(}P1 − P^) + ( P_1 − P

)K^{(m)}P + P K^{(m)(}P1 − P^) + P K^{(m)}P^].

UstremlØØ b → ∞, ocenim vklady slagaemyh s m = 0, 1, 2 v otdel~nosti.

178 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN

Tak kak operatory P i K^{(0)} ne zavisØt ot b, to dlØ pervyh treh slagaemyh, vhodØwih v posledn¸¸ summu pri m = 0, imeet mesto ocenka O(1/ log b), kotoraØ vytekaet iz (3.20). Dalee, iz oqevidnyh ravenstv P K^{(1)} = K^{(1)}P = 0 sleduet, qto qlen, sootvetstvu¸wiæ m = 1, raven (P_1 − P )K^{(1)}(P_1 − P ). Pofftomu, vsledstvie sootnoxeniØ (3.20), dlØ nego takße spravedliva ocenka

O(1/ log b) pri b → ∞. Nakonec, dlØ slagaemogo, otveqa¸wego m = 2, ocenka O(b^{−1}) vytekaet iz neposredstvenno proverØemogo

fakta: ‖K^{(2)}‖ = O(b^{−1}) pri b → ∞.

Ob¨edinØØ poluqennye ocenki, prihodim k sootnoxeni¸ (3.22). Ono, v svo¸ oqered~, pozvolØet primenit~ rassußdeniØ, ispol~zovannye v dokazatel~stve Lemmy 3.2, i ustanovit~, qto pri b → ∞ sobstvennye znaqeniØ operatora P_1K^{(−)}_b P_1 shodØtsØ k sobstvennym znaqeniØm operatora P K^{(0)}P . Kak sleduet iz rezul~tatov § 3 raboty [13], zameny peremennyh x → 2x − 1 i

ξ → 2ξ − 1 preobrazu¸t posledniæ operator v integral~nyæ ope-

rator, nabor harakteristiqeskih znaqeniæ kotorogo sovpadaet so spektrom kraevoæ zadaqi, figuriru¸weæ v formulirovke teoremy. Tem samym, predely ν^{(−)}n (∞), n = 2, 3, . . ., suwestvu¸t. DlØ dokazatel~stva ravenstv (3.17) ostaetsØ zametit~, qto kofffficient dva v ih pravoæ qasti voznikaet kak rezul~tat rastØßeniØ koordinat v privedennyh vyxe zamenah peremennyh. •

3.5. Prostota sobstvennyh znaqeniæ spektral~noæ zadaqi (3.1).

Teper~ my moßem zaverxit~ dokazatel~stvo osnovnogo utverßdeniØ dannogo paragrafa.

Dokazatel~stvo Teoremy 3.2. Poskol~ku operator K^{(−)} urav-

neniØ (3.1) zavisit ot b analitiqeski pri b > 0, analitiqeskaØ teoriØ vozmuweniæ operatorov (primenitel~no k samosoprØßennym operatoram sm. [14, q. VII, p. 3]) garantiruet, qto dlØ l¸bogo znaqeniØ n grafik ν^{(−)}n (b) predstavlØet soboæ kusoqnogladku¸ krivu¸, kotoraØ ne moßet imet~ koneqnyh toqek vnutri oblasti {ν > 0, b > 0}. Priqem kratnost~ sohranØetsØ na gladkih komponentah, a izlomy sootvetstvu¸t toqkam pereseqeniØ krivyh, otveqa¸wih raznym modam. Pokaßem, qto na samom dele takih toqek pereseqeniØ net.

DlØ sobstvennyh znaqeniæ zadaqi (3.18) ime¸t mesto nera-

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 179 venstva (sm. [10]): n π 2 < λ_n < (n + 1) π 2 , n = 1, 2, . . . , (3.23)

iz kotoryh vvidu (3.19) sleduet, qto ν^{(−)}n (0) ∈ ( nπ − π/2, nπ ) , n =

1, 2, . . .. PrinimaØ vo vnimanie predel~nye pri b → ∞ svoæstva

spektra, poluqennye v Teoreme 3.3, imeem

ν^{(−)}_{n+1}(∞) = 2λ_n ∈ ( nπ, (n + 1)π ) , n = 1, 2, . . . . Rassmotrim polupolosu Π_1 = {b ¿ 0, 0 < ν < π}, kotoraØ polnost~¸ soderßit grafik ν^{(−)}_1 (b). Poslednee vytekaet iz poloßitel~nosti i monotonnosti ν^{(−)}_1 (b) po b, poskol~ku ν^{(−)}_1 (0) ∈

(π/2, π). Dopustim, qto v polupolose soderßatsØ qasti grafikov

bolee vysokih mod. Pri fftom, iz posledneæ vydelennoæ formuly sleduet, qto interval (0, π) ne soderßit toqek predel~nogo pri

b → ∞ spektra. Tem samym, vvidu monotonnosti po b vse soder-

ßawiesØ v Π_1 krivye dolßny pri b → ∞ prihodit~ k nulevomu znaqeni¸. Poslednee ØvlØetsØ prostym, i moßno zakl¸qit~, qto mody s n > 1 ne popada¸t v Π_1 – v fftoæ polupolose kaßdomu znaqeni¸ b ¿ 0 sopostavlØetsØ edinstvennoe znaqenie ν^{(−)}_1 (b), pri fftom ν^{(−)}_1 (∞) = 0 (sm. takße Teoremu 3.1).

Rassmotrim polupolosu Π_2 = {b ¿ 0, π < ν < 2π}. Poskol~ku

ν^{(−)}_2 (0) ∈ (3π/2, 2π) i ν^{(−)}_2 (b) ubyvaet po b, to grafik ν^{(−)}_2 (b) pol-

nost~¸ soderßitsØ v fftoæ polupolose. Dopustim, qto v Π_2 takße soderßatsØ qasti grafikov bolee vysokih mod. �ti funkcii monotonno ubyva¸t, no ne mogut popast~ v interval Π_1. Sledovatel~no, pri b → ∞ krivye prihodØt k znaqeni¸ 2λ_1 ∈ ( π, 2π ) . Iz Lemmy 3.1 i Teoremy 4.2, kotoraØ budet dokazana v sledu¸wem paragrafe, sleduet, qto sobstvennye znaqeniØ λ_n – prostye. Pofftomu moßno zakl¸qit~, qto v Π_2 imeetsØ edinstvennaØ krivaØ

ν^{(−)}_2 (b). ProdolßaØ fftot process moßno pokazat~, qto

ν^{(−)}_n (b) ∈ ( (n − 1)π, nπ ) , n = 1, 2, . . . , b ¿ 0. (3.24)

Tem samym, krivye ne pereseka¸tsØ i kratnost~ sohranØetsØ na krivoæ ν^{(−)}n (b), a iz utverßdeniØ Lemmy 3.2 sleduet, qto kratnost~ ravna edinice. Poslednee zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 3.2. •

180 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN 4. Simmetriqnye mody 4.1. Spektral~naØ zadaqa dlØ integral~nogo operatora.

Naqnem so svoæstva simmetriqnyh sobstvennyh funkciæ, kotoroe igraet suwestvennu¸ rol~ v dal~neæxem.

Lemma 4.1. Esli u^{(+)}(x, y) – sobstvennaØ funkciØ zadaqi (1.2)–

(1.6), sootvetstvu¸waØ ν^{(+)} ≠ 0, to spravedlivo ravenstvo b+1∫ b u^{(+)}(x, 0) dx = 0. (4.1)

Dokazatel~stvo. Pust~ r > b+1, togda soglasno pervoæ formule

Grina dlØ u^{(+)} v oblasti Q ∩ {|z| < r}, s uqetom usloviæ (1.2)– (1.5) imeem

ν^{(+)} b+1∫ b u^{(+)}(x, 0) dx = − ∫ C_r ∂nu^{(+)} ds, gde C_r = Q ∩ {|z| = r}. Posledniæ integral stremitsØ k nul¸, kogda r stremitsØ k beskoneqnosti, prinimaØ znaqeniØ iz nekotoroæ posledovatel~- nosti (vsledstvie (1.6) imeet mesto pervaØ iz formul (2.2) v dokazatel~stve Lemmy 2.1). PerehodØ k predelu ukazannym sposobom, poluqaem ravenstvo (4.1). •

Kak i v sluqae antisimmetriqnyh mod, udobno svesti zadaqu (1.2)–(1.6) k ffkvivalentnoæ spektral~noæ zadaqe dlØ integral~- nogo operatora. V rabote [13], gde rassmatrivalas~ zadaqa, analogiqnaØ naxeæ, no v predpoloßenii, qto kofffficient p v (1.1) raven edinice tol~ko na odnom intervale (−1, 1) osi absciss, dlØ fftoæ celi byla predloßena funkciØ W (z; ξ) = − 1 π { log 4(z − ξ) (1 − 2z)(1 − 2ξ) − 1 + 2z 2 log ( 1 + 2z 1 − 2z )

− 1 + 2ξ 2 log ( 1 + 2ξ 1 − 2ξ ) + 1 2 − πi(z + ξ) } , (4.2)

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 181 DlØ (x, y) ∈ Q i ξ ∈ (b, b + 1) opredelim sledu¸wu¸ funkci¸

G(x, y; ξ) = 2^{−1}Re { W (z + b + 2^{−1}; ξ + b + 2^{−1}) +W (z − b − 2^{−1}; ξ − b − 2^{−1}) + W (z + b + 2^{−1}; −ξ + b + 2^{−1}) +W (z − b − 2^{−1}; −ξ − b − 2^{−1}) } − G_0(b), (4.3) gde G_0(b) = 1 2π [ 2b^2 log(2b) + 2(1 + b^2) log[2(1 + b)] − (1 + 2b)^2 log(1 + 2b) ] . Dannyæ vybor G_0(b) obespeqivaet vypolnenie usloviæ b+1∫ b G(x, 0; ξ) dx = b+1∫ b G(x, 0; ξ) dξ = 0. (4.4)

Iz postroeniØ G, vvidu svoæstv funkcii W , ukazannyh v [13], sleduet qto vypolnØetsØ kraevoe uslovie ∂_y ( G(x, y, ξ)+π^{−1} log |z − ξ| ) | |_{y=0}= { 0 pri x ∈ (0, b) ∪ (b + 1, +∞) −1 pri x ∈ (b, b + 1) (4.5) Pust~

H(ξ) = (ξ − b) log(ξ − b) − (ξ + b) log(ξ + b) + (1 + b − ξ) log(1 + b − ξ) +(1 + b + ξ) log(1 + b + ξ), (4.6)

togda netrudno pokazat~, qto pri |z| → ∞ ime¸t mesto asimptotiqeskie formuly G(z, ξ) = 1 π − G_0(b) − 2y + 1 π H(ξ) + O(|z|^{−2}), ∂_xG = O(|z|^{−3}), ∂_yG = −2 + O(|z|^{−3}), (4.7)

kotorye vypolnØ¸tsØ ravnomerno po ξ ∈ [b, b + 1].

Teorema 4.1. Zadaqa (1.2)–(1.6) dlØ simmetriqnyh mod ffkviva-

lentna spektral~noæ zadaqe

w^{(+)}(x) = ν^{(+)} b+1∫ b G(x, 0; ξ) w^{(+)}(ξ) dξ, x ∈ (b, b + 1), (4.8)

182 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN rassmatrivaemoæ na prostranstve L_2(b, b + 1). Integral~nyæ operator uravneniØ K^{(+)} v pravoæ qasti (4.8) ØvlØetsØ kompaktnym i samosoprØßennym, a w^{(+)}(x) = u^{(+)}(x, 0), gde poslednØØ funkciØ – sled rexeniØ kraevoæ zadaqi. Krome togo,

u^{(+)}(x, y) = ν^{(+)} b+1∫ b w^{(+)}(ξ) G(x, y; ξ) dξ, (x, y) ∈ Q. (4.9) Dokazatel~stvo. Pust~ u^{(+)}n – rexenie zadaqi (1.2)–(1.6), otve-

qa¸wee sobstvennomu znaqeni¸ ν^{(+)}n . Rassmotrim funkci¸

û^{(+)}_n (x, y) = ν^{(+)}_n b+1∫ b u^{(+)}_n (ξ, 0)G(x, y; ξ) dξ, (x, y) ∈ Q, (4.10) kotoraØ, oqevidno, garmoniqna i udovletvorØet pervomu uslovi¸ (1.3). V silu sootnoxeniØ (4.5) uslovie (1.4) takße vypolneno dlØ û^{(+)}n , a formuly (4.7) garantiru¸t i spravedlivost~ usloviØ (1.6). Vvidu (4.4) dlØ û^{(+)}n vypolnØetsØ (4.1). Nakonec, po teoreme o predel~nyh znaqeniØh normal~noæ proizvodnoæ potenciala prostogo sloØ imeem

∂_yû^{(+)}_n (x, y) = ν^{(+)}_n u^{(+)}_n (x, 0) (x, y) ∈ F.

Vvidu (1.6) dlØ u^{(+)}n spravedliva pervaØ iz formul (2.2), gde {R_m} – nekotoraØ stremØwaØsØ k beskoneqnosti posledovatel~- nost~. V oblasti Q_m = Q ∩{|z| < R_m} primenim pervu¸ formulu Grina k garmoniqeskoæ funkcii ũ = u^{(+)}n − û^{(+)}n i poluqim ravenstvo 0 = ∫ Q_m |∇ũ|^2 dx dy = I_1(R_m) + I_2(R_m) + I_3(R_m), (4.11) gde I_1(R_m) = ∫ C_{Rm} û^{(+)}_n ∂nû^{(+)}_n ds, I_2(R_m) = − ∫ C_{Rm} û^{(+)}_n ∂nu^{(+)}_n ds,

I_3(R_m) = ∫ C_{Rm} u^{(+)}_n ( ∂nu^{(+)}_n − ∂nû^{(+)}_n ) ds.

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 183 Vvidu ravenstva (4.1) iz opredeleniØ (4.10) i formul (4.7) vyteka¸t asimptotiki:

û^{(+)}_n = const + O(|z|^{−2}), |∇û^{(+)}_n | = O(|z|^{−3}) pri |z| → ∞.

Pofftomu I_1(R_m) → 0 pri m → ∞, a vsledstvie pervoæ iz formul (2.2), i I_2(R_m) → 0. Dalee, dlØ l¸boæ pary toqek z_1, z_2 ∈ C_{Rm} spravedlivy sootnoxeniØ (sr. s dokazatel~stvom Lemmy 2.1): | |u^{(+)}_n (z_1) − u^{(+)}_n (z_2) | |^2 = | | | ∫ C_{Rm} (z1,z2) ∂_su^{(+)}_n ds | | |^2 6

6^{πRm}_2^∫_C Rm | |∇u^{(+)}_n | |^2 ds → 0 pri m → ∞,

gde C_{Rm} (z_1, z_2) – qast~ dugi C_{Rm} , soedinØ¸waØ toqki z_1 i z_2. Ots¸da vytekaet, qto

u^{(+)}_n (z) = c_m + ϵ_m(z) dlØ z ∈ C_{Rm} .

Zdes~ {c_m} – nekotoraØ posledovatel~nost~, a max z∈C_{Rm} |ϵ(z)| = o(1) pri m → ∞. Poskol~ku dlØ u^{(+)}n i û^{(+)}n vypolnØetsØ (4.1), to (sm. dokazatel~- stvo Lemmy 4.1) ∫ C_{Rm} ∂nu^{(+)}_n ds = ∫ C_{Rm} ∂nû^{(+)}_n ds = 0.

�ti fakty i pervaØ formula (2.2) pokazyva¸t, qto I_3(R_m) → 0 pri m → ∞. PerehodØ k predelu m → ∞ v toßdestve (4.11) poluqaem, qto ∫ Q |∇ũ|^2 dx dy = 0. Pofftomu funkcii u^{(+)}n i û^{(+)}n otliqa¸tsØ na konstantu, kotoraØ ravna nul¸, tak kak obe funkcii udovletvorØ¸t uslovi¸ (4.1).

Takim obrazom, ustanovleno, qto dlØ rexeniØ zadaqi u^{(+)}n (1.2)–(1.6) imeet mesto predstavlenie (4.9), a iz svoæstv potenciala prostogo sloØ vytekaet uravnenie (4.8) dlØ sleda u^{(+)}n na F .

184 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN

Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo ffkvivalentnosti, pokaßem, qto vsØkomu rexeni¸ uravneniØ (4.8) sootvetstvuet rexenie zadaqi (1.2)–(1.6), dostavlØemoe formuloæ (4.9). DlØ fftogo dostatoqno vospol~zovat~sØ svoæstvami potenciala prostogo sloØ i opisannymi vyxe svoæstvami potenciala (4.10). Krome togo, sleduet otmetit~, qto l¸boe rexenie uravneniØ (4.8) udovletvorØet uslovi¸ (4.1), poskol~ku dlØ samosoprØßennogo operatora K^{(+)} uravneniØ spravedliva al~ternativa Fredgol~ma, a, kak sleduet iz (4.4), KerK^{(+)} soderßit konstantu. •

Zametim, qto integral~noe uravnenie (4.8) imeet bolee sloßnoe Ødro, qem uravnenie dlØ antisimmetriqnyh mod (3.1). Esli ße po analogii s (3.1) napisat~ uravnenie

u^{(+)}(x) = −ν^{(+)}π^{−1} b+1∫ b [ log(x+ξ)+log |x − ξ| ] u^{(+)}(ξ) dξ, x ∈ (b, b+1)

(4.12) (imenno takoe uravnenie ispol~zovalos~ v rabote [15] v sluqae, kogda b = 0), to dlØ vosstanovleniØ rexeniØ v Q sleduet primenit~ predstavlenie

u^{(+)}(x, y) = − 1 2π b+1∫ b u^{(+)}(ξ) log [ (x + ξ)^2 + y^2 )( (x − ξ)^2 + y^2 )] dξ.

Odnako, uslovie (4.1) pri fftom ne budet vypolnØt~sØ, tak kak v sluqae ego vypolneniØ rexenie ubyvaet na beskoneqnosti, qto vleqet ego obrawenie v toßdestvennyæ nol~ vvidu Lemmy 2.1. Takim obrazom, uravnenie (4.12) ne ffkvivalentno kraevoæ zada- qe. Pri fftom uravnenie (4.12) pozvolØet naæti sobstvennye znaqeniØ, ispol~zuØ shemu, predloßennu¸ v sluqae b = 0 v rabote [15], soglasno kotoroæ rexenie predstavlØetsØ rØdom po polinomam Leßandra stepeni ne men~xe edinicy. Tem samym rexaetsØ spektral~naØ zadaqa dlØ operatora P K_∗P , gde K_∗ – integral~nyæ operator v (4.12), a P – proektor na prostranstvo

L^{(c)}_2 (b, b + 1), sostoØwee iz funkciæ, prinadleßawih L_2(b, b + 1) i

udovletvorØ¸wih uslovi¸ ortogonal~nosti (4.1). Dalee zame-

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 185 tim, qto iz formul (4.2) i (4.3) vytekaet ravenstvo ( P K^{(+)}P u^{(+))}(x) = − 1 π P b+1∫ b ( P u^{(+)} ) (ξ) [ log |x − ξ| + log(x + ξ) ] dξ, (4.13)

tak kak blagodarØ proektoru pod znakom integrala moßno opustit~ vse slagaemye v Ødre operatora K^{(+)}, kotorye zavisØt ot x, no ne zavisØt ot ξ. Analogiqno, vtoroæ proektor obrawaet v nol~ slagaemye zavisØwie ot ξ, no ne zavisØwie ot x. Takim obrazom, P K^{(+)}P sovpadaet s P K_∗P , qto oznaqaet ffkvivalentnost~ uravneniæ (4.8) i (4.12) na podprostranstve L^{(c)}_2 (b, b + 1). Pri fftom rexenie (4.8) prinadleßit fftomu podprostranstvu, a rexenie (4.12) – net. Pofftomu nesmotrØ na to, qto procedura [15] daet pravil~nye priblißennye sobstvennye znaqeniØ, dlØ sootvetstvu¸wih sobstvennyh funkciæ na svobodnoæ poverhnosti imeet mesto sootnoxenie ∂_yu^{(+)} − ν^{(+)}u^{(+)} = const ≠ 0 vmesto (1.5).

4.2. Prostota sobstvennyh znaqeniæ i predely pri b → 0. Teorema 4.2. Sobstvennye znaqeniØ ν^{(+)}n (b), n = 1, 2, . . ., spek-

tral~noæ zadaqi (4.8) ØvlØ¸tsØ prostymi dlØ l¸byh znaqeniæ parametra b ¿ 0.

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto sobstvennomu znaqeni¸ ν^{(+)} ∈

{ν^{(+)}n (b)}^∞_1 sootvetstvu¸t dve lineæno nezavisimye simmetriqnye sobstvennye funkcii u^{(+)}_1 i u^{(+)}_2 , udovletvorØ¸wie zadaqe (1.2)–(1.6). Iz formuly (4.9) vytekaet, qto pri |z| → ∞ spravedliva asimptotika:

u^{(+)}_i (x, y) = a_i + O(|z|^{−2}), gde a_i = 1 π b+1∫ b u^{(+)}_i (ξ, 0)H(ξ)dξ,

(vyraßenie H(ξ) opredeleno v (4.6)) i a_i ≠ 0, i = 1, 2, tak kak pri

a_i = 0 funkciØ u^{(+)}_i obrawaetsØ v nol~ toßdestvenno v silu Lem-

my 2.1. Poskol~ku lineænaØ kombinaciØ a_2u^{(+)}_1 − a_1u^{(+)}_2 ubyvaet

186 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN na beskoneqnosti, ffta ße lemma garantiruet, qto a_2u^{(+)}_1 −a_1u^{(+)}_2 ≡ 0 v Q. Tem samym, u^{(+)}_1 i u^{(+)}_2 sovpada¸t s toqnost~¸ do posto- Ønnogo mnoßitelØ. •

Dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ bolee gromozdko, qem dokazatel~stvo Lemmy 3.2, no pri fftom soverxenno emu analogiqno, i pofftomu my ego opuskaem.

Lemma 4.2. Spravedlivy predel~nye sootnoxeniØ

ν^{(+)}_n (b) → ν^{(+)}_n (0) pri b → 0.

4.3. Svoæstva sobstvennyh znaqeniæ pri b → ∞.

Sledu¸waØ teorema analogiqna Teoreme 3.3 i kasaetsØ predel~nyh znaqeniæ ν^{(+)}n (∞), k kotorym stremØtsØ pri b → ∞ sobstvennye znaqeniØ uravneniØ (4.8).

Teorema 4.3. Predely ν^{(+)}n (∞) suwestvu¸t i dlØ nih spravedlivy

ravenstva:

ν^{(+)}_n (∞) = 2λ_n, n = 1, 2, . . . , (4.14)

gde {λ_n}^∞_1 – posledovatel~nost~ sobstvennyh znaqeniæ zadaqi (3.18).

Dokazatel~stvo. Iz skazannogo v konce p. 4.1 vytekaet ffkvi-

valentnost~ na podprostranstve L^{(c)}_2 (b, b + 1) uravneniØ (4.8) i uravneniØ, v kotorom operator zadan formuloæ (4.13). Poslednee uravnenie preobrazuem pri pomowi zameny peremennyh tak, qtoby iskomaØ funkciØ, za kotoroæ sohranim oboznaqenie w^{(+)}, byla zadana na intervale (0, 1). SohranØØ takße oboznaqenie P za proektorom na podprostranstvo, ortogonal~noe konstantam, razob~em preobrazovannyæ operator (4.13) na summu operatorov

P K^{(0)}P (operator K^{(0)} byl vveden v dokazatel~stve Teoremy 3.3)

i operatora, deæstvu¸wego na w^{(+)} sledu¸wim obrazom − 1 π P 1∫ 0 ( P w^{(+)} ) (ξ) log [ 2^{−1}β(x + ξ) + 1 ] dξ, x ∈ (0, 1). (4.15)

˚sno, qto posledniæ operator analitiqeski zavisit ot β = 1/b i obrawaetsØ v nulevoæ operator pri β = 0. Togda analitiqeskaØ teoriØ vozmuweniæ (sm., naprimer, [14]) garantiruet, qto pri

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 187 β → 0 (b → ∞) toqeqnyæ spektr summy operatora P K^{(0)}P i ope-

ratora, opredelennogo formuloæ (4.15), imeet predelom spektr operatora P K^{(0)}P , kotoryæ byl rassmotren v dokazatel~stve Teoremy 3.3. �to dokazyvaet ravenstvo (4.14). •

Formula (1.7) pozvolØet utoqnit~ rezul~tat posledneæ teoremy.

Sledstvie 4.1. Ime¸t mesto neravenstva

0 6 ν^{(+)}_n (∞) − ν^{(+)}_n (b) 6 [ ν^{(+)}_n (∞)

]_2

4πb(b + 1) , n = 1, 2, . . . Dokazatel~stvo. Normiruem sobstvennye funkcii zadaqi

(1.2)–(1.6) tak, qtoby znamenatel~ v formule (1.7) ravnØlsØ edinice. Togda s uqetom Teoremy 4.2 iz fftoæ formuly vytekaet, qto

ν^{(+)}_n (b) = ν^{(+)}_n (0) + b∫ 0 dt 0∫ −∞ | ∂_yu^{(+)}_n (0, y; t) |_2 dy. (4.16)

Vvidu predel~nyh svoæstv spektra, ustanovlennyh v Teoreme 4.3, v poslednem ravenstve moßno pereæti k predelu pri

b → ∞. VyqitaØ iz poluqa¸wegosØ takim obrazom ravenstva

sootnoxenie (4.16), poluqaem

ν^{(+)}_n (∞) − ν^{(+)}_n (b) = ∞∫ b dt 0∫ −∞ | |∂_yu^{(+)}_n (0, y; t) | |^2 dy. (4.17)

Iz formuly (4.9) vytekaet, qto

u^{(+)}_n (0, y) = ν^{(+)}_n b+1∫ b u^{(+)}_n (ξ, 0)G(0, y; ξ) dξ,

otkuda

∂_yu^{(+)}_n (0, y) = ν^{(+)}_n b+1∫ b u^{(+)}_n (ξ, 0)∂_yG(0, y; ξ) dξ.

Soglasno (4.3) spravedlivo ravenstvo ∂_yG(0, y; ξ) = 2 π arctg ( y b + b^2 + y^2 ) − 2 π y ξ^2 + y^2 .

188 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN Takim obrazom,

∂_yu^{(+)}_n (0, y) =

2yν^{(+)}_n π b+1∫ b u^{(+)}_n (ξ, 0) ξ^2 + y^2

= 2yν^{(+)}_n π b+1∫ b u^{(+)}_n (ξ, 0) [ 1 ξ^2 + y^2 − 1 (b + 1)^2 + y^2 ] dξ, (4.18) gde poslednee ravenstvo ØvlØetsØ sledstviem (4.1). Vvidu prinØtoæ normirovki sobstvennyh funkciæ poluqaem ocenku | |∂_yu^{(+)}_n (0, y) | |^2 6 4y^2 [ ν^{(+)}_n

]_2

π^2 b+1∫ b | |u^{(+)}_n (ξ, 0) | | dξ 2

× { max ξ∈[b,b+1] [ 1 ξ^2 + y^2 − 1 (b + 1)^2 + y^2 ]}_2 6 6^{4y2} [ ν^{(+)}_n

]_2

π^2 { 1 b^2 + y^2 − 1 (b + 1)^2 + y^2

}_2 , integriruØ kotoru¸, prihodim k neravenstvu 0∫ −∞ | |∂_yu^{(+)}_n (0, y; b) | |^2 dy 6 4 [ ν^{(+)}_n (b)

]_2

π^2 0∫ −∞ { y b^2 + y^2 − y (b + 1)^2 + y^2

}_2

dy = [ ν^{(+)}n (b)

]_2

2πb (b + 1) (b + 1/2)

. (4.19)

Netrudno zametit~, qto spravedlivy sootnoxeniØ ∞∫ b dt t (t + 1) (t + 1/2)

= 2 log ( 1 + 1 4b(b + 1) ) 6^1_{2b(b + 1)} .

Pofftomu iz (4.17) i (4.19) vytekaet trebuemoe neravenstvo. • Privedennoe dokazatel~stvo SledstviØ 4.1 ne prohodit dlØ sobstvennyh znaqeniæ, sootvetstvu¸wih antisimmetriqnym modam, tak kak dlØ fftih funkciæ ne vypolnØetsØ ravenstvo (4.1), kotoroe pozvolØet korrektirovat~ podyntegral~noe vyraßenie tak, kak ffto sdelano v formule (4.18).

ZADAQA STEKLOVA V POLUPLOSKOSTI 189 5. Prostota sobstvennyh znaqeniæ zadaqi (1.2)–(1.6) Teper~ my moßem ob¨edinit~ rezul~taty Teorem 3.2 i 4.2.

Teorema 5.1. Sobstvennye znaqeniØ ν^{(±)}n (b), n = 1, 2, . . ., zadaqi

(1.2)–(1.6) ØvlØ¸tsØ prostymi dlØ l¸byh znaqeniæ parametra

b ¿ 0.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto grafiki sobstven-

nyh znaqeniæ, sootvetstvu¸wih simmetriqnym i antisimmetriqnym modam, ne pereseka¸tsØ. Vvidu Lemmy 4.2 iz (3.23) sleduet, qto ν^{(+)}n (0) ∈ ( nπ, nπ + π/2 ) , n = 1, 2, . . .. PrinimaØ vo vnimanie predel~nye pri b → ∞ svoæstva spektra, poluqennye v Teoreme 4.3, imeem ν^{(+)}n (∞) ∈ ( nπ, (n + 1)π ) , n = 1, 2, . . .. Togda vvidu Teoremy 4.2 i monotonnosti krivyh,

ν^{(+)}_n (b) ∈ ( nπ, (n + 1)π ) , n = 1, 2, . . . , b ¿ 0. SravnivaØ s (3.24) zameqaem, qto znaqeniØ funkciæ ν^{(+)}n (b) i

ν^{(−)}_{n+1}(b) prinadleßat odnomu intervalu, no pri fftom ne mogut

imet~ toqek pereseqeniØ vsledstvie monotonnosti i poskol~ku ime¸t obwiæ predel pri b → ∞. •

Literatura

1. W. Stekloff, Sur les problèmes fondamentaux de la physique mathematique. — Ann. Sci. École Normale Sup. 19 (1902), 455–490.

2. C. Bandle, Isoperimetric Inequalities and Applications. — Pitman, Boston et al., (1980).

3. G. V. Rozenbl¸m, M. A. Xubin, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ

differencial~nyh operatorov. — Itogi nauki i tehniki. Sovremennye

problemy matematiki. Fundamental~nye napravleniØ. 64 Differencial~nye uravneniØ s qastnymi proizvodnymi – 7. VINITI. Moskva (1989).

4. N. Kuznetsov, O. Motygin, Sloshing problem in a half-plane covered by a dock with two gaps: monotonicity and asymptotics of eigenvalues. — C. R. Acad. Sci. Paris, Sèr. II 329(11) (2001), 791–796.

5. D. W. Fox, J. R. Kuttler, Sloshing frequencies. — Z. angew. Math. Phys. 34 (1983), 668–696.

6. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, �lliptiqeskie zadaqi v oblastØh s

kusoqno gladkoæ graniceæ. — M., Nauka (1991).

7. A. P. Prudnikov, ı. A. Bryqkov, O. I. Mariqev, Integraly i rØdy.

M., Nauka (1981).

8. L. Lewin, Polylogarithms and Associated Functions. — North Holland, Amsterdam (1981).

190 N. G. KUZNECOV, O. V. MOTYGIN

9. B. A. Troesch, Proof of a conjecture on sloshing frequencies. — Z. angew. Math.

Phys. 25 (1974), 655–657.

10. B. A. Troesch, H. R. Troesch, A remark on the sloshing frequencies for a half-space.

— Z. angew. Math. Phys. 23 (1972), 703–711.

11. V. S. Vladimirov, UravneniØ matematiqeskoæ fiziki. — M., Nauka (1967).

12. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh

operatorov v gil~bertovom prostranstve. — L., Izd. LGU (1980).

13. A. M. J. Davis, Waves in the presence of an infinite dock with gap. — J. Inst.

Maths Applics 6 (1970), 141–156.

14. T. Kato, Perturbation theory for linear operators. — Springer-Verlag: Berlin, Heidelberg, New York (1980).

15. J. W. Miles, On the eigenvalue problem for fluid sloshing in a half-space. — Z.

angew. Math. Phys. 23 (1972), 861–868.

Kuznetsov N. G., Motygin O. V. The Steklov problem in a half-plane: the dependence of eigenvalues on a piecewise-constant coefficient.

The Steklov problem considered in the paper describes free twodimensional oscillations of an ideal, incompressible, heavy fluid in a halfplane covered by a rigid dock with two symmetric gaps. Equivalent reduction of the problem to two spectral problems for integral operators allows us to find limits for all eigenfrequencies as the spacing between gaps tends to both zero and infinity. For the fundamental eigenfrequency and the corresponding eigenfunction two terms are found in the asymptotic expansion as the spacing tends to infinity. It is proved that all eigenvalues are simple for any value of the spacing.

Postupilo 10 ØnvarØ 2003 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN

E-mail: nikuz@wave.ipme.ru; mov@snark.ipme.ru