Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

L. A. Molotkov O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN V BLOQNYH UPRUGO-ȷIDKIH SREDAH. I

V nastoØwee vremØ nabl¸daetsØ bol~xoæ interes k rasprostraneni¸ voln v trewinovatyh sredah, nasywennyh ßidkost~¸, v tverdyh sredah s ßidkimi vkl¸qeniØmi, v ßidkih sredah s uprugimi vkl¸qeniØmi i v sredah, sostoØwih iz nesmexiva¸wihsØ ßidkosteæ. Interes k fftim sredam svØzan s issledovaniem prirodnyh rezervuarov nefti i gaza. DlØ izuqeniØ volnovyh processov v ukazannyh sredah ispol~zu¸tsØ ffffektivnye modeli. Takimi modelØmi, v qastnosti, ØvlØ¸tsØ poristye sredy Bio, ffffektivnye modeli sloistyh sred i v poslednie gody stali modeli bloqnyh sred [1, 2].

Predlagaemyæ cikl stateæ posvØwen issledovani¸ voln v dvumernyh bloqnyh uprugo-ßidkih sredah. �ti sredy ØvlØ¸tsØ periodiqeskimi v dvuh vzaimno perpendikulØrnyh napravleni- Øh i sostoØt iz prØmougol~nyh Øqeek. KaßdaØ Øqeæka soderßit qetyre bloka, kotorye mogut byt~ kak uprugimi, tak i ßidkimi. V volnovyh polØh v ukazannyh sredah provoditsØ osrednenie, pri kotorom razmery Øqeek i blokov sokrawa¸tsØ do nulevyh, qislo Øqeek i blokov neograniqenno vozrastaet, a razmery sredy osta¸tsØ fiksirovannymi. Podobnyæ podhod byl predloßen v rabote [3] v svØzi s osredneniem sloistyh sred. V sluqae bloqnyh sred osrednenie provoditsØ po dvum napravleniØm, pri fftom osrednenie moßet osuwestvlØt~sØ ili sperva po odnomu napravleni¸, a zatem po drugomu napravleni¸, ili odnovremenno po oboim napravleniØm. Rezul~taty vo vseh fftih sluqaØh okazyva- ¸tsØ odinakovymi.

V rezul~tate osredneniæ sredy zamenØ¸tsØ ffffektivnymi modelØmi, kotorye opisyva¸tsØ osrednennymi uravneniØmi i mogut soderßat~ neskol~ko faz. �ti uravneniØ takße sostoØt iz uravneniæ zakona Guka i uravneniæ sploxnoæ sredy. Iz fftih

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant No. 02-01-00260. 230

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 231

uravneniæ takße vyvodØtsØ uravneniØ Lame, opisyva¸wie smeweniØ v ffffektivnyh modelØh. RexeniØ fftih uravneniæ pozvolØ¸t v neØvnyh vidah predstavit~ harakteristiqeskie funkcii, kotorye opredelØ¸t fronty v ffffektivnyh modelØh ot toqeqnyh istoqnikov. V rezul~tate fftih issledovaniæ udaetsØ iz volnovyh poleæ vydelit~ vse ob¨emnye volny i zapisat~ vyraßeniØ ili uravnenie dlØ skorosteæ fftih voln vdol~ oseæ. Ob¨emnye volny v sluqae raznyh sred i sootvetstvu¸wih im ffffektivnyh modeleæ okazyva¸tsØ raznymi. Na osnovanii sravneniØ volnovyh kartin v fftih modelØh udaetsØ ukazat~ specifiqeskie osobennosti kaßdoæ iz rassmatrivaemyh sred. Vozmoßnost~ ispol~zovaniØ ffffektivnyh modeleæ dlØ opisaniØ rasprostraneniØ voln v uprugo-ßidkih sredah byla ffksperimental~no podtverßdena v rabote [4].

§1. Bloqnye sredy i podhody k ih osredneni¸

Pust~ zadany dvumernye periodiqeskie sredy vdol~ oseæ x i z bloqnye sredy 0 6 x 6 H, 0 6 z 6 ~H, v kotoryh v napravleniØh oseæ x i z raspoloßeny sootvetstvenno n i ~n periodov s dlinami h i ~h (ris. 1). Sredy razdelØ¸tsØ na n~n odinakovyh prØmougol~nyh Øqeek s razmerami h i ~h. KaßdaØ Øqeæka sostoit iz qetyreh odnorodnyh i izotropnyh blokov 1, 2, 3, 4. Razmery pervogo, vtorogo, tret~ego i qetvertogo blokov vyraßa¸tsØ ravenstvami

h_1 = hε_1, ~h_1 = ~h~ε_1,

h_2 = hε_2, ~h_1 = ~h~ε_1,

h_1 = hε_1, ~h_2 = ~h~ε_2,

h_2 = hε_2, ~h_2 = ~h~ε_2.

(1.1)

S takim stroeniem rassmatriva¸tsØ 4 sredy:

1) v pervoæ srede blok 1-ßidkiæ, a ostal~nye tri bloka – uprugie;

2) vo vtoroæ srede bloki 1 i 4 – uprugie, a bloki 2 i 3 zapolneny ßidkostØmi;

3) v tret~eæ srede blok 1 – uprugiæ, a ostal~nye tri bloka – ßidkie;

4) v qetvertoæ srede vse qetyre bloka zapolneny qetyr~mØ ßidkostØmi.

232 L. A. MOLOTKOV

Ris. 1.

UprugaØ sreda i opisyvaetsØ uravneniØmi

t_{xxi} = (λ_i + 2μ_i) ∂u_{xi} ∂x + λ_i ∂u_{zi} ∂z , t_{zzi} = λ_i ∂u_{xi} ∂x + (λ_i + 2μ_i) ∂u_{zi} ∂z , t_{xzi} = μ_i ( ∂u_{xi} ∂z + ∂u_{zi} ∂x ) , ∂t_{xxi} ∂x + ∂t_{xzi} ∂z = ρ_i ∂^2u_{xi} ∂t^2 , ∂t_{xzi} ∂x + ∂t_{zzi} ∂z = ρ_i ∂^2u_{zi} ∂t^2 ,

(1.2)

v kotoryh u_{xi}, u_{zi} – smeweniØ, t_{xxi}, t_{zzi}, t_{xzi} – naprØßeniØ, λ_i, μ_i – kofffficienty Lame i ρ_j – plotnost~. ȷidkaØ sreda i opisyvaetsØ uravneniØmi − p_i = λ_i ( ∂u_{xi} ∂x + ∂u_{zi} ∂z ) , − ∂p_i ∂x = ρ_i ∂^2u_{xi} ∂t^2 , − ∂p_i ∂z = ρ_i ∂^2u_{zi} ∂t^2 , (1.3)

gde u_{xi}, u_{zi} – smeweniØ, p_i – davlenie, ρ_i – plotnost~,

λ_i = ρ_iv^2_i (1.4)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 233

i v_i – skorost~ rasprostraneniØ. DlØ prostoty davlenie p_i v ßidkostØh budem zamenØt~ po formule

−p_i = t_{xxi} = t_{zzi} (1.5)

naprØßeniØmi v ßidkoæ srede. Na vnutrennih granicah, parallel~nyh osi x, vypolnØ¸tsØ usloviØ

t_{zz1} = t_{zz3}, u_{z1} = u_{z3},

t_{zz2} = t_{zz4}, u_{z2} = u_{z4}. (1.6)

Esli kontaktiru¸waØ sreda i ØvlØetsØ uprugoæ, to k ravenstvam (1.6) dobavlØetsØ uslovie

t_{xzi} = 0. (1.7)

V sluqae granicy dvuh uprugih sred predpolagaetsØ kontakt s proskal~zyvaniem i uslovie (1.7) vypolnØetsØ na obeih storonah granicy. Na vnutrennih granicah, parallel~nyh osi z, vypolnØetsØ uslovie

t_{xx1} = t_{xx2}, u_{x1} = u_{x2},

t_{xx3} = t_{xx4}, u_{x3} = u_{x4}. (1.8)

Takße dobavlØetsØ uslovie (1.7) dlØ kontaktiru¸weæ sredy i predpolagaetsØ, qto kontakt meßdu uprugimi sredami ØvlØetsØ kontaktom s proskal~zyvaniem. Kak i v drugih zadaqah, otnosØwihsØ k sredam bloqnogo stroeniØ [1, 2], nesuwestvennymi okazyva¸tsØ lineænye kraevye usloviØ na vnexnih granicah, a takße harakter i raspoloßenie lineænyh istoqnikov, vozbußda¸wih sistemu.

DlØ postroeniØ ffffektivnyh modeleæ zadannyh sistem v volnovyh polØh soverxim predel~nyæ perehod pri usloviØh n → ∞, ~n → ∞, h_1 → 0, ~h_1 → 0, h_2 → 0, ~h_2 → 0, H = const, ~H = const, ε_1 = const,

ε_2 = const, ~ε_1 = const, ~ε_2 = const

(1.9)

i vyØsnim, kakim uravneniØm udovletvorØ¸t predel~nye volnovye polØ. �ti uravneniØ budut opisyvat~ ffffektivnye modeli, uqityva¸wie osrednenie zadannyh bloqnyh sistem. Osrednenie moßet byt~ provedeno sperva vdol~ odnoæ koordinaty, a zatem

234 L. A. MOLOTKOV

vdol~ drugoæ ili odnovremenno po obeim koordinatam. Tak kak rezul~taty osredneniØ vo vseh treh sluqaØh okazyva¸tsØ odinakovymi, to vypolnim osrednenie poslednim sposobom.

V rezul~tate predel~nogo perehoda pri usloviØh (1.9) kaßdaØ Øqeæka i vse ee qetyre bloka sußa¸tsØ v odnu toqku. V fftoæ toqke opredeleny smeweniØ i naprØßeniØ ot kaßdogo iz qetyreh blokov. Vsledstvie fftogo ffffektivnaØ model~ okazyvaetsØ qetyrehfaznoæ. SmeweniØ i naprØßeniØ v odnoæ toqke udovletvorØ¸t graniqnym usloviØm (1.6)–(1.8), a takße uslovi¸ v ßidkoæ srede (1.5). Vse ffti usloviØ posle predel~nogo perehoda vypolnØ¸tsØ vo vseæ ffffektivnoæ modeli. Pofftomu moßno sostavit~ qetyre nepreryvnye vdol~ osi x funkcii

u^{(1.2)}_x = { u_{x1} u_{x2} , u^{(3.4)}_x = { u_{x3} u_{x4} , t^{(1.2)}_{xx} = { t_{xx1} t_{xx2} , t^{(3.4)}_{xx} = { t_{xx3} t_{xx4} (1.10)

i qetyre nepreryvnye vdol~ osi z funkcii

u^{(1.3)}_z = { u_{z1} u_{z3} , u^{(2.4)}_x = { u_{z2} u_{z4} , t^{(1.3)}_{zz} = { t_{zz1} t_{zz3} , t^{(2.4)}_{zz} = { t_{zz2} t_{zz4}. (1.11)

Tak kak smewenie u_x vdol~ osi z i smewenie u_z vdol~ osi x ØvlØ¸tsØ razryvnymi funkciØmi na granicah i ffta razryvnost~ sohranØetsØ i posle predel~nogo perehoda, to tret~e uravnenie (1.2) terØet smysl i dolßno byt~ otbroxeno.

DlØ vyvoda uravneniæ, opredelØ¸wih funkcii (1.10) i (1.11), vyrazim proizvodnye fftih funkciæ po formulam ∂u^{(1.2)}_x ∂x = ε_1 ∂u_{x1} ∂x + ε_2 ∂u_{x2} ∂x , ∂u^{(3.4)}_x ∂x = ε_1 ∂u_{x3} ∂x + ε_2 ∂u_{x4} ∂x , ∂u^{(1.3)}_z ∂z = ~ε_1 ∂u_{z1} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z3} ∂z , ∂u^{(2.4)}_z ∂z = ~ε_1 ∂u_{z2} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z4} ∂z , ∂t^{(1.2)}_{xx} ∂x = ε_1 ∂t_{xx1} ∂x + ε_2 ∂t_{xx2} ∂x , ∂t^{(3.4)}_{xx} ∂x = ε_1 ∂t_{xx3} ∂x + ε_2 ∂t_{xx4} ∂x , ∂t^{(1.3)}zz ∂z = ~ε_1 ∂t_{zz1} ∂z + ~ε_2 ∂t_{zz3} ∂z , ∂t^{(2.4)}zz ∂z = ~ε_1 ∂t_{zz2} ∂z + ~ε_2 ∂t_{zz4} ∂z

(1.12)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 235

qerez proizvodnye smeweniæ i naprØßeniæ vnutri blokov. Poslednie proizvodnye vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi ∂u_{xi} ∂x = A_it_{xxi} − B_it_{zzi}, ∂t_{xxi} ∂x = ρ_i ∂^2u_{xi} ∂t^2 , ∂u_{zi} ∂z = −B_it_{xxi} + A_it_{zzi}, ∂t_{zzi} ∂z = ρ_i ∂^2u_{zi} ∂t^2 , A_i = λ_i + 2μ_i 4μ_i(λ_i + μ_i)

, B_i = λ_i 4μ_i(λ_i + μ_i)

(1.13)

v sluqae uprugoæ sredy i ravenstvami ∂u_{xi} ∂x = − ∂u_{zi} ∂z − p_i λ_i , − ∂p_i ∂x = ρ_i ∂^2u_{xi} ∂t^2 , ∂u_{zi} ∂z = − ∂u_{xi} ∂x − p_i λ_i , − ∂p_i ∂z = ρ_i ∂^2u_{zi} ∂t^2 (1.14)

v sluqae ßidkoæ sredy. SootnoxeniØ (1.13) i (1.14) zapisany na osnovanii uravneniæ (1.2) i (1.3). Dal~neæxiæ vyvod uravneniæ ffffektivnyh modeleæ provoditsØ dlØ kaßdoæ sredy po-raznomu.

§2. Vyvod uravneniæ ffffektivnoæ modeli sredy 1 Posle predel~nogo perehoda pri usloviØh (1.9) v kaßdoæ toqke sredy 1 opredeleny 7 nezavisimyh funkciæ

u^{(1.2)}_x , u^{(3.4)}_x , u^{(1.3)}_z , u^{(2.4)}_z , t^{(1.2)}_{xx} = t^{(1.3)}_{zz} = −p_1, t^{(3.4)}_{xx} , t^{(2.4)}_{zz} . (2.1)

DlØ opredeleniØ fftih funkciæ v ravenstva (1.12) podstavlØ¸tsØ vyraßeniØ (1.13) i (1.14) i posle rØda preobrazovaniæ prihodim k uravneniØm ~ε_1 ∂u^{(1.2)}x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}z ∂z = ( s_1 λ_1

+ A_{23} ) t^{(1.2)}_{xx} − s_2B_2 t^{(2.4)}_{zz} − s_3B_3t^{(3.4)}_{xx} ,

ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z = −s_2 B_2t^{(1.2)}_{xx} + A_{24}t^{(2.4)}_{zz} − s_4B_4t^{(3.4)}_{xx} , (2.2) ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x = −s_3 B_3t^{(1.2)}_{xx} − s_4B_4t^{(2.4)}_{zz} + A_{34}t^{(3.4)}_{xx} ; ∂t^{(1.2)}_{xx} ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂t^2 , ∂t^{(3.4)}_{xx} ∂x = ρ_{34}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂t^2 , ∂t^{(1.2)}xx ∂z = ρ_{13}

∂^2u^{(1.3)}z ∂t^2 , ∂t^{(2.4)}zz ∂z = ρ_{24}

∂^2u^{(2.4)}z ∂t^2 , (2.3)

236 L. A. MOLOTKOV

v kotoryh

A_{23} = A_2s_2 + A_3s_3, A_{24} = A_2s_2 + A_4s_4 , A_{34} = A_3s_3 + A_4s_4, ρ_{12} = ρ_1ε_1 + ρ_2ε_2, ρ_{34} = ρ_3ε_1 + ρ_4ε_2, ρ_{13} = ρ_1 ~ε_1 + ρ_3 ~ε_2, ρ_{24} = ρ_2 ~ε_1 + ρ_4 ~ε_2, s_1 = ε_1 ~ε_1, s_2 = ε_2 ~ε_1, s_3 = ε_1 ~ε_2, s_4 = ε_2 ~ε_2.

(2.4)

UravneniØ (2.2) opisyva¸t zakon Guka dlØ ffffektivnoæ modeli 1. Qtoby zapisat~ fftot zakon v obyqnoæ forme, rexim uravneniØ (2.2) otnositel~no naprØßeniæ t^{(1.2)}xx , t^{(2.4)}zz , t^{(3.4)}xx i poluqim sootnoxeniØ

t^{(1.2)}_{xx} = 1 Δ [ a_{11} ( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) + + a_{12}ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z + a_{13} ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x ] , t^{(2.4)}_{zz} = 1 Δ [ a_{12} ( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) + + a_{22}ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z + a_{23} ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x ] , t^{(3.4)}_{xx} = 1 Δ [ a_{13} ( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) + + a_{23}ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z + a_{33} ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x ] ,

(2.5)

gde Δ = ~A_{23}A_{24}A_{34} − 2 ~B_2 ~B_3 ~B_4 − ~A_{23} ~B^2_4 − A_{24} ~B^2_3 − A_{34} ~B^2_2 , a_{11} = A_{24}A_{34} − ~B^2_4 , a_{12} = A_{34} ~B_2 + ~B_3 ~B_4, a_{13} = A_{24} ~B_3 + ~B_2 ~B_4, a_{22} = ~A_{23}A_{34} − ~B^2_3 , a_{23} = ~A_{23} ~B_4 + ~B_2 ~B_3, a_{33} = ~A_{23}A_{24} − ~B^2_2 , ~A_{23} = A_{23} + s^1 λ_1

, ~B_2 = B_2s_2, ~B_3 = B_3s_3, ~B_4 = B_4s_4. (2.6)

Posle podstanovki ravenstv (2.5) v sootnoxeniØ (2.3) prihodim

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 237

k uravneniØm Lame ( ~ε_1a_{11}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{12}Δ

∂^2 ∂t^2 ) u^{(1.2)}_x + ε_1a_{11}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂x∂z + +ε_2a_{12}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂x∂z + ~ε_2a_{13}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x^2 = 0,

~ε_1a_{11}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + ( ε_1a_{11}

∂^2 ∂z^2 − ρ_{13}Δ

∂^2 ∂t^2 ) u^{(1.3)}_z +

+ε_2a_{12}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂z^2 + ~ε_2a_{13}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z = 0,

~ε_1a_{12}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + ε_1a_{12}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂z^2 + + ( ε_2a_{22}

∂^2 ∂z^2 − ρ_{24}Δ

∂^2 ∂t^2 ) u^{(2.4)}_z + ~ε_2a_{23}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z = 0,

~ε_1a_{13}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂x^2 + ε_1a_{13}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂x∂z + ε_2a_{23}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂x∂z + + ( ~ε_2a_{33}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{34}Δ

∂^2 ∂t^2 ) u^{(3.4)}_x = 0

(2.7)

dlØ ffffektivnoæ modeli 1.

§3. �nergetiqeskie issledovaniØ ffffektivnoæ modeli 1 Pomnoßim pervoe, vtoroe, tret~e i qetvertoe uravneniØ (2.3) sootvetstvenno na ~ε_1∂u^{(1.2)}x /∂t, ~ε_2∂u^{(3.4)}x /∂t, ε_1∂u^{(1.3)}z /∂t i

ε_2∂u^{(2.4)}_z /∂t, sloßim poqlenno poluqennye uravneniØ i posle

standartnyh preobrazovaniæ poluqim uravnenie ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t , (3.1)

v kotorom

p_x = t^{(1.2)}_{xx} ∂u^{(1.2)}_x ∂t + t^{(3.4)}_{xx} ∂u^{(3.4)}_x ∂t , p_z = t^{(1.3)}_{zz} ∂u^{(1.3)}z ∂t + t^{(2.4)}_{zz} ∂u^{(2.4)}z ∂t (3.2)

238 L. A. MOLOTKOV

– potoki ffnergiæ vdol~ oseæ x i z

W_k = 1 2 [ ρ_{12} ~ε_1 ( ∂u^{(1.2)}_x ∂t )_2

+ ρ_{34} ~ε_2 ( ∂u^{(3.4)}_x ∂t )_2 + + ρ_{13}ε_1 ( ∂u^{(1.3)}_z ∂t )_2

+ ρ_{24}ε_2 ( ∂u^{(2.4)}_z ∂t )_2] (3.3)

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = t^{(1.2)}_{xx} ( ~ε_1 ∂^2u^{(1.2)}_x ∂t∂x + ε_1

∂^2u^{(1.3)}_z ∂t∂z ) + + ε_2t^{(2.4)}_{zz}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂t∂z + ~ε_2t^{(3.4)}_{xx}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂t∂x . (3.4)

Posle podstanovki formul (2.5) v sootnoxenie (3.4) prihodim k ravenstvu

W_p = 1 2Δ [ a_{11} ( ~ε_1 ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z )_2 + + 2a_{12}ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z ( ~ε_1 ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) + + 2a_{13} ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x ( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) + a_{22}ε^2 ( ∂u^{(3.4)}_x ∂x )_2 + + 2a_{23}ε_2 ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x ∂u^{(2.4)}_z ∂z + a_{33}ε^2 ( ∂u^{(2.4)}_z ∂z )_2]

(3.5)

dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Tak kak vypolnØetsØ neravenstvo

A_{14} > B_{14},

to, soglasno formule (3.5), plotnost~ potencial~noæ ffnergii ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ formoæ argumentov ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z , ∂u^{(2.4)}_z ∂z , ∂u^{(3.4)}_x ∂x (3.7)

i neotricatel~no opredelennoæ formoæ proizvodnyh smeweniæ. Plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii takße poloßitel~naØ.

Preobrazuem teper~ ravenstva (3.3) i (3.5) dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ. Esli v formulu (2.2)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 239

podstavit~ vyraßeniØ (2.4) dlØ veliqin ρ_{12}, ρ_{13}, ρ_{24} i ρ_{34}, to pridem k sootnoxeni¸

W_k = ρ_1s_1 2 [( ∂u^{(1.2)}_x ∂t )_2 + ( ∂u^{(1.3)}_z ∂t )_2] + + ρ_2s_2 2 [( ∂u^{(1.2)}_x ∂t )_2 + ( ∂u^{(2.4)}_z ∂t )_2] + + ρ_3s_3 2 [( ∂u^{(3.4)}_x ∂t )_2 + ( ∂u^{(1.3)}_z ∂t )_2] + + ρ_4s_4 2 [( ∂u^{(3.4)}_x ∂t )_2 + ( ∂u^{(2.4)}_z ∂t )_2] .

(3.8)

Kaßdoe slagaemoe v formule (2.8) opisyvaet vklad odnogo iz blokov v plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii. S uqetom (2.2) ravenstvo (2.5) perehodit v sootnoxenie

W_p = 1 2 [( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) t^{(1.2)}_{xx} +

+ ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x t^{(3.4)}_{xx} + ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z t^{(2.4)}_{zz} ] . (3.9)

ZamenØØ veliqiny ε_1, ε_2, ~ε_1 i ~ε_2 na otnositel~nye plowadi blokov s_1, s_2, s_3 i s_4 i ispol~zuØ ravenstvo (1.5), poluqim drugoe predstavlenie dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii

W_p = s_1 2 ( ∂u^{(1.2)}x ∂x + ∂u^{(1.3)}z ∂z ) t^{(1.2)}_{xx} + + s_2 2 ( ∂u^{(1.2)}_x ∂x t^{(1.2)}_{xx} + ∂u^{(2.4)}_z ∂z t^{(2.4)}_{zz} ) + + s_3 2 ( ∂u^{(3.4)}x ∂x t^{(3.4)}_{xx} + ∂u^{(1.3)}z ∂z t^{(1.3)}_{zz} ) + + s_4 2 ( ∂u^{(3.4)}_x ∂x t^{(3.4)}_{xx} + ∂u^{(2.4)}_z ∂z t^{(2.4)}_{zz} ) .

(3.10)

Iz fftogo predstavleniØ vidno, qto plotnost~ potencial~noæ ffnergii v ffffektivnoæ modeli ØvlØetsØ summoæ proizvedeniæ plotnosteæ potencial~noæ ffnergii v blokah i sootvetstvu¸wih otnositel~nyh plowadeæ blokov.

240 L. A. MOLOTKOV

Perehod ot uravneniæ ffffektivnoæ modeli (2.3) i (2.5) k vyraßeniØm dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ moßet byt~ osuwestvlen takße i v obratnom napravlenii i takim putem mogut byt~ vyvedeny uravneniØ (2.2) i (2.3). Plotnosti kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ s uqetom usloviØ (1.7) v kaßdoæ toqke modeli predstavlØ¸tsØ formulami

W_k = 1 2 4∑ i=1 ρ_is_i [( ∂u_{x1} ∂t )_2 + ( ∂u_{z1} ∂t )_2]

, (3.11)

W_p = s_1 2 ( ∂u_{x1} ∂x + ∂u_{z1} ∂z ) t_{xx1}+ + s_2 2 ( ∂u_{x2} ∂x t_{xx2} + ∂u_{z2} ∂z t_{zz2} ) + + s_3 2 ( ∂u_{x3} ∂x t_{xx3} + ∂u_{z3} ∂z t_{zz3} ) + + s_4 2 ( ∂u_{x4} ∂x t_{xx4} + ∂u_{z4} ∂z t_{zz4} ) .

(3.12)

Tak kak v fftoæ ße toqke vypolnØ¸tsØ graniqnye usloviØ (1.6)– (1.8), a takße ravenstva (1.10) i (1.11), to plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii vyraßaetsØ formuloæ (3.3), a plotnost~ potencial~noæ ffnergii – sootnoxeniem

W_p = ~ε_1 2 ( ε_1 ∂u_{x1} ∂x + ε_2 ∂u_{x2} ∂x ) t^{(1.2)}_{xx} + + ε_2 2 ( ~ε_1 ∂u_{z2} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z4} ∂z ) t^{(2.4)}_{zz} + + ~ε_2 2 ( ε_1 ∂u_{x3} ∂x + ε_2 ∂u_{x4} ∂x ) t^{(3.4)}_{xx} + + ~ε_1 2 ( ~ε_1 ∂u_{z1} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z3} ∂z ) t^{(1.2)}_{xx} .

(3.13)

V sootvetstvii s opredeleniem proizvodnoæ, a takße s usloviem invariantnosti vyraßeniØ dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii, estestvenno predpoloßit~ vypolnenie pervyh qetyreh formul (1.12). Na osnovanii fftih formul i sootnoxeniæ (1.13) i (1.14), prihodim k uravneniØm zakona Guka (2.2) dlØ ffffektivnoæ modeli. UravneniØ sploxnoæ sredy dlØ ffffektivnoæ mode-

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 241

li (2.3) vyvodØtsØ variacionnymi metodami s ispol~zovaniem ravenstv (3.3) i (3.13).

§4. HarakteristiqeskaØ funkciØ τ (α) modeli 1

RexeniØ uravneniæ (2.7) mogut byt~ vyraßeny dvukratnymi integralami, kotorye predstavlØ¸t soboæ superpozici¸ ploskih voln. Podyntegral~nye funkcii v vyraßeniØh dlØ smeweniæ

u^{(1.2)}_x , u^{(3.4)}_x , u^{(1.3)}_z , u^{(2.4)}_z ime¸t sootvetstvu¸wie vyraßeniØ

u^{(1.2)}_x e^{ik(τt}�^x�^{αz)}, u^{(3.4)}_x e^{ik(τt}�^x�^{αz)},

u^{(1.3)}_z e^{ik(τt}�^x�^{αz)}, u^{(2.4)}_z e^{ik(τt}�^x�^{αz)},

(4.1)

pri fftom

τ = v_{ph}/ sin φ, α = ctg φ, (4.2)

v_{ph} – fazovaØ skorost~, φ – ugol meßdu normal~¸ k frontu i

os~¸ z i k – sostavlØ¸waØ volnovogo vektora vdol~ osi x. Fronty voln kak osobennosti integral~nyh predstavleniæ volnovogo polØ opredelØ¸tsØ funkcieæ τ (α). V sluqae toqeqnogo istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat, fronty, soglasno rabote [5], vyraßa¸tsØ parametriqeskimi formulami x = t [ τ − ατ 0(α) ] , z = tτ 0(α), (4.3)

kotorye opredeleny pri poloßitel~nyh τ i vewestvennyh α. DlØ opredeleniØ harakteristiqeskoæ funkcii τ (α) podstavim vyraßeniØ (4.1) v (2.7) i poluqim sistemu odnorodnyh uravneniæ. �ta sistema imeet nenulevoe rexenie tol~ko v sluqae ravenstva ee opredelitelØ nul¸, kogda vypolnØetsØ uslovie fi fi fi fi fi fi fi fi fi a11 �ρ12Δε̃�^1_1 τ^2 a11α a12α a13

a11α a11α2�ρ13Δε�11 τ 2 a12α2 a13α

a12 a12α2 a22α2 �ρ24Δε�12 τ 2 a23α

a13 a13α a23α a33 �ρ34Δε̃�12 τ 2

fi fi fi fi fi fi fi fi fi = 0. (4.4)

Ravenstvo (4.4) opredelØet neØvno mnogoznaqnu¸ harakteristiqesku¸ funkci¸ τ (α). Veliqiny τ^2 v uravnenii (4.4) mogut rassmatrivat~sØ kak harakteristiqeskie qisla pri odnovremennom

242 L. A. MOLOTKOV

privedenii k diagonal~noæ forme dvuh matric

a_{11} a_{11}α a_{12}α a_{13} a_{11}α a_{11}α^2 a_{12}α^2 a_{13}α a_{12}α a_{12}α^2 a_{22}α^2 a_{23}α a_{13} a_{13}α a_{23}α a_{33} ,

Δ ρ_{12}ε̃�^1_1 0 0 0 0 ρ_{13}ε�^1_1 0 0 0 0 ρ_{24}ε�^1_2 0 0 0 0 ρ_{34}ε̃�^1_2 . (4.5)

Obe matricy (4.5) ØvlØ¸tsØ simmetriqnymi pri vewestvennyh α, pri fftom pervaØ iz nih ØvlØetsØ neotricatel~no opredelennoæ, a vtoraØ poloßitel~no opredelennoæ. Soglasno teoreme, privedennoæ v monografii F. R. Gantmahera [6] i obobweni¸ fftoæ teoremy, vse rexeniØ uravneniØ (4.4) τ^2 pri vewestvennyh α okazyva¸tsØ neotricatel~nymi. Takim obrazom, uravnenie (4.4) opredelØet vewestvennye funkcii τ_i(α) pri vseh vewestvennyh α.

DlØ issledovaniØ fftih funkciæ preobrazuem uravnenie (4.4), ispol~zuØ svoæstva opredeliteleæ. Posle vydeleniØ mnoßitelØ

τ^2 poluqim uravnenie | | | | | | ~ε_1a_{11} −ρ_{12}Δτ^2 ε_1a_{11} ε_2a_{12} ~ε_2a_{13} ρ_{12}α^2 −ρ_{13} 0 0 ~ε_1a_{12}α^2 ε_1a_{12}α^2 ε_2a_{22}α^2 −ρ_{24} Δτ^2 ~ε_2a_{23}α^2 ~ε_1a_{13} ε_1a_{13} ε_2a_{23} ~ε_2a_{33} −ρ_{34}Δτ^2

| | | | | | = 0. (4.6)

Uravnenie (4.6) ØvlØetsØ bikvadratnym otnositel~no α i bikubiqeskim otnositel~no τ . Posle vyqisleniØ opredelitelØ uravnenie (4.6) moßet byt~ zameneno uravneniem

c_1τ^6 + ( c_2α^2 + c_3 ) τ^4 + ( c_4α^4 + c_5α^2 + c_6 ) τ^2 + ( c_7α^2 + c_8 ) α^2 = 0, (4.7)

v kotorom vyraßeniØ dlØ kofffficientov c_i (i = 1, 2, . . . , 8) ne soderßat τ i α. DlØ rasqeta funkciæ τ_i(α) polezno ispol~zovat~ obratnye funkcii α_i(τ ), kotorye ØvlØ¸tsØ rexeniØmi bikvadratnogo uravneniØ (4.7). Odnako pri analitiqeskih issledovaniØh udobnee ispol~zovat~ uravnenie (4.6).

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 243

Pri α = 0 uravnenie (4.6) prinimaet vid

τ^2 | | | ~ε^1a^{11} − ρ^{12}Δτ^2 ~ε^2a^{13}

~ε_1a_{13} ~ε_2a_{33} − ρ_{34}Δτ^2 | | | = 0. (4.8)

Posle vyqisleniØ opredelitelØ i uqeta ravenstva

a_{11}a_{33} − a^2_{13} = ΔA_{24} (4.9)

sootnoxenie (4.8) zamenØetsØ uravneniem τ [ ρ_{12}ρ_{34}Δτ^2 − ( ρ_{12} ~ε_2a_{33} + ρ_{34} ~ε_1a_{11} ) τ^2 + ~ε_1 ~ε_2A_{24} ] = 0. (4.10)

Poslednee imeet korni

τ^2_{1,2}(0) = v^2_{1,2} = (4.11) = ρ_{12} ~ε_2a_{33} + ρ_{34} ~ε_1a_{11} ± √ (ρ_{12} ~ε_2a_{33} + ρ_{34} ~ε_1a_{11})^2 − 4~ε_1 ~ε_2ρ_{12}ρ_{34}ΔA_{24}

2ρ_{12}ρ_{34}Δ , τ_3(0) = 0.

Takim obrazom, rasprostranenie voln v ffffektivnoæ modeli

opredelØetsØ tremØ harakteristiqeskimi funkciØmi τ_1(α), τ_2(α)

i τ_3(α).

Pri malyh α i τ funkciØ τ_3(α) vyraßaetsØ priblißennym

ravenstvom

τ_3(α) = v_6α, (4.12)

v kotorom

v^2_6 = ε_2

ρ_{24}Δ | | | | | | a_{11} a_{12} a_{13}

a_{12} a_{22} a_{23}

a_{13} a_{23} a_{33}

| | | | | | / | | | | a_{11} a_{13}

a_{13} a_{33} | | | | . (4.13)

S uqetom sootnoxeniØ | | | | | a_{11} a_{12} a_{13}

a_{12} a_{22} a_{23}

a_{13} a_{23} a_{33}

| | | | | = Δ^2 (4.14)

i formuly (4.9) ravenstvo (4.13) zamenØetsØ na

v^2_6 = ε_2

ρ_{24}A_{24}

. (4.15)

244 L. A. MOLOTKOV

Pri bol~xih α i koneqnyh τ = v_3 uravnenie (4.6) vypolnØetsØ pri uslovii | | | | | a_{11} a_{12} a_{13} ~ε_2

a_{12} a_{22} a_{23} ~ε_2

a_{13} a_{23} a_{33} ~ε_2 − ρ_{34}v^2_3 Δ

| | | | | = 0, (4.16)

kotoroe opredelØet ravenstvo

v^2_3 = ~ε_2 ρ_{34}Δ | | | | | | a_{11} a_{12} a_{13}

a_{12} a_{22} a_{23}

a_{13} a_{23} a_{33}

| | | | | | / | | | | a_{11} a_{12}

a_{12} a_{22} | | | | . (4.17)

Tak kak vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (4.14) i

a_{11}a_{22} − a^2_{12} = ΔA_{34}, (4.18) to v^2_3 = ~ε_2 ρ_{34}A_{34}

. (4.19)

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda α i τ veliki i svØz~ meßdu nimi ØvlØetsØ lineænoæ. V fftom sluqae polezno ispol~zovat~ uravnenie (4.4), a vo vhodØwem v nego opredelitele mogut byt~ iskl¸qeny pervye i qetvertye stroki i stolbcy. Posle fftih iskl¸qeniæ prihodim k uravneni¸

ε_1ε_2 ( a_{11}a_{22} − a^2_{12} ) α^4− − ( a_{22}ρ_{13}ε_2 + a_{11}ρ_{24}ε_1 ) Δα^2τ^2 + ρ_{13}ρ_{24}Δ^2τ^4 = 0, (4.20)

rexeniØ kotorogo da¸tsØ ravenstvami

τ (α) = v_{4,5}α. (4.21)

Kofffficienty v_{4,5}, s uqetom (4.18), predstavlØ¸tsØ formulami

v^2_{4,5} = (4.22) = ρ_{13}ε_2a_{22} + ρ_{24}ε_1a_{11} ± √ (ρ_{13}ε_2a_{22} + ρ_{24}ε_1a_{11})^2 − 4ε_1 ε_2ρ_{13}ρ_{24}ΔA_{34}

2ρ_{13}ρ_{24}Δ . Naædennye veliqiny v_1, v_2, . . . , v_6 opredelØ¸t naqal~nye i koneqnye toqki grafikov funkciæ τ_1(α), τ_2(α) i τ_3(α). Tak kak grafiki fftih funkciæ ne mogut peresekat~sØ, to prihodim k vyvodu, qto grafiki funkciæ τ_1(α) i τ_2(α) naqina¸tsØ sootvetstvenno v

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 245

toqkah (0, v_1), (0, v_2) i priblißa¸tsØ pri bol~xih α k prØmym (4.21). KrivaØ τ_3(α) vyhodit iz naqala koordinat, imeØ v fftoæ toqke kasatel~nu¸ (4.12), i priblißaetsØ pri α ≫ 1 k asimptote τ = v_3. Naqal~nye toqki i koneqnye poloßeniØ grafikov soedinim plavnymi krivymi bez toqek peregiba (ris. 2).

Ris. 2 Ris. 3.

§5. Fronty ot toqeqnogo istoqnika v ffffektivnoæ modeli 1

Postroim teper~ fronty voln, vozbußdennyh toqeqnym istoqnikom, raspoloßennym v naqale koordinat. Pri postroenii frontov ispol~zu¸tsØ sootnoxeniØ (4.3), vtoroe ravenstvo (4.2) i formula

d^2x dz^2 = − 1 tτ 00_{(α)}^, (5.1)

poluqennaØ na osnovanii sootnoxeniæ (4.2) i (4.3). Sootnoxenie (5.1) ustanavlivaet svØz~ meßdu kriviznoæ fronta i kriviznoæ grafika. Toqkam (0, v_1) i (0, v_2) grafikov sootvetstvu¸t toqki fronta (v_1t, 0) i (v_2t, 0), v kotoryh front perpendikulØren osi x. Toqke (0, v_3) otveqaet toqka na fronte (v_3t, 0), gde front kasaetsØ osi x. Uqastkam grafikov, priblißa¸wimsØ k asimptotam (4.21), sootvetstvu¸t toqki (v_4t, 0) i (v_5t, 0), v kotoryh front perpendikulØren osi z. Malym α i τ , udovletvorØ¸wim uslovi¸ (4.12), otveqa¸t toqki fronta (v_6t, 0), gde front kasaetsØ osi z.

246 L. A. MOLOTKOV

Soedinim naædennye toqki frontov na osØh x i z plavnymi krivymi bez toqek peregiba, pri fftom peredniæ front, prohodØwiæ qerez toqki (v_1t, 0) i (0, v_4t), ne dolßen peresekat~sØ i kasat~sØ s drugimi frontami. Ostal~nye dva fronta, opisyvaemye funkciØmi τ_2(α) i τ_3(α), mogut peresekat~sØ, tak kak v_2 ? v_3 i v_5 ? v_6. Postroennye fronty v sluqae otsutstviØ na nih toqek peregiba izobraßeny na ris. 3. Veliqiny v_1, v_2 i v_3 ØvlØ¸tsØ skorostØmi voln, rasprostranØ¸wihsØ vdol~ osi x, a v_4, v_5 i v_6 – skorosti voln vdol~ osi z. Volnu so skorostØmi v_1 i v_4 nazovem pervoæ (bystroæ) prodol~noæ volnoæ, a volnu so skorostØmi

v_2 i v_5 – vtoroæ (medlennoæ) prodol~noæ volnoæ i volnu so sko-

rostØmi v_3 i v_6 – volnoæ s vognutym frontom. Takoæ ße front imeet vtoraØ volna v ffffektivnoæ modeli odnorodnoæ uprugoæ sredy, pererezannoæ parallel~nymi ploskostØmi, na kotoryh imeet mesto kontakt s proskal~zyvaniem [7].

Rassmotrim teper~ sluqai, kogda vetvi grafika τ (α) ime¸t osobennosti. Takimi osobennostØmi ØvlØ¸tsØ toqki vnutri intervala (0, ∞), gde τ 00_{(α) = 0,} (5.2)

τ 0_{(α) = 0,} (5.3)

τ − ατ 0(α) = 0. (5.4)

Uslovie (5.2) opredelØet toqki peregiba grafika. �tim toqkam sootvetstvu¸t uglovye toqki na fronte (naqala i koncy petel~). Otmetim, qto vnutri petli krivizna imeet drugoæ znak po sravneni¸ s kriviznoæ vne petli. Petli mogut byt~ raspoloßeny vnutri prØmogo ugla, ograniqennogo osØmi x i z, ili v okrestnostØh fftih oseæ. V poslednih sluqaØh ime¸t mesto dopolnitel~nye toqki pereseqeniØ s osØmi. �ti dopolnitel~nye toqki pereseqeniØ s osØmi x i z opredelØ¸tsØ sootvetstvenno usloviØmi (5.3) i (5.4). Osobennosti vtorogo i tret~ego frontov analogiqny osobennostØm frontov, opisyvaemyh funkciØmi

τ_2(α) i τ_4(α) v rabote [8], v kotoroæ privedeny grafiki i fronty

s petlØmi. V ukazannoæ rabote stroitsØ i issleduetsØ ffffektivnaØ model~ sredy, v kotoroæ qeredu¸tsØ dva poristyh sloØ Bio s kontaktami proskal~zyvaniØ na granicah.

Koliqestvo osobennosteæ frontov v vide petel~ i dopolnitel~nyh pereseqeniæ s osØmi ograniqeno. Qtoby sformulirovat~ ffti ograniqeniØ postroim v intervale −∞ < α < ∞

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 247

Ris. 4.

grafik mnogoznaqnoæ funkcii τ (α). �tot grafik okazyvaetsØ simmetriqnym otnositel~no oseæ α i τ . Proizvol~naØ prØmaØ

τ = aα + b ne moßet pereseq~ ukazannyæ grafik bolee 6 raz, i

ffto koliqestvennoe ograniqenie opredelØetsØ porØdkom uravneniØ (4.7) otnositel~no τ . Drugoe ograniqenie sostoit v tom, qto prØmaØ, parallel~naØ osi α, moßet pereseq~ grafik mnogoznaqnoæ funkcii τ (α) ne bol~xe 4 raz. Ukazannye petli na vtorom i tret~em frontah mogut suwestvovat~ pri opredelennyh uslovi- Øh. Odnako bolee sloßnye grafiki i fronty ne udovletvorØ¸t usloviØm ograniqeniØ.

§6. Sravnenie ffffektivnoæ modeli s poristoæ sredoæ Bio

Sravnim rassmatrivaemu¸ ffffektivnu¸ model~ s transversal~no-izotropnoæ sredoæ Bio, v kotoroæ os~ anizotropii parallel~na osi z. �ta sreda v ploskom sluqae opisyvaetsØ uravneniØmi [9]

σ_{xx} = P 0 ∂u_x ∂x + F ∂u_z ∂z + Q0^{(∂U}x_{∂x +}^{∂U}z_{∂z}^)_, σ_{zz} = F ∂u_x ∂x + P 00^{∂u}z_{∂z + Q}00^{( ∂U}x_{∂x +}^{∂U}z_{∂z}^)_, σ = Q0 ∂u_x ∂x + Q00^{∂u}z_{∂z + R}^{(∂U}x_{∂x +}^{∂U}z_{∂z}^)_,

248 L. A. MOLOTKOV σ_{xz} = L ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) , ∂σ_{xx} ∂x + ∂σ_{xz} ∂z = ρ0_{11}^{∂2u}x_{∂t2 + ρ}0_{12}^{∂2U}x_{∂t2 ,} ∂σ_{xz} ∂x + ∂σ_{zz} ∂z = ρ00_{11}^{∂2u}z_{∂t2 + ρ}00_{12}^{∂2U}z_{∂t2 ,}

(6.1)

∂σ ∂x = ρ0_{12}^{∂2u}x_{∂t2 + ρ}0_{22}^{∂2U}x_{∂t2 ,}^{∂σ}_{∂z = ρ}00_{12}^{∂2u}z_{∂t2 + ρ}00_{22}^{∂2U}z_{∂t2 ,}

v kotoryh σ_{xx}, σ_{zz}, σ_{xz} – naprØßeniØ v uprugoæ faze, σ – naprØßenie v ßidkoæ faze, u_x, u_z – smeweniØ v uprugoæ faze i U_x,

U_z – smeweniØ v ßidkoæ faze. Ukazannoe sravnenie provedem v

sluqae, kogda

L = 0, ρ0_{12} = ρ00_{12} = 0. (6.2)

V fftom sluqae uravneniØ (6.1) predstavØtsØ ravenstvami σ = R ( ∂U_x ∂x + ∂U_z ∂z ) + Q00^{∂u}z_{∂z + Q}0^{∂u}x_{∂x ,} σ_{zz} = Q00 ( ∂U_x ∂x + ∂U_z ∂z ) + P 00^{∂u}z_{∂z + F}^{∂u}x_{∂x ,} σ_{xx} = Q0 ( ∂U_x ∂x + ∂U_z ∂z ) + F ∂u_z ∂z + P 0^{∂u}x_{∂x ,} ∂σ_{xx} ∂x = ρ0_{11}^{∂2u}x_{∂t2 ,}^{∂σ}zz_{∂z = ρ}00_{11}^{∂2u}z_{∂t2 ,} ∂σ ∂x = ρ0_{22}^{∂2U}x_{∂t2 ,}^{∂σ}_{∂z = ρ}00_{22}^{∂2U}z_{∂t2 .}

(6.3)

Sravnenie uravneniæ (2.5) i (2.3) s uravneniØmi (6.3) privodit k ravenstvam

t^{(1.2)}_{xx} = t^{(1.3)}_{zz} = σ, t^{(2.4)}_{zz} = σ_{zz}, t^{(3.4)}_{xx} = σ_{xx}, ~ε_1u^{(1.2)}_x = U_x, ε_1u^{(1.3)}_z = U_z, ε_2u^{(2.4)}_z = u_z, ~ε_2u^{(3.4)}_x = u_x, a_{11}/Δ = R, a_{12}/Δ = Q00, a_{13}/Δ = Q0, a_{22}/Δ = P 00, a_{23}/Δ = F, a_{33}/Δ = P 0, ρ_{12}/~ε_1 = ρ0_{22}, ρ_{34}/~ε_2 = ρ0_{11}, ρ_{13}/ε_1 = ρ00_{22}, ρ_{24}/ε_2 = ρ00_{11}

(6.4)

i pokazyvaet polnoe sovpadenie uravneniæ pri usloviØh (6.2) i (6.4).

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 249

Odnako takoe sovpadenie okazyvaetsØ formal~nym, tak kak naprØßeniØ v ffffektivnoæ modeli i v srede Bio ime¸t raznye smysly. Qtoby issledovat~ razliqie meßdu ffffektivnoæ model~¸ i sredoæ Bio, budem rassmatrivat~ fftu ffffektivnu¸ model~, kak i sredu Bio, dvuhfaznoæ i sostoØweæ iz fazy 1 i fazy 4. Faza 1 opisyvaetsØ smeweniØmi ~ε_1u^{(1.2)}x , ε_1u^{(1.3)}z i naprØßeniem t^{(1.2)}xx = t^{(1.3)}zz . �ti veliqiny opredelØ¸t polnost~¸ volnovoe pole v bloke 1, a takße smeweniØ i naprØßeniØ vdol~ osi x v bloke 2 i vdol~ osi z v bloke 3. Faza 4 opisyvaetsØ smeweniØmi ~ε_2u^{(3.4)}x , ε_2u^{(2.4)}z i naprØßeniØmi t^{(3.4)}xx , t^{(2.4)}zz . �ti veliqiny opredelØ¸t polnost~¸ pole v bloke 4, a takße smeweniØ i naprØßeniØ vdol~ osi x v bloke 3 i vdol~ osi z v bloke 2. Faza 1 sootvetstvuet ßidkoæ faze v srede Bio, a faza 4 – uprugoæ faze. Kak vidno, faza 1 v ffffektivnoæ modeli opisyvaet ne tol~ko ßidku¸ sredu, no i qastiqno uprugie sredy v blokah 2 i 3. Faza 4 opredelØet uprugie sredy polnost~¸ v bloke 4 i qastiqno v blokah 2 i 3. �ffektivnaØ model~ otliqaetsØ ot sredy Bio ewe i tem, qto smeweniØ v ffffektivnoæ modeli, soglasno ravenstvam (6.4), soderßat dopolnitel~nye mnoßiteli tipa ε_i i ~ε_i, sootvetstvu¸wie otnositel~nym ob¨emam oblasteæ, gde deæstvu¸t ffti smeweniØ. NesmotrØ na ffto koliqestvennoe razliqie harakteristiqeskie funkcii, fronty i skorosti dlØ ffffektivnoæ modeli i sredy Bio sovpada¸t.

§7. Qastnye sluqai ffffektivnoæ modeli 1

1. Pust~ vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

ε_1 = ~ε_1, ε_2 = ~ε_2, A_2 = A_3 = A_4, B_2 = B_3 = B_4 , ρ_2 = ρ_3 = ρ_4, (7.1)

sootvetstvu¸wie sluqa¸, kogda bloki 1 i 4 ØvlØ¸tsØ kvadratnymi, a uprugie sredy 2, 3, 4 okazyva¸tsØ odinakovymi. Granica meßdu ukazannymi blokami osta¸tsØ granicami s proskal~- zyvaniem. V fftom sluqae uravneniØ ffffektivnoæ modeli (2.5) i (2.3) perehodØt v uravneniØ

t^{(1.2)}_{xx} = 1 Δ [ a_{11}ε_1 ( ∂u^{(1.2)}x ∂x + ∂u^{(1.3)}z ∂z ) + a_{12}ε_2 ( ∂u^{(2.4)}z ∂z + ∂u^{(3.4)}x ∂x )] ,

250 L. A. MOLOTKOV

t^{(2.4)}_{zz} = 1 Δ [ a_{12}ε_1 ( ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) + a_{22}ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z + a_{23} ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x ] , t^{(3.4)}_{xx} = 1 Δ [ a_{13}ε_1 ( ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) + a_{23}ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z + a_{33}ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x ] , ∂t^{(1.2)}_{xx} ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂t^2 , ∂t^{(3.4)}_{xx} ∂x = ρ_2

∂^2u^{(3.4)}_x ∂t^2 , ∂t^{(1.2)}_{xx} ∂z = ρ_{12}

∂^2u^{(1.2)}_x ∂t^2 , ∂t^{(2.4)}_{zz} ∂z = ρ_2

∂^2u^{(3.4)}_z ∂t^2 , (7.2) gde a_{11} = A^2_4 − ~B^2_4 , a_{12} = (A_{24} + ~B_4) ~B_2 , a_{22} = ~A_{23}A_{24} − ~B^2_2 ,

a_{23} = ~A_{23} ~B_4 + ~B^2_2 , Δ = ~A_{23}a_{11} − 2 ~B_2a_{12}, ~A_{23} = A_{23} + ε^2_1 λ_1 , A_{23} = 2A_2ε_1ε_2, A_{24} = A_2ε_2, ~B_2 = B_2 ε_1ε_2, ~B_4 = B_2ε^2, ρ_{12} = ρ_1ε_1 + ρ_2ε_2.

(7.4)

V rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli takße rasprostranØ¸tsØ tri ob¨emnyh volny. V sluqae toqeqnogo istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat, volnovye fronty okazyva¸tsØ simmetriqnymi otnositel~no bissektrisy prØmogo ugla, obrazovannogo osØmi x i z. Skorosti voln vdol~ oseæ da¸tsØ ravenstvami

v^2_{1,2} = v^2_{4,5} =

= ρ_{12}ε_2a_{22} + ρ_2 ε_1a_{11} ± √ (ρ_{12}ε_2a_{22} − ρ_2 ε_1a_{11})^2 + 4ε_1 ε_2ρ_1ρ_{12}a^2_{12} 2ρ_2ρ_{12}(a_{11}a_{22} − a^2_{12}) ε_2A_2,

v^2_3 = v^2_6 =

4μ_2(λ_2 + μ_2) (λ_2 + 2μ_2)ρ_2

. (7.5)

2. Rassmotrim sluqaæ, kogda v ishodnoæ srede vypolnØ¸tsØ

usloviØ (7.1) i kvadrat 1, zapolnennyæ ßidkost~¸, sßimaetsØ v toqku, kvadrat 4 zanimaet vs¸ Øqeæku i

ε_1 → 0, ε_2 → 1. (7.6)

Posle predel~nogo perehoda pri uslovii (7.6) na osnovanii

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 251

formul (7.5) prihodim k ravenstvam

v^2_1 = v^2_4 = λ_2 + 2μ_2

ρ_2

, v^2 = v^2_5 =

2μ_2(λ_2 + μ_2) ρ_2(λ_2 + 2μ_2) , v^2_3 = v^2_6 =

4μ_2(λ_2 + μ_2) ρ_2(λ_2 + 2μ_2)

(7.7)

dlØ skorosteæ rasprostraneniØ vdol~ oseæ. Issledovanie volnovogo polØ v ffffektivnoæ modeli pri usloviØh (7.1) i (7.6) polezno provesti takße i na osnove uravneniæ ffffektivnoæ modeli. S fftoæ cel~¸ iskl¸qim pervoe i tret~e uravneniØ (2.3) i pervoe uravnenie (2.5) kak poterØvxie smysl sootnoxeniØ. OstavxiesØ uravneniØ (2.5) i (2.3) opisyva¸t odnorodnu¸ uprugu¸ sredu, v kotoroæ t_{xz} = 0 (sm. [5, 10]). HarakteristiqeskaØ funkciØ v fftom sluqae imeet vyraßenie

α^2 = ρ_2τ^2 [ 1 − ρ_2τ^2 λ_2 + 2μ_2 ]/[ 4μ_2(λ_2 + μ_2) λ_2 + 2μ_2

− ρ_2τ^2 ] . (7.8)

Ris. 5 Ris. 6.

Grafik harakteristiqeskoæ funkcii soderßit dve vetvi (ris. 5). �tim vetvØm sootvetstvu¸t dva fronta: peredniæ vypuklyæ front i zadniæ vognutyæ front (ris. 6). Skorosti rasprostraneniØ voln vdol~ oseæ da¸tsØ pervym i tret~im ravenstvami (7.7). VtoraØ prodol~naØ volna, rasprostranØ¸waØsØ so skorost~¸ v_2 vdol~ oseæ, otsutstvuet v predel~noæ ffffektivnoæ modeli, no pri malyh ε_1 ffta volna suwestvuet. Ee skorost~ priblißenno vyraßaetsØ vtoroæ formuloæ (7.7). Otmetim, qto ffta

252 L. A. MOLOTKOV

formula ne soderßit parametrov ßidkoæ sredy i pofftomu ne svØzana s ßidkoæ sredoæ. Pri ε = 0 ffta volna imeet nulevu¸ intensivnost~. Front fftoæ volny pokazan na ris. 6 xtrihovoæ linieæ.

3. V qastnom sluqae, kogda

ε_1 = 1, ε_2 = 0 (7.9)

i ßidkiæ kvadrat 1 zapolnØet vs¸ Øqeæku, skorosti ob¨emnyh voln, soglasno formulam (7.5), vyraßa¸tsØ ravenstvami

v^2 = λ_1 ρ_1

, v^2_1 = v^2_3 =

4μ_2(λ_2 + μ_2) ρ_2(λ_2 + 2μ_2)

. (7.10)

V fftom sluqae takße polezno issledovat~ ffffektivnu¸ model~, ispol~zuØ pervoe uravnenie (2.5), a takße pervoe i tret~e uravneniØ (2.3). Ostal~nye uravneniØ (2.3) i (2.5) terØ¸t smysl, esli vypolnØ¸tsØ usloviØ (7.9). Ispol~zuemye uravneniØ (2.3) i (2.5) opredelØ¸t odnorodnu¸ izotropnu¸ ßidku¸ sredu. HarakteristiqeskaØ funkciØ dlØ fftoæ sredy vyraßaetsØ ravenstvom

τ^2 = λ_1 ρ_1

(α^2 + 1) (7.11)

Ris. 7.

i opredelØet edinstvennu¸ volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ so skorost~¸ v_2 = √ λ_1/ρ_1 (ris. 7). Volny so skorostØmi v_1 i v_3 suwe-

stvu¸t pri uslovii ε_2 ≪ 1 i otsutstvu¸t v sluqae ε_2 = 0. Na ris. 7 fronty fftih voln pokazany xtrihovymi liniØmi.

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... I 253

SravnivaØ qastnye sluqai 2 i 3, prihodim k vyvodu, qto po mere ubyvaniØ veliqiny ε_1 ot 1 do 0 ffffektivnaØ model~ terØet svoæstva ßidkosti i pri ε_1 → 0 stanovitsØ uprugoæ sredoæ, v kotoroæ t_{xz} = 0.

Literatura

1. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli uprugoæ bloqnoæ sredy s proskal~zyvaniem na granicah. — Zap. nauqn. semin. POMI 218 (1994), 96–117.

2. L. A. Molotkov, �ffektivnaØ model~ bloqnoæ poristoæ sredy s kontaktami proskal~zyvaniem na granicah. — Zap. nauqn. semin. POMI 275 (1994), 140–164.

3. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 219–233.

4. T. J. Plona, K. W. Winkler, M. Schoenberg, Acoustic waves in alternating fluid/solid layers. — J. Acoust. Soc. Am. 81, No. 5 (1987), 1227–1234.

5. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 140 (1984), 105–122.

6. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M. (1967).

7. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ sloistu¸ periodiqesku¸ uprugu¸ sredu s kontaktami proskal~zyvaniØ na granicah. — Zap. nauqn. semin. LOMI 210 (1994), 192–212.

8. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli poristoæ sloistoæ sredy so skol~zØwim kontaktom meßdu sloØmi. — Zap. nauqn. semin. POMI 257 (1999), 184–206.

9. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in fluid-saturated porous solid.

I Low-frequency range. — J. Acoust. Soc. Am. 28, No. 2 (1956), 168–178. 10. L. A. Molotkov, Issledovanie rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah na osnove ffffektivnyh modeleæ Bio i sloistyh sred. SPb (2001).

Molotkov L. A. About propagation of seismic waves in block elasticfluid media. I.

In the paper the approach of averaging block elastic-fluid media is proposed and the effective model for block medium in which every cell consists of three elastic blocks and one fluid block is constructed. The investigation of the model equations is shown that in this model two longitudinal waves and one wave with a concave front propagate. The limited cases when the fluid block is narrowed down to a point or when the fluid block occupies the whole cell are considered in the paper.

Postupilo 25 ØnvarØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN