Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 297, 2003 g.

L. A. Molotkov O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN V BLOQNYH UPRUGO-ȷIDKIH SREDAH. II

PredlagaemaØ rabota issleduet rasprostranenie voln v bloqnoæ uprugo-ßidkoæ srede i ØvlØetsØ prodolßeniem stat~i [1]. Sredy, rassmatrivaemye v obeih stat~Øh, mogut byt~ predstavleny na ris. 1 [1]. Ih razliqie sostoit tol~ko v raznyh koliqestvah uprugih i ßidkih blokov v Øqeækah. DlØ rassmatrivaemoæ v fftoæ rabote sredy takße stroitsØ ffffektivnaØ model~ i na osnove fftoæ modeli provoditsØ izuqenie volnovogo polØ. Rezul~taty issledovaniØ rasprostraneniØ voln v predlagaemoæ rabote i v stat~e [1] sravniva¸tsØ meßdu soboæ. �to sravnenie pozvolØet ustanovit~ osobennosti volnovyh poleæ v kaßdoæ iz sred.

Tak kak issledovaniØ v nastoØweæ rabote i v stat~e [1] provodØtsØ po odinakovoæ metodike, to oni izlaga¸tsØ dovol~no kratko i s bol~xim qislom ssylok na rabotu [1]. Qtoby uprostit~ ffti ssylki, vvoditsØ edinaØ numeraciØ paragrafov i risunkov v rabote [1] i v nastoØweæ stat~e.

§8. Vyvod uravneniæ ffffektivnoæ modeli sredy 2

Pust~ zadana dvumernaØ bloqnaØ uprugo-ßidkaØ sreda 0 6 x 6 H, 0 6 z 6 ~H, sostoØwaØ iz n~n odinakovyh prØmougol~nyh Øqeek s razmerami h i ~h (ris. 1). KaßdaØ Øqeæka soderßit 4 bloka: bloki 1, 4 – uprugie i bloki 2, 3 – ßidkie (ris. 8). Razmery blokov vyraßa¸tsØ formulami (1.1). Uprugie i ßidkie sredy opisyva¸tsØ uravneniØmi (1.2)–(1.5). Graniqnye usloviØ zada- ¸tsØ sootnoxeniØmi (1.6)–(1.8).

DlØ postroeniØ ffffektivnyh modeleæ rassmatrivaemoæ sredy v volnovom pole soverxaetsØ predel~nyæ perehod pri usloviØh (1.9) i vyØsnØetsØ, kakim uravneniØm udovletvorØ¸t predel~nye volnovye polØ. �ti uravneniØ uqityva¸t osrednenie

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant No. 02-05-65081. 254

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 255

Ris. 8

sredy i opisyva¸t ffffektivnu¸ model~ sred. V rezul~tate predel~nogo perehoda pri usloviØh (1.9) kaßdaØ Øqeæka i vse ee qetyre bloka sußa¸tsØ v odnu toqku. Vsledstvie fftogo ffffektivnaØ model~ okazyvaetsØ qetyrehfaznoæ. Iz smeweniæ i naprØßeniæ v kaßdom iz blokov mogut byt~ sostavleny qetyre nepreryvnye vdol~ osi x funkcii (1.10) i qetyre nepreryvnye vdol~ osi z funkcii (1.11). DlØ ih proizvodnyh po koordinatam zapisyva¸tsØ formuly osredneniØ (1.12). V ffti formuly nußno podstavit~ sootnoxeniØ dlØ proizvodnyh smeweniæ i naprØßeniæ v uprugih i ßidkih blokah (1.13) i (1.14).

Posle ukazannoæ podstanovki i poqlennogo sloßeniØ ravenstv prihodim k uravneniØm ~ε_1 ∂u^{(1.2)}x ∂x + ε_2 ∂u^{(2.4)}z ∂z = F_2t^{(1.2)}_{xx} − B_{14}t^{(3.4)}_{xx} , t^{(1.2)}_{xx} = t^{(2.4)}_{zz} , ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z = −B_{14}t^{(1.2)}_{xx} + F_3t^{(3.4)}_{xx} , t^{(3.4)}_{xx} = t^{(1.3)}_{zz} ;

(8.1)

∂t^{(1.2)}xx ∂x = ρ_{12}

∂^2u^{(1.2)}x ∂t^2 , ∂t^{(3.4)}xx ∂x = ρ_{34}

∂^2u^{(3.4)}x ∂t^2 , ∂t^{(3.4)}_{xx} ∂z = ρ_{13}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂t^2 , ∂t^{(1.2)}_{xx} ∂z = ρ_{24}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂t^2 , (8.2)

v kotoryh ispol~zovany oboznaqeniØ

A_i = λ_i + 2μ_i 4μ_i(λ_i + μ_i)

, B_i = λ_i 4μ_i(λ_i + μ_i)

, (i = 1, 4),

256 L. A. MOLOTKOV A_{14} = s_1A_1 + s_4 A_4, B_{14} = s_1B_1 + s_4B_4,

s_1 = ε_1 ~ε_1, s_2 = ε_2 ~ε_1, s_3 = ε_1 ~ε_2, s_4 = ε_2 ~ε_2, (8.3)

F_2 = A_{14} + s_2 λ_2

, F_3 = A_{14} + s_3 λ_3

, λ_2 = ρ_2v^2 , λ_3 = ρ_3v^2_3 ,

ρ_{12} = ρ_1ε_1 + ρ_2ε_2, ρ_{34} = ρ_3ε_1 + ρ_4 ε_2,

ρ_{13} = ρ_1 ~ε_1 + ρ_3 ~ε_2, ρ_{24} = ρ_2 ~ε_1 + ρ_4 ~ε_2.

UravneniØ (8.1) opisyva¸t zakon Guka dlØ ffffektivnoæ modeli. Qtoby zapisat~ zakon Guka v obyqnoæ forme, rexim uravneniØ (8.1) otnositel~no t^{(1.2)}xx i t^{(3.4)}xx i poluqim sootnoxenie

t^{(1.2)}_{xx} = t^{(2.4)}_{zz} =

F_3 Δ ( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z ) + + B_{14} Δ ( ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) , t^{(3.4)}_{xx} = t^{(1.3)}_{zz} =

B_{14} Δ ( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z ) + + F_2 Δ ( ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) ,

(8.4)

Δ = F_2F_3 − B^2_{14}.

Posle podstanovki pervogo i vtorogo ravenstv (8.4) v (8.2) prihodim k uravneniØm Lame

F_3 Δ ( ~ε_1 ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x^2 + ε_2

∂^2u^{(2.4)}_z ∂x∂z ) + + B_{14} Δ ( ~ε_2 ∂^2u^{(3.4)}x ∂x^2 + ε_1

∂^2u^{(1.3)}z ∂x∂z ) = ρ_{12}

∂^2u^{(1.2)}x ∂t^2 ,

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 257 F_3 Δ ( ~ε_1 ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + ε_2

∂^2u^{(2.4)}_z ∂z^2 ) + + B_{14} Δ ( ~ε_2 ∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z + ε_1

∂^2u^{(1.3)}_z ∂z^2 ) = ρ_{24}

∂^2u^{(2.4)}_z ∂t^2 , B_{14} Δ ( ~ε_1 ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x^2 + ε_2

∂^2u^{(2.4)}_z ∂x∂z ) + + F_2 Δ ( ~ε_2 ∂^2u^{(3.4)}_x ∂x^2 + ε_1

∂^2u^{(1.3)}_z ∂x∂z ) = ρ_{34}

∂^2u^{(3.4)}_x ∂t^2 , B_{14} Δ ( ~ε_1 ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + ε_2

∂^2u^{(2.4)}_z ∂z^2 ) + + F_2 Δ ( ~ε_2 ∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z + ε_1

∂^2u^{(1.3)}_z ∂z^2 ) = ρ_{13}

∂^2u^{(1.3)}_z ∂t^2

(8.5)

dlØ ffffektivnoæ modeli.

§9. �nergetiqeskie issledovaniØ Pomnoßim pervoe, vtoroe, tret~e i qetvertoe uravneniØ (8.2) sootvetstvenno na ~ε_1∂u^{(1.2)}x /∂t, ~ε_2∂u^{(3.4)}x /∂t, ε_1∂u^{(1.3)}z /∂t i ε_2∂u^{(2.4)}_z /∂t, sloßim poqlenno poluqennye uravneniØ i posle standartnyh preobrazovaniæ poluqim uravnenie ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t , (9.1)

v kotorom

p_x = ~ε_1t^{(1.2)}_{xx} ∂u^{(1.2)}_x ∂t + ~ε_2t^{(3.4)}_{xx} ∂u^{(3.4)}_x ∂t , p_z = ε_1t^{(3.4)}_{xx} ∂u^{(1.3)}z ∂t + ε_2t^{(1.2)}_{xx} ∂u^{(2.4)}z ∂t (9.2)

– potoki ffnergiæ vdol~ oseæ x i z

W_k = 1 2 [ ~ε_1ρ_{12} ( ∂u^{(1.2)}_x ∂t )_2

+ ~ε_2ρ_{34} ( ∂u^{(3.4)}_x ∂t )_2 + + ε_1ρ_{13} ( ∂u^{(1.3)}z ∂t )_2 + ε_2ρ_{24} ( ∂u^{(2.4)}z ∂t )_2] (9.3)

258 L. A. MOLOTKOV

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = t^{(1.2)}_{xx} ∂ ∂t [ ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z ] + + t^{(3.4)}_{xx} ∂ ∂t [ ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ] . (9.4)

Posle podstanovki formul (8.4) v sootnoxenie (9.4) prihodim k ravenstvu

W_p = 1 2Δ [ F_3 ( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z )_2 + + 2B_{14} ( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z )( ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) + + F_2 ( ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z )_2] (9.5)

dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii. Tak kak vypolnØetsØ neravenstvo

A_{14} > B_{14}, (9.6)

to, soglasno formule (9.5), plotnost~ potencial~noæ ffnergii ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ formoæ argumentov

~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z , ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z (9.7)

i neotricatel~no opredelennoæ formoæ proizvodnyh smeweniæ. Plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ formoæ.

Preobrazuem teper~ ravenstva (9.3) i (9.5) dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ. Esli v formulu (9.3) podstavit~ vyraßeniØ (8.3) dlØ veliqin ρ_{12}, ρ_{13}, ρ_{24} i ρ_{34}, to

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 259

pridem k sootnoxeni¸

W_k = ρ_1s_1 2 [( ∂u^{(1.2)}_x ∂t )_2 + ( ∂u^{(1.3)}_z ∂t )_2] + + ρ_2s_2 2 [( ∂u^{(1.2)}_x ∂t )_2 + ( ∂u^{(2.4)}_z ∂t )_2] + + ρ_3s_3 2 [( ∂u^{(3.4)}_x ∂t )_2 + ( ∂u^{(1.3)}_z ∂t )_2] + + ρ_4s_4 2 [( ∂u^{(3.4)}_x ∂t )_2 + ( ∂u^{(2.4)}_z ∂t )_2] .

(9.8)

V formule (9.8) kaßdoe slagaemoe opisyvaet vklad odnogo iz blokov v plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii. S uqetom formuly (8.1) ravenstvo (9.5) zamenØetsØ sootnoxeniem

W_p = 1 2 [( ~ε_1 ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ε_2 ∂u^{(2.4)}_z ∂z ) t^{(1.2)}_{xx} + + ( ~ε_2 ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ε_1 ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) t^{(3.4)}_{xx} ] . (9.9)

PerehodØ ot veliqin ε_1, ε_2, ~ε_1 i ~ε_2 k otnositel~nym plowadØm blokov s_1, s_2, s_3 i s_4 i ispol~zuØ svØz~ meßdu naprØßeniØmi v ßidkih sredah, poluqim drugoe predstavlenie dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii

W_p = s_1 2 ( ∂u^{(1.2)}_x ∂x t^{(1.2)}_{xx} + ∂u^{(1.3)}_z ∂z t^{(1.3)}_{zz} ) + + s_2 2 ( ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ∂u^{(2.4)}_z ∂z ) t^{(1.2)}_{xx} + + s_3 2 ( ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) t^{(3.4)}_{xx} + + s_4 2 ( ∂u^{(3.4)}_x ∂x t^{(3.4)}_{xx} + ∂u^{(2.4)}_z ∂z t^{(2.4)}_{zz} ) .

(9.10)

Iz fftogo predstavleniØ sleduet, qto kaßdoe slagaemoe (9.10) opisyvaet vklad odnogo iz blokov v plotnost~ potencial~noæ ffnergii.

260 L. A. MOLOTKOV

Perehod ot uravneniæ ffffektivnoæ modeli (8.3) i (8.4) k vyraßeniØm dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ moßet byt~ osuwestvlen takße i v obratnom napravlenii i takim putem mogut byt~ vyvedeny uravneniØ (8.1) i (8.2). Plotnosti kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ s uqetom usloviØ t_{xz} = 0 posle predel~nogo perehoda predstavlØ¸tsØ v odnoæ toqke formulami

W_k = 1 2 4∑ i=1 ρ_i s_i [( ∂u_{xi} ∂t )_2 + ( ∂u_{zi} ∂t )_2] , (9.11)

W_p = s_1 2 ( ∂u_{x1} ∂x t_{xx1} + ∂u_{z1} ∂z t_{zz1} ) − − s_2 2 ( ∂u_{x2} ∂x + ∂u_{z2} ∂z ) p_2 − s_3 2 ( ∂u_{x3} ∂x + ∂u_{z3} ∂z ) p_3+ + s_4 2 ( ∂u_{x4} ∂x t_{xx4} + ∂u_{z4} ∂z t_{zz4} ) . (9.12)

Tak kak v fftoæ ße toqke vypolnØ¸tsØ graniqnye usloviØ (1.6), (1.8), i (1.10) i (1.11), to plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii vyrazim formuloæ (9.3), a plotnost~ potencial~noæ ffnergii – sootnoxeniem

W_p = ~ε_1 2 ( ε_1 ∂u_{x1} ∂x + ε_2 ∂u_{x2} ∂x ) t^{(1.2)}_{xx} + + ε_2 2 ( ~ε_1 ∂u_{z2} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z4} ∂z ) t^{(2.4)}_{zz} + + ~ε_2 2 ( ε_1 ∂u_{x3} ∂x + ε_2 ∂u_{x4} ∂x ) t^{(3.4)}_{xx} + + ε_1 2 ( ~ε_1 ∂u_{z1} ∂z + ~ε_2 ∂u_{z3} ∂z ) t^{(1.3)}_{zz} .

(9.13)

V sootvetstvii s opredeleniem proizvodnoæ, a takße s usloviØmi invariantnosti vyraßeniØ dlØ plotnosti potencial~noæ ffnergii, estestvenno predpoloßit~ vypolnenie pervyh qetyreh formul (1.12). Na osnovanii fftih formul sleduet zakon Guka (8.1) dlØ ffffektivnoæ modeli. UravneniØ sploxnoæ sredy dlØ ffffektivnoæ modeli (8.2) vyvodØtsØ variacionnymi metodami s ispol~zovaniem ravenstva (9.3).

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 261

§10. Harakteristiqeskie funkcii i volnovye fronty

DlØ rexeniØ uravneniæ (8.5) ispol~zu¸tsØ integral~nye preobrazovaniØ (Fur~e i Laplasa), a volnovoe pole predstavlØetsØ v vide naloßeniØ ploskih voln. Podyntegral~nye funkcii

v sluqae smeweniæ u^{(1.2)}x , u^{(3.4)}x , u^{(1.3)}z , u^{(2.4)}z ime¸t vyraßeniØ

U^{(1.2)}_x e^{ik(τt}�^x�^{αz)}, U^{(3.4)}_x e^{ik(τt}�^x�^{αz)},

U^{(1.3)}_z e^{ik(τt}�^x�^{αz)}, U^{(2.4)}_z e^{ik(τt}�^x�^{αz)},

(10.1)

v kotoryh k i τ – peremennye integrirovaniØ. Veliqiny τ i α svØzany ravenstvami

τ = v_{ph}/ sin φ, α = ctg φ (10.2)

s fazovoæ funkcieæ v_{ph} i uglom φ meßdu normal~¸ k frontu i os~¸ z. MnogoznaqnaØ harakteristiqeskaØ funkciØ τ (α) pozvolØet vyqislØt~ fronty ot toqeqnogo istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat, s pomow~¸ parametriqeskih formul x = t [ τ − ατ 0(α) ] , z = tτ 0(α), (10.3)

kotorye opredeleny pri poloßitel~nyh τ i vewestvennyh α. Ravenstva (10.3) sootvetstvu¸t osobennostØm integral~nyh smeweniæ [3].

DlØ nahoßdeniØ harakteristiqeskoæ funkcii τ (α) podstavim vyraßeniØ (10.1) v (8.5) i poluqim sistemu uravneniæ

F_3 ( ~ε_1U^{(1.2)}_x + ε_2αU^{(2.4)}_z ) + B_{14} ( ~ε_2U^{(3.4)}_x + ε_1αU^{(1.3)}_z ) = ρ_{12}τ^2ΔU^{(1.2)}_x ,

F_3α ( ~ε_1U^{(1.2)}_x +ε_2 αU^{(2.4)}_z ) +B_{14}α ( ~ε_2U^{(3.4)}_x +ε_1 αU^{(1.3)}_z ) = ρ_{24}τ^2ΔU^{(2.4)}_z ,

(10.4)

B_{14} ( ~ε_1U^{(1.2)}_x + ε_2αU^{(2.4)}_z ) + F_2 ( ~ε_2U^{(3.4)}_x + ε_1αU^{(1.3)}_z ) = ρ_{34}τ^2ΔU^{(3.4)}_x ,

B_{14}α ( ~ε_1U^{(1.2)}_x +ε_2αU^{(2.4)}_z ) +F_2α ( ~ε_2U^{(3.4)}_x +ε_1 αU^{(1.3)}_z ) = ρ_{13}τ^2ΔU^{(1.3)}_z ,

kotoraØ imeet nenulevoe rexenie pri uslovii fi fi fi fi fi fi fi fi fi F3 � ρ12τ^2Δε̃�^1_1 F3α B14 B14α F3α F3α2 � ρ24τ 2Δε�12 B14α B14α2 B14 B14α F2 � ρ34τ 2Δε̃�12 F2α B14α B14α2 F2α F2α2 � ρ13τ 2Δε�11

fi fi fi fi fi fi fi fi fi

262 L. A. MOLOTKOV

= 0. (10.5)

Ravenstvo (10.5) opredelØet neØvno funkci¸ τ (α).

Kak i v §4, veliqiny τ^2 mogut rassmatrivat~sØ kak harakteristiqeskie qisla pri odnovremennom privedenii k diagonal~noæ forme dvuh matric

F_3 F_3α B_{14}α B_{14} F_3α F_3α^2 B_{14}α^2 B_{14}α B_{14}α B_{14}α^2 F_2α^2 F_2α B_{14} B_{14}α F_2α F_2 ,

Δ ρ_{12}ε̃�^1_1 0 0 0 0 ρ_{24}ε�^1_2 0 0 0 0 ρ_{34}ε̃�^1_2 0 0 0 0 ρ_{13}ε�^1_2 . (10.6)

Obe matricy ØvlØ¸tsØ simmetriqnymi pri vseh vewestvennyh α, pri fftom pervaØ iz nih – neotricatel~no opredelennaØ, a vtoraØ – poloßitel~no opredelennaØ. Soglasno teoreme, privedennoæ v knige F. R. Gantmahera [4], i obobweni¸ fftoæ teoremy, vse rexeniØ uravneniØ (10.5) τ^2 pri l¸byh vewestvennyh α okazyva¸tsØ neotricatel~nymi. Ots¸da sleduet, qto uravnenie (10.5) opredelØet vewestvennye funkcii τ_i(α) pri vseh vewestvennyh α.

Posle rØda preobrazovaniæ opredelitelØ v formule (10.5) i vydeleniØ mnoßitelØ τ^4 ravenstvo (10.5) perehodit v sootnoxe- nie | | | | | | F_3 ~ε_1 −ρ_{12}τ^2Δ F_2ε_2 B_{14} ~ε_2 B_{14}ε_1 ρ_{12}α^2 −ρ_{24} 0 0 B_{14} ~ε_1 B_{14}ε_2 F_2 ~ε_2 −ρ_{34}τ^2Δ F_2ε_1 0 0 ρ_{34}α^2 −ρ_{13}

| | | | | | = 0. (10.7)

V rezul~tate vyqisleniØ opredelitelØ formula (10.7) zamenØetsØ bikvadratnym uravneniem

Δρ_{12}ρ_{13}ρ_{24}ρ_{34}τ^4 − ρ_{12}ρ_{34} ( ρ_{13}F_3ε_2 + ρ_{24}F_2ε_1 ) α^2τ^2−

−ρ_{13}ρ_{24} ( ρ_{34}F_3 ~ε_1 + ρ_{12}F_2 ~ε_2 ) τ^2 + ρ_{12}ρ_{34}ε_1ε_2α^4+ (10.8) + ( ρ_{12}ρ_{13}s_4 + ρ_{24}ρ_{34}s_1)α^2 + ρ_{13}ρ_{24} ~ε_1 ~ε_2 = 0

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 263

otnositel~no τ . Rexenie uravneniØ (10.8) predstavlØetsØ formuloæ

τ^2_{1,2} = [ ρ_{12}ρ_{34} ( ρ_{13}F_3ε_2 + ρ_{24}F_2ε_1 ) α^2+

+ρ_{13}ρ_{24} ( ρ_{34}F_3 ~ε_1 + ρ_{12}F_2 ~ε_2 ) ± √ D ]/( 2ρ_{12}ρ_{13}ρ_{24}ρ_{34}Δ ) , (10.9)

D = [ ρ_{12}ρ_{34} ( ρ_{13}F_3ε_2 + ρ_{24}F_2ε_1 ) α^2 + ρ_{13}ρ_{24} ( ρ_{34}F_3 ~ε_1 + ρ_{12}F_2 ~ε_2 )]2 − −4ρ_{12}ρ_{13}ρ_{24}ρ_{34}Δ [ ρ_{12}ρ_{34}ε_1ε_2α^4 + ( ρ_{12}ρ_{13}s_4+

+ρ_{24}ρ_{34}s_1 ) α^2 + ρ_{13}ρ_{24} ~ε_1 ~ε_2 ] . (10.10)

Tak kak τ^2(α) pri vewestvennyh α ØvlØ¸tsØ neotricatel~nymi veliqinami, to sredi funkciæ τ (α) moßno vydelit~ neotricatel~nye funkcii τ_1(α) i τ_2(α).

DlØ postroeniØ frontov ot toqeqnogo istoqnika po formulam (10.3) rassmotrim funkcii τ_1(α) i τ_2(α) pri α = 0 i α = ∞ i postroim primernye grafiki fftih funkciæ. Pri α = 0 uravnenie (10.8) zamenØetsØ uravneniem

Δρ_{12}ρ_{34}τ^4 − ( ρ_{34}F_3 ~ε_1 + ρ_{12}F_2 ~ε_2 ) τ^2 + ~ε_1 ~ε_2 = 0, (10.11)

korni kotorogo τ^2_1 (0) = v^2_1 i τ^2_2 (0) = v^2 predstavlØ¸tsØ ravenstvami

v^2_{1,2} = (10.12) = ρ_{34}F_3 ~ε_1 + ρ_{12}F_2 ~ε_2 ± √( ρ_{34}F_3 ~ε_1 − ρ_{12}F_2 ~ε_2

)_2

+ 4ρ_{12}ρ_{34}B^2_{14} ~ε_1 ~ε_2

2ρ_{12} ρ_{34}Δ . Drugie koncy grafikov τ_1(α) i τ_2(α) opredelØ¸tsØ, kak pravilo, uravneniem

Δρ_{13}ρ_{24}τ^4 − ( ρ_{12}F_2ε_1 + ρ_{13}F_3ε_2 ) α^2τ^2 + ε_1ε_2α^4 = 0. (10.13)

Ego korni v_4 i v_5 opredelØ¸t asimptoty

τ_1 = v_4α, τ_2 = v_5α, (10.14)

264 L. A. MOLOTKOV

k kotorym priblißa¸tsØ grafiki funkciæ τ_1(α) i τ_2(α) pri bol~xih α i τ (ris. 9). Kofffficienty v_4 i v_5 vyraßa¸tsØ ravenstvami

v^2_{4,5} = (10.15) = ρ_{24}F_2ε_1 + ρ_{13}F_3ε_2 ± √( ρ_{24}F_2ε_1 + ρ_{13}F_3ε_2

)_2 − 4ρ_{13}ρ_{24}Δε_1ε_2 2ρ_{13} ρ_{24}Δ ili v^2_{4,5} = (10.16) = ρ_{24}F_2ε_1 + ρ_{13}F_3ε_2 ± √( ρ_{24}F_2ε_1 − ρ_{13}F_3ε_2

)_2 + 4ρ_{13}ρ_{24}B^2_{14}ε_1ε_2 2ρ_{13} ρ_{24}Δ . Formuly (10.12), (10.14)–(10.16) opredelØ¸t koncy grafikov τ_1(α) i τ_2(α) pri uslovii

ε_1 ≠ 0 ili ε_2 ≠ 0. (10.17)

Ris. 9 Ris. 10.

Pri vypolnenii usloviØ ε_1 = 0 ili ε_2 = 0. (10.18)

v_5 = 0 i uravnenie (10.8) imeet osobennost~, kotoraØ sostoit v tom, qto ffto uravnenie iz kvadratnogo uravneniØ otnositel~no α^2 stanovitsØ lineænym. V sluqae ε_1 = 0 sootnoxenie (10.8) zamenØetsØ uravneniem

Δρ_2ρ_4ρ_{24}τ^4 − ρ_2ρ_4F_3α^2τ^2 − ρ_{24}(ρ_4 F_3 ~ε_1 + ρ_2F_2 ~ε_2)τ^2+

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 265

+ρ_2 ~ε_2α^2 + ρ_{24} ~ε_1 ~ε_2 = 0, (10.19)

a sreda iz bloqnoæ prevrawaetsØ v sloistu¸ sredu, v kotoroæ qeredu¸tsØ ßidkie sloi 2 i uprugie sloi 4. �ta sreda issledovalas~ v rabotah [3, 5]. HarakteristiqeskaØ funkciØ

α^2 = ρ_{24} ρ_2

Δρ_2ρ_4τ^4 − (ρ_4F_3 ~ε_1 + ρ_2F_2 ~ε_2)τ^2 + ~ε_1 ~ε_2 ρ_{24}F_3τ^2 − ~ε_2

(10.20)

dlØ fftoæ sredy opredelØetsØ iz uravneniØ (10.19). Vyraßenie (10.20) sootvetstvuet sootnoxeni¸ (39.4) monografii [6]. Iz ravenstv (10.19) i (10.20) sleduet, qto pri α → ∞ levaØ qast~ uravneniØ (10.19) ostaetsØ koneqnoæ, esli

τ^2 = v^2_3 =

4μ_4(λ_4 + μ_4) (λ_4 + 2μ_4)ρ_4

. (10.21)

K analogiqnomu rezul~tatu

τ^2 = v^2_3 =

4μ_1(λ_1 + μ_1) (λ_1 + 2μ_1)ρ_1

. (10.22)

prihodim v sluqae ε_2 = 0. V oboih sluqaØh v_3 ØvlØetsØ skorost~¸ plastinqatoæ volny, rasprostranØ¸weæsØ vdol~ tonkih uprugih sloev, i udovletvorØet neravenstvam

v_1 < v_3 6 v_2. (10.23)

Soedinim plavnymi krivymi toqki grafikov pri α = 0 i pri α = ∞ i poluqim primernye vetvi harakteristiqeskih funkciæ v sluqaØh (10.17) i (10.18) (ris. 9 i 10). OstanovimsØ teper~ na vozmoßnyh osobennostØh grafikov. Grafik funkcii τ_2(α) v sluqae (10.17) moßet imet~ toqki peregiba, ffkstremumy i toqki, v kotoryh kasatel~naØ sovpadaet s napravleniem radiusa-vektora. Qtoby sformulirovat~ ograniqeniØ vozmoßnosteæ fftih osobennosteæ, sleduet postroit~ grafiki obeih funkciæ τ (α) pri −∞ < α < ∞ i −∞ < τ < ∞ i ispol~zovat~ simmetri¸ grafikov otnositel~no koordinatnyh oseæ. L¸baØ prØmaØ na ploskosti α, τ ne moßet pereseq~ ffti grafiki bolee qetyreh raz, pri fftom ukazannoe qislo opredelØetsØ porØdkom uravneniØ (10.8). Iz fftogo pravila sleduet, qto grafik τ_1(α) v sluqae (10.17) ne imeet osobennosteæ.

Grafiki τ_1(α) i τ_2(α) v sluqae (10.18) issledovalis~ v §39 [6]. Na osnovanii fftih issledovaniæ byli sdelany vyvody: grafik

266 L. A. MOLOTKOV

τ_1(α) ne imeet osobennosteæ, a vetv~ τ_2(α) imeet edinstvennu¸ osobennost~ v vide toqki peregiba, kotoraØ pokazana na ris. 10 ßirnoæ toqkoæ.

Ispol~zuØ grafiki, udaetsØ postroit~ po formulam (10.3) v sluqaØh (10.17) i (10.18) fronty ot istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat (ris. 11 i 12). Perednie fronty v oboih

Ris. 11 Ris. 12.

sluqaØh ne ime¸t osobennosteæ. Vtoroæ front v sluqae (10.17) pokazan na ris. 11 bez osobennosteæ, no fftot front moßet imet~ petli, vystupy v sosednie kvadranty i dopolnitel~nye pereseqeniØ s koordinatnymi osØmi. Naprimer, pri ε_1 ≪ 1 (ili ε_2 ≪ 1) vtoroæ front imeet petl¸, kotoraØ pri ε_1 → 0 (ili ε_2 → 0) obrazuet treugol~nyæ front. V sluqae (10.18) treugol~- nyæ front imeet edinstvennu¸ osobennost~ v vide uglovoæ toqki, razdelØ¸weæ front na vypuklu¸ i vognutu¸ qasti.

§11. Qastnye sluqai modeli 2

1. Pust~ v rassmatrivaemoæ srede obe uprugie sredy 1 i 4 odi-

nakovye λ_1 = λ_4, μ_1 = μ_4, ρ_1 = ρ_4, (11.1)

obe ßidkie sredy 2 i 3 takße odinakovye

λ_2 = λ_3, ρ_2 = ρ_3 (11.2)

i odinakovymi okazyva¸tsØ otnositel~nye razmera bloka 1

ε_1 = ~ε_1. (11.3)

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 267

Iz ravenstv (11.1)–(11.3) sledu¸t sootnoxeniØ

A_1 = A_4, B_1 = B_4, F_2 = F_3, ρ_{12} = ρ_{13}, ρ_{24} = ρ_{34}. (11.4) Pri predpoloßeniØh (11.1)–(11.4) formuly (10.9) i (10.10) zamenØ¸tsØ ravenstvami

τ^2_{1,2} =

F_2(α^2 + 1)(ρ_{24}ε_1 + ρ_{12}ε_2) ± √ D 2ρ_{12}ρ_{24}(F^2_2 − B^2_{14})

, (11.5)

D = F^2_2 (α^2 + 1)^2(ρ_{24}ε_1 + ρ_{12}ε_2)^2− −4(F^2_2 − B^2_{14})(α^2ρ_{24}ε_1 + ρ_{12}ε_2)(α^2ρ_{12}ε_2 + ρ_{24}ε_1), (11.6) a skorosti kaßdoæ volny vdol~ oseæ stanovØtsØ ravnymi i predstavlØ¸tsØ ravenstvami

v^2_{1,2} = v^2_{4,5} = (11.7) F_2(ρ_{24}ε_1 + ρ_{12}ε_2) ± √ F^2_2 (ρ_{24}ε_1 − ρ_{13}ε_2)^2 + 4ρ_{12}ρ_{24}B^2_{14}ε_1ε_2 2ρ_{12}ρ_{24}(F^2_2 − B^2_{14}) . Fronty obeih voln, izobraßennye na ris. 11, stanovØtsØ simmetriqnymi otnositel~no bissektrisy pervogo kvadranta.

Esli, krome predpoloßeniæ (11.1)–(11.4), delaetsØ dopolnitel~noe predpoloßenie ε_1 = ε_2 = 0.5, (11.8) to vypolnØ¸tsØ dopolnitel~nye ravenstva ρ_{12} = ρ_{24} = ρ. (11.9) V fftom sluqae vyraßeniØ (11.5) i (11.6) zamenØ¸tsØ sootnoxeniØmi

τ^2_1 = α^2 + 1 2ρ(F_2 − B_{14})

, τ^2_2 = α^2 + 1 2ρ(F_2 + B_{14})

, (11.10) a skorosti voln predstavlØ¸tsØ ravenstvami

v^2_{1,4} =

2(λ_1 + μ_1)λ_2 (λ_1 + μ_1 + λ_2)ρ

, v^2_{,5} =

2μ_1λ_2 ρ(μ_1 + λ_2)

. (11.11)

268 L. A. MOLOTKOV

�ffektivnaØ model~ 2 pri predpoloßeniØh (11.1)–(11.4), (11.8) i (11.9) stanovitsØ izotropnoæ i fronty voln okazyva¸tsØ dugami okrußnosteæ (ris. 11). Pri ukazannyh usloviØh ffffektivnaØ model~ opisyvaetsØ uravneniØmi zakona Guka

t^{(1.2)}_{xx} = t^{(2.4)}_{zz} =

F_2 2Δ ( ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ∂u^{(2.4)}_z ∂z ) + + B_{14} 2Δ ( ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) , t^{(3.4)}_{xx} = t^{(1.3)}_{zz} =

B_{14} 2Δ ( ∂u^{(1.2)}_x ∂x + ∂u^{(2.4)}_z ∂z ) + + F_2 2Δ ( ∂u^{(3.4)}_x ∂x + ∂u^{(1.3)}_z ∂z ) ,

(11.12)

sploxnoæ sredy ∂t^{(1.2)}_{xx} ∂x = ρ ∂^2u^{(1.2)}_x ∂t^2 , ∂t^{(3.4)}_{xx} ∂x = ρ ∂^2u^{(3.4)}_x ∂t^2 , ∂t^{(3.4)}_{xx} ∂z = ρ ∂^2u^{(1.3)}_z ∂t^2 , ∂t^{(1.2)}_{xx} ∂z = ρ ∂^2u^{(2.4)}_z ∂t^2 (11.13)

i uravneniØmi Lame

F_2 2Δ ( ∂^2u^{(1.2)}x ∂x^2 + ∂^2u^{(2.4)}z ∂x∂z ) + B_{14} 2Δ ( ∂^2u^{(3.4)}x ∂x^2 + ∂^2u^{(1.3)}z ∂x∂z ) = = ρ ∂^2u^{(1.2)}_x ∂t^2 ,

F_2 2Δ ( ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + ∂^2u^{(2.4)}_z ∂z^2 ) + B_{14} 2Δ ( ∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z + ∂^2u^{(1.3)}_z ∂z^2 ) = = ρ ∂^2u^{(2.4)}_z ∂t^2 , (11.14)

B_{14} 2Δ ( ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x^2 + ∂^2u^{(2.4)}_z ∂x∂z ) + F_2 2Δ ( ∂^2u^{(3.4)}_x ∂x^2 + ∂^2u^{(1.3)}_z ∂x∂z ) = = ρ ∂^2u^{(3.4)}x ∂t^2 ,

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 269

B_{14} 2Δ ( ∂^2u^{(1.2)}_x ∂x∂z + ∂^2u^{(2.4)}_z ∂z^2 ) + F_2 2Δ ( ∂^2u^{(3.4)}_x ∂x∂z + ∂^2u^{(1.3)}_z ∂z^2 ) = = ρ ∂^2u^{(1.3)}_z ∂t^2 . Sreda, opisyvaemaØ uravneniØmi (11.2)–(11.14), moßet formal~no rassmatrivat~sØ kak qastnyæ sluqaæ poroakustiqeskoæ modeli Bio [7] i v fftoæ srede takße mogut byt~ vydeleny dve fazy. Otliqie fftoæ sredy ot modeli Bio sostoit v tom, qto vydelennye fazy, kak i v §6, ne sootvetstvu¸t uprugim i ßidkim sredam. UravneniØ (11.12)–(11.14) opisyva¸t ffffektivnu¸ model~ sredy, v kotoroæ “peremexeny” uprugie i ßidkie qasticy, pri fftom ob¨em uprugih qastic raven ob¨emu ßidkih qastic.

2. Rassmotrim sluqaæ, kogda uprugiæ blok 4 zanimaet vs¸ Øqeæ-

ku i ε_1 = 0, ~ε_1 = 0. (11.15)

Pri vypolnenii odnogo pervogo usloviØ (11.15) rassmatrivaemaØ bloqnaØ sreda perehodit v sloistu¸ sredu, v kotoroæ qeredu¸tsØ ßidkiæ sloæ 2 i uprugiæ sloæ 4 i kotoraØ opisyvaetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ (10.20). Posle uqeta vtorogo usloviØ (11.15) vyraßenie (10.20) zamenØetsØ na sootnoxenie

α^2 = ρ_4 τ^2 τ^2 − (λ_4 + 2μ_4)/ρ_4 (λ_4 + 2μ_4)[τ^2 − 4μ_4(λ_4 + μ_4)/(λ_4 + 2μ_4)ρ_4]

, (11.16)

ravnosil~noe formule (7.8). Grafik harakteristiqeskoæ funkcii τ (α), soglasno ravenstvu (11.16), pokazan na ris. 13, pri fftom

v^2_1 = v^2_4 = λ_4 + 2μ_4 ρ_4 v^2_3 = v^2_6 =

4μ_4(λ_4 + μ_4) (λ_4 + 2μ_4)ρ_4

. (11.17)

Fronty pri vypolnenii usloviæ (11.15) izobraßeny na ris. 14. Perehod ot sluqaØ vypolneniØ odnogo pervogo usloviØ (11.15) k sluqa¸, kogda udovletvorØ¸tsØ oba usloviØ (11.15) svØzan s vyhodom na os~ z uglovoæ toqki fronta i s obraweniem v nul~ skorosti vtoroæ (medlennoæ) volny v_2. DlØ sravneniØ otmetim, qto posle sokraweniØ ßidkogo bloka v ffffektivnoæ modeli 1 skorost~ medlennoæ volny ostaetsØ koneqnoæ i opredelØetsØ tol~ko

270 L. A. MOLOTKOV

uprugimi parametrami. PoluqennaØ posle udovletvoreniØ usloviæ (11.15) ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ uprugoæ sredoæ, pereseqennoæ dvumØ sistemami parallel~nyh ploskosteæ, na kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ kontakta s proskal~zyvaniem, i ffta sreda issledovalals~ v [3] i v §42 [6].

Ris. 13 Ris. 14.

3. Rassmotrim sluqaæ, kogda ßidkiæ blok 2 zanimaet vs¸ Øqeæ-

ku i ε_1 = 0, ~ε_2 = 0. (11.18)

Issledovanie fftogo sluqaØ takße polezno naqat~ s analiza harakteristiqeskoæ funkcii (10.20) i v fftom vyraßenii soverxim predel~nyæ perehod pri ~ε_2 → 0. V rezul~tate predel~nogo perehoda prihodim k sootnoxeni¸

α^2 = ρ_2τ^2 λ_2

− 1, (11.19)

ravnosil~nomu formule (7.11). Iz ravenstva (11.19) sleduet, qto ffffektivnaØ model~ ØvlØetsØ odnorodnoæ izotropnoæ ßidkoæ sredoæ, v kotoroæ rasprostranØetsØ volna so skorost~¸ √ λ_2/ρ_2. Front fftoæ volny izobraßen sploxnoæ linieæ na ris. 7.

Pri vypolnenii ukazannogo predel~nogo perehoda uglovaØ toqka na fronte (ris. 12) vyhodit na os~ z, v_1 → v_3 i proishodit “sokrawenie frontov” so skorostØmi v_3. �ti fronty pokazany na ris. 7 xtrihovymi liniØmi. Perehod k izotropnoæ ßidkoæ srede takße rassmatrivalsØ v p. 3 §7.

O RASPROSTRANENII SE`SMIQESKIH VOLN ... II 271

Literatura

1. L. A. Molotkov, O rasprostranenii seæsmiqeskih voln v bloqnyh uprugo-ßidkih sredah. I. — Zap. nauqn. semin. POMI 297 (2003).

2. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli uprugoæ bloqnoæ sredy s proskal~zyvaniem na granicah. — Zap. nauqn. semin. POMI 218 (1994), 96–117.

3. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 140 (1984), 105–122.

4. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M. (1967).

5. M. Schoenberg, Wave propagating in alternating fluid and solid layers. — Wave Motion 6 (1984), 303–320.

6. L. A. Molotkov, Issledovanie rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah na osnove ffffektivnyh modeleæ Bio i sloistyh sred. Nauka, SPb (2001).

7. M. A. Biot, Mechanics of deformation and acoustic propagation in porous media.

— J. Appl. Phys. 33, No. 4 (1962), 1482–1498.

Molotkov L. A. About propagation of seismic waves in block elasticfluid media. II.

The two-dimensional medium consisting of alternating elastic and fluid blocks along the x and z axes is considered. For this block medium, the effective model described by a system of equations is constructed by the method of matrix averaging. The investigation of these equations of this model permits to separate two body waves from the wave field, to draw their fronts, and to write the expressions of their velocities along the axes. The effective model is considered in the cases, when the block medium turns into a layered elastic-fluid medium, when all blocks are of the same size, and when elastic or fluid medium occupies whole volume.

Postupilo 25 ØnvarØ 2003 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN