Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

A. N. Borodin

O RASPREDELENII NEKOTORYH FUNKCIONALOV OT BROUNOVSKOGO LOKAL^NOGO VREMENI 1. Vvedenie. V rabote rassmatriva¸tsØ nekotorye funkcio-

naly ot brounovskogo lokal~nogo vremeni i predlaga¸tsØ metody vyqisleniØ raspredeleniæ fftih funkcionalov.

Lokal~nym vremenem processa brounovskogo dvißeniØ W (s) nazyvaetsØ predel

ℓ(t, y) = lim_{ε↓0}^1ε t∫ 0 1I_{[y,y+ε)}(W (s))ds, gde 1I_E (·) – indikator borelevskogo mnoßestva E iz R^1. Process ℓ(t, y) pri kaßdom y harakterizuet dol¸ vremeni, kotoru¸ process W (s) provodit v toqke y do momenta t. PonØtie brounovskogo lokal~nogo vremeni vvel P. Levi [1]. Suwestvuet nepreryvnoe po (t, y) ∈ [0, ∞) × R^1 lokal~noe vremØ.

Brounovskoe lokal~noe vremØ, v silu svoego opredeleniØ, moßno rassmatrivat~ kak integral~nyæ funkcional ot brounovskogo dvißeniØ, sootvetstvu¸wiæ del~ta funkcii Diraka. Imenno ffto obstoØtel~stvo pozvolØet razrabotat~ ffffektivnye metody vyqisleniØ raspredeleniæ razliqnyh funkcionalov ot lokal~nogo vremeni.

Pervyæ klass funkcionalov ot brounovskogo lokal~nogo vremeni, kotorye rassmatriva¸tsØ v rabote, sostavlØ¸t inte-

gral~nye funkcionaly vida^t ∫ 0 g(ℓ(s, r))ds. Interesnym sluqaænym momentom ostanovki ØvlØetsØ moment, obratnyæ k lokal~nomu vremeni. Pri kaßdom fiksirovannom z

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke granta RFFI No. 02-01- 00265, granta NX-2258.2003.1 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN ”Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 22

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 23 oboznaqim qerez ρ(t, z) = min{s : ℓ(s, z) > t}, t ¿ 0, process, obratnyæ k lokal~nomu vremeni na urovne z.

Vaßnoæ osobennost~¸ fftogo momenta, kotoraØ predopredelØet ego svoæstva, ØvlØetsØ to, qto process ρ(t, z), t ¿ 0, ØvlØetsØ processom s nezavisimymi priraweniØmi.

Vtoroæ interesu¸wiæ nas klass sostavlØ¸t sledu¸wie funkcionaly_{ρ(t,z)} ∫ 0 f(W (s))g^2 (ℓ(s, r))ds. Moment, obratnyæ k lokal~nomu vremeni, otnositsØ k horoxo izuqennomu klassu momentov ostanovki – momentam, obratnym k vozrasta¸wim additivnym funkcionalam. Znaqitel~no sloßnee obstoit delo s momentami, obratnymi k nevozrasta¸wim additivnym funkcionalam. Zdes~ udaetsØ rassmotret~ tol~ko nekotorye qastnye sluqai nevozrasta¸wih additivnyh funkcionalov. Tak v rabote [2] izuqeny momenty, obratnye k lineænym kombinaciØm lokal~nyh vremen na raznyh urovnØh. V dannoæ rabote rassmatrivaetsØ ewe odin moment podobnogo tipa. Oprede- lim ζ(t) = min{v : v∫ 0 1I_{[r,∞)}(W (s))ds − α^{−1}ℓ(v, r) > t}, gde α > 0. Budet izuqat~sØ vopros o raspredelenii integral~- nyh funkcionalov, ostanovlennyh v moment vremeni ζ(t).

V dal~neæxem budem oboznaqat~ P_x i E_x veroØtnost~ i matematiqeskoe oßidanie po processu brounovskogo dvißeniØ W (s) pri uslovii, qto on naqinaetsØ v toqke x.

Zadaqu vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov dlØ fiksirovannogo t moßno s pomow~¸ preobrazovaniØ Laplasa po t svesti k analogiqnoæ zadaqe dlØ momenta τ , gde τ – sluqaænaØ veliqina, kotoraØ ne zavisit ot processa brounovskogo dvißeniØ W (s) i imeet ffksponencial~noe raspredelenie P(τ > t) = e^{−λt} s parametrom λ > 0. Rassmotrenie sluqaænoæ veliqiny τ obuslovleno tem, qto dlØ τ rexenie, kak pravilo, svØzano s differencial~nymi zadaqami, soderßawimi obyknovennye differencial~nye uravneniØ vmesto uravneniæ s qastnymi proizvodnymi. Vernut~sØ k fiksirovannomu momentu vremeni t moßno posredstvom obratnogo preobrazovaniØ Laplasa po parametru λ.

24 A. N. BORODIN

2. Integral~nye funkcionaly ot lokal~nogo vremeni.

Rassmotrim zadaqu o raspredelenii funkcionala^t ∫ 0 g(ℓ(s, r))ds. Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØet vyqislØt~ raspredelenie fftogo funkcionala dlØ ffksponencial~no raspredelennogo momenta τ , a znaqit i dlØ fiksirovannogo t.

V dal~neæxem pod kusoqno-nepreryvnymi funkciØmi podrazumeva¸tsØ funkcii, kotorye ime¸t lix~ koneqnoe qislo toqek razryva, i v toqkah razryva suwestvu¸t levostoronnie i pravostoronnie predely.

Teorema 2.1. Pust~ g(x), x ∈ [0, ∞), – kusoqno-nepreryvnaØ neo-

tricatel~naØ funkciØ, nepreryvnaØ sprava v nule. Togda

Ex exp^( −^{τ∫}_0 g(ℓ(s, r))ds^) =^λ_{λ + g(0)}^(1 − e^{−|x−r|√2λ+2g(0))}+ +e^{−|x−r|} √_{2λ+2g(0)}^∞∫ 0 2λ p_{2λ + 2g(v)} exp^( −^{v∫}_0^√2λ + 2g(u)du^)dv. (2.1)

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto g(x) – differenciruemaØ

funkciØ. Ot fftogo ograniqeniØ nesloßno izbavit~sØ s pomow~¸ predel~nogo perehoda, pri kotorom kusoqno-nepreryvnye funkcii approksimiru¸tsØ gladkimi.

Dokazatel~stvo teorema 2.1 osnovyvaetsØ na teoreme 3 iz [3]. Primenitel~no k rassmatrivaemomu funkcionalu iz fftoæ teoremy sleduet, qto funkciØ

U (x, y) = E_x exp ( − τ∫ 0 g(y + ℓ(s, r))ds )

pri l¸bom y ∈ (0, ∞) nepreryvna po x ∈ R i udovletvorØet uravneniØm 1 2 ∂^2 ∂x^2 U (x, y) − (λ + g(y))U (x, y) = −λ, x ≠ r, (2.2) 1 2 ( ∂ ∂x U (r − 0, y) − ∂ ∂x U (r + 0, y) ) = ∂ ∂y U (r, y). (2.3) Nepreryvnoe rexenie zadaqi (2.2), (2.3) iwem v vide U (x, y) = λ λ + g(y) + ( c(y) − λ λ + g(y) ) exp ( − |x − r| √ 2λ + 2g(y) ) ,

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 25 gde c(y) – nekotoraØ funkciØ, kotoraØ v silu (2.3) dolßna udovletvorØt~ uravneni¸ ( c(y) − λ λ + g(y) )√ 2λ + 2g(y) = c^′(y).

Rexenie fftogo uravneniØ imeet vid

c(y) = exp (^y∫ 0 √ 2λ + 2g(v)dv )( c_0−

− y∫ 0 2λ p_{2λ + 2g(v)} exp^( −^{v∫}_0^√2λ + 2g(u)du^)dv^),

gde c_0 – nekotoraØ konstanta. V silu ograniqennosti funkcii c(y) pri y → ∞ dolßno vypolnØt~sØ ravenstvo

c_0 = ∞∫ 0 2λ p_{2λ + 2g(v)} exp^( −^{v∫}_0^√2λ + 2g(u)du^)dv,

i, sledovatel~no, c(y) = ∞∫ y 2λ p_{2λ + 2g(v)} exp^( −^{v∫}_y^√2λ + 2g(u)du^)dv.

V rezul~tate dlØ funkcii U (x, y) imeem sledu¸wee predstavle- nie U (x, y) = λ λ + g(y) ( 1 − e^{−|x−r|} √_{2λ+2g(y)}) +

+e^{−|x−r|} √_{2λ+2g(y)}^∞∫ y 2λ p_{2λ + 2g(v)} exp^( −^{v∫}_y^√2λ + 2g(u)du^)dv. (2.4)

VybiraØ v ravenstve y = 0, poluqaem utverßdenie teoremy.

Primer 2.1. Rassmotrim vopros o raspredelenii momenta, rav-

nogo minimumu iz τ , i ρ(q, r) – momenta, obratnogo k lokal~nomu vremeni. Pust~ g(x) = γ1I_{(−∞,q]}(x), γ ¿ 0, q ¿ 0. Togda iz (2.1) sleduet, qto Ex exp^( − γ min{τ, ρ(q, r)}^) =^λ_{λ + γ} +^γ_{λ + γ} e^{−(q+|x−r|)√2λ+2γ}.

26 A. N. BORODIN ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po λ i γ, poluqaem

Px^( min{t, ρ(q, r)} = t^) = 1 − Erfc^{(q + |r − x|}√_{2t}^), (2.5) d dy Px^( min{t, ρ(q, r)} < y^) =^{q + |r − x|}√_{2πy3/2} e^{−(q+|r−x|)2/2y}1I(0,t)(y). (2.6) 3. Integral~nye funkcionaly, ostanovlennye v moment, obratnyæ k lokal~nomu vremeni. Rassmotrim zadaqu o ras-

predelenii funkcionala ρ(t,r)∫

0 f(W (s))g^2 (ℓ(s, r))ds.

Teorema 3.1. Pust~ f(x), g(x), x ∈ R, – kusoqno-nepreryvnye neo-

tricatel~nye funkcii, i g(x) nepreryvna sprava v nule. Togda

Ex exp^(− ρ(t,r)∫

0 f(W (s))g^2 (ℓ(s, r))ds ) =

= exp ( −^Δ_2 t∫ 0 g(v) φ(g(v)r)ψ(g(v)r)dv ) ψ(g(0)x) ψ(g(0)r) , pri x 6 r, φ(g(0)x) φ(g(0)r) , pri r 6 x, (3.1)

gde φ(x), ψ(x), sootvetstvenno, ubyva¸wee i vozrasta¸wee fundamental~nye rexeniØ uravneniØ 1 2 ϕ^{′′}(x) − f(x)ϕ(x) = 0, (3.2)

i Δ = ψ^′(x)φ(x) − ψ(x)φ^′(x) – vronskian.

Zameqanie 3.1. DlØ kusoqno-nepreryvnoæ funkcii f uravnenie

(3.2) dolßno traktovat~sØ sledu¸wim obrazom: ono imeet mesto vo vseh toqkah nepreryvnosti funkcii f, a v toqkah razryva funkcii f ego rexenie nepreryvno vmeste s pervoæ proizvodnoæ.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto g(x) – differenciruemaØ

funkciØ. Ot fftogo ograniqeniØ nesloßno izbavit~sØ s pomow~¸ predel~nogo perehoda.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 27 Vospol~zuemsØ oqevidnym sootnoxeniem

Ex exp^( − ρ(t,r)∫

0 f(W (s))g^2 (ℓ(s, r))ds ) = U (x, 0), gde U (x, y) = E_x exp ( − ∞∫ 0 f(W (s))g^2(y + ℓ(s, r))1I_{(−∞,t]}(y + ℓ(s, r))ds ) . Primenim teoremu 4.2 iz [4]. V rezul~tate poluqim, qto funkciØ U (x, y) pri l¸bom y ∈ (0, ∞) nepreryvna po x ∈ R i udovletvorØet uravneniØm 1 2 ∂^2 ∂x^2 U (x, y) − f(x)g 2(y)1I_{(−∞,t]}(y)U (x, y) = 0, x ≠ r, (3.3) 1 2 ( ∂ ∂xU (r − 0, y) − ∂ ∂xU (r + 0, y) ) = ∂ ∂y U (r, y). (3.4) Rexenie zadaqi (3.3), (3.4) iwem v vide U (x, y) = c(y) ψ(g(y)x) ψ(g(y)r) , pri x 6 r, c(y) φ(g(y)x) φ(g(y)r) , pri r 6 x, gde c(y) – nekotoraØ funkciØ, kotoraØ v silu (3.4) dolßna udovletvorØt~ uravneni¸ g(y)c(y) 2 (φ_{′(}g_(y_)r_) φ(g(y)r) − ψ^′(g(y)r) ψ(g(y)r) ) = c^′(y). Poskol~ku vronskian dlØ dannogo uravneniØ ØvlØetsØ postoØnnoæ veliqinoæ, to

c(y) = c_0 exp

(_Δ 2 y∫ 0 g(v) φ(g(v)r)ψ(g(v)r) dv ) . Iz opredeleniØ funkcii U (x, y) sleduet, qto U (r, t) = 1, pofftomu

c_0 = exp ( −^Δ_2 t∫ 0 g(v) φ(g(v)r)ψ(g(v)r) dv ) .

28 A. N. BORODIN V rezul~tate pri y 6 t imeem

U (x, y) = exp ( −^Δ_2 t∫ y g(v) φ(g(v)r)ψ(g(v)r) dv ) ψ(g(y)x) ψ(g(y)r) , pri x 6 r, φ(g(y)x) φ(g(y)r) , pri r 6 x. Teorema dokazana.

Primer 3.1. Rassmotrim vopros o raspredelenii veliqiny plo-

wadi pod grafikom lokal~nogo vremeni do momenta vyhoda lokal~nogo vremeni na uroven~ t. Pust~ g(v) = √ v. Togda iz (3.2) sleduet, qto

Ex exp^( − γ ρ(t,r)∫

0 ℓ(s, r)ds ) = exp ( − 2t^{3/2} √ 2γ/3 ) . ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po γ, poluqaem d dv Px^( ρ(t,r)∫

0 ℓ(s, r)ds < v ) =^2 t^{3/2} 3 √ 2πv3^/2

e^{−2t3/9v}. (3.5)

4. Moment, obratnyæ k additivnomu nevozrasta¸wemu funkcionalu special~nogo vida. V dannom paragrafe req~

poædet o momente

ζ(t) = min{v : v∫ 0 1I_{[r,∞)}(W (s))ds − α^{−1}ℓ(v, r) > t}. Oqevidno, qto ζ(t) ¿ t. Kak uße otmeqalos~, zadaqu vyqisleniØ raspredeleniæ funkcionalov dlØ momenta ζ(t) dlØ fiksirovannogo t moßno s pomow~¸ preobrazovaniØ Laplasa po t svesti k analogiqnoæ zadaqe dlØ momenta ζ(τ ), gde τ – sluqaænaØ veliqina, kotoraØ ne zavisit ot processa W (s) i imeet ffksponencial~noe raspredelenie P(τ > t) = e^{−λt} s parametrom λ > 0.

Teorema 4.1. Pust~ f(x), x ∈ R, – kusoqno-nepreryvnaØ neotri-

catel~naØ funkciØ, λ ¿ 0, β ¿ 0 i z ≠ r. Togda funkciØ

M (x) = E_x exp ( − ζ(τ)∫

0 f(W (s))ds − βℓ(ζ(τ ), z) ) (4.1)

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 29

ØvlØetsØ nepreryvnym ograniqennym rexeniem zadaqi 1 2 M^{′′}(x) − (f(x) + λ1I_{[r,∞)}(x))M (x) = −λ1I_{[r,∞)}(x), x ≠ r, z, (4.2)

M^′(z + 0) − M^′(z − 0) = 2βM (z), (4.3)

M^′(r + 0) − M^′(r − 0) = −2λα^{−1}M (r) + 2λα^{−1}M_0(r), (4.4) gde M_0(r) = E_r exp ( − ζ(0)∫

0 f(W (s))ds − βℓ(ζ(0), z) ) . (4.5)

Zameqanie 4.1. Esli z = r, to usloviØ (4.3), (4.4) nußno ob¨-

edinit~ v odno sledu¸wee uslovie

M^′(r + 0) − M^′(r − 0) = (2β − 2λα^{−1})M (r) + 2λα^{−1}M_0(r).

Zameqanie 4.2. V zadaqu (4.2)–(4.5) vhodit neizvestnaØ posto-

ØnnaØ M_0(r), kotoraØ delaet fftu zadaqu neobyqnoæ. Vyqislenie fftoæ postoØnnoæ moßet byt~ osnovano na tom fakte, qto rexenie dolßno byt~ preobrazovaniem Laplasa po t ubyva¸weæ funkcii vremeni.

DlØ vyqisleniØ konstanty M_0(r) v ramkah sdelannogo zameqaniØ, nußno umet~ vyqislØt~ obratnoe preobrazovanie Laplasa po λ ot funkcii M (x). Sdelat~ ffto udaetsØ tol~ko dlØ nekotoryh konkretnyh funkciæ f(x), dlØ kotoryh zadaqa (4.2)–(4.4) rexaetsØ v Øvnom vide.

Rassmotrim tri primera rexeniØ zadaqi (4.2)–(4.5). V pervom primere predpoloßim, qto f(x) = γ, a β = 0. Takim obrazom, M (x) = E_xe^{−γζ(τ)}, i nas interesuet raspredelenie samogo momenta ζ(t).

Nepreryvnoe ograniqennoe rexenie zadaqi (4.2), (4.4) moßno predstavit~ v vide

M (x) = λ λ + γ − ( λ λ + γ − A ) e^{−(x−r)√2λ+2γ} , r 6 x, Ae^{−(r−x)√2γ} , x 6 r, gde A – neizvestnaØ postoØnnaØ. Teper~, oboznaqiv dlØ kratkosti p = M_0(r), iz usloviØ (4.4), poluqim A = λ(p √ λ + γ − α/ √ 2) √ λ + γ( √ λ + γ − √γ − α/ √ 2)( √ λ + γ + √γ) .

30 A. N. BORODIN DlØ togo, qtoby naæti raspredelenie veliqiny ζ(t) vyqislim obratnoe preobrazovanie Laplasa po λ ot funkcii^1_λM (x). Vospol~zuemsØ horoxo izvestnoæ formuloæ (sm., naprimer, [5], priloßenie 3) L^{−1}_λ (_1 √ λ( √ λ + η) e^{−μ} √ λ ) = e^{μη+η2 t} Erfc ( μ 2 √ t + η √ t ) , μ ¿ 0. (4.6)

gde simvol L^{−1}_λ oboznaqaet operator obratnogo preobrazovaniØ

Laplasa po λ, a Erfc(x) = 1−Erf(x) = 1−^2√_π^x ∫ 0 e^{−v2} dv, x ∈ R. Takim

obrazom, pri x = r Er e^{−γζ(t)} = L^{−1}_λ^{( (p√λ + γ − α/√2)} √ λ + γ( √ λ + γ − √γ − α/ √ 2)( √ λ + γ + √γ) ) = = e^{−γt}L^{−1}_λ (_(p√λ − α/√_{2)} √ λ( √ λ − √γ − α/ √ 2)( √ λ + √γ) ) . (4.7)

LevaØ qast~ fftogo sootnoxeniØ ØvlØetsØ ubyva¸weæ funkcieæ po t. V svØzi s fftim analiz struktury pravoæ qasti privodit k sledu¸wemu zakl¸qeni¸. PravaØ qast~ (4.6) pri otricatel~- nyh η vozrastaet po t. V qastnosti, veliqina e^{−γt}L^{−1}_λ (_1 √ λ( √ λ − √γ − α/ √ 2) ) = e^{(α√2γ+α2/2)t} Erfc ( − √ γt − α √ t/2 ) pri t → +∞ stremitsØ k beskoneqnosti. Iz formuly (4.7) i usloviØ ograniqennosti nesloßno zakl¸qit~, qto^α_p√_2 = √γ+^α√_2 , t. e. qto

Ere^{−γζ(0)} = p =^α_{α +} √_{2γ} .

ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po γ, poluqaem d dv Pr(ζ(0) < v) =^α√_{2πv} −^{α2}_2 e^{α2v/2} Erfc(α^√v/2).

Krome togo iz formuly dlØ p sleduet, qto P_r(ζ(0) = 0) = 0. �to oznaqaet, qto naqinaØs~ v toqke r process η(v) = v∫ 0 1I_{[r,∞)}(W (s))ds − α^{−1}ℓ(v, r) s veroØtnost~¸ edinica snaqala idet obØzatel~no vniz.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 31

Poskol~ku vyqislena postoØnnaØ p = M_0(r), to dlØ funkcii M (x) imeem sledu¸wee vyraßenie 1 λExe^{−γζ(τ)} = (4.8) = 1 λ + γ ( 1 − e^{−(x−r)√2λ+2γ} ) + αe^{−(x−r)} √_{2λ+2γ} (α + √ 2γ) √ λ + γ( √ λ + γ + √γ) , r 6 x, αe^{−(r−x)√2γ} (α + √ 2γ) √ λ + γ( √ λ + γ + √γ) , x 6 r. ObrawaØ preobrazovanie Laplasa po λ, poluqaem Exe^{−γζ(t)} = e^{−γt} Erf ( x − r √ 2t ) + αe^{(x−r)√2γ} α + √ 2γ Erfc ( x − r √ 2t + √ γt ) , r 6 x, αe^{−(r−x)√2γ} α + √ 2γ Erfc (√ γt ) , x 6 r. ObrawaØ teper~ preobrazovanie Laplasa po γ, poluqaem

Px(ζ(t) = t) = Erf^{( x − r}√_{2t}^), (4.9)

pri r 6 x i t < v d dv Px(ζ(t) < v) =^{∞∫}_0^{αe−(x−r+y)2 /2t}√_{πt}^{(e−y2 /2(v−t)}p_{π(v − t)} − − αe^{αy+α} 2(_v−_t)_/2 √ 2 Erfc

( yp_{2(v − t)} +^{α√v − t}√_2^{))}dy, (4.10)

pri x 6 r i t < v d dv Px(ζ(t) < v) =^{∞∫}_0^{αe−y2/2t}√_{πt}^{( e−(r−x+y)2 /2(v−t)}p_{π(v − t)} − − αe^{α(r−x+y)+α2 (v−t)/2} √ 2 Erfc ( r − x_+ y p_{2(v − t)} +^{α√v − t}√_2^{))}dy. (4.11)

Rassmotrim vtoroæ primer. Predpoloßim, qto f(x) = 0. Sledovatel~no req~ poædet o raspredelenii lokal~nogo vremeni ℓ(ζ(τ ), z), ostanovlennogo v moment vremeni ζ. Rassmotrim funk- ci¸ M (x) = E_xe^{−βℓ(ζ(τ),z)}. (4.12)

32 A. N. BORODIN Pri z > r ne udaetsØ vyqislit~ postoØnnu¸ M_0(r) s pomow~¸ podhoda, kotoryæ predlagaetsØ niße dlØ sluqaØ z < r, pofftomu fftot sluqaæ my opuskaem. Pust~ z 6 r. Togda nepreryvnoe ograniqennoe rexenie zadaqi (4.2)–(4.5) iwem v vide

M (x) = 1 − (1 − D)e^{−(x−r)√2λ}, r 6 x, C r − x r − z + D, z 6 x 6 r, C + D, x 6 z, gde C i D – neizvestnye postoØnnye. Ispol~zuØ uslovie (4.3), poluqim C = −^{2β(r − z)D}

1 + 2β(r − z) . Oboznaqim dlØ kratkosti p = M0(r).

Teper~, prinimaØ vo vnimanie uslovie (4.4), naædem, qto D = λp − αpλ/2 λ − αpλ/2 − αβ 1 + 2β(r − z) = λp − αpλ/2 ( √ λ − q+)( √ λ − q−) , gde q_± = α 2 √ 2 ± √ α^2 8 + αβ 1 + 2β(r − z) . Oqevidno, qto q_− < 0 < q_+. V rezul~tate pri x 6 z imeem

M (x) = λp − αpλ/2 (1 + 2β(r − z))( √ λ − q+)( √ λ − q−) . (4.13)

DlØ togo, qtoby naæti raspredelenie veliqiny ℓ(ζ(t), z) vyqislim obratnoe preobrazovanie Laplasa po λ ot funkcii^1_λ M (x). Ispol~zuØ dovody analogiqnye privedennym v pervom primere, poluqim, qto α/p √ 2 = q_+, t. e., qto

Er exp^( − βℓ(ζ(0), z)^) = p =^α_{q+}√_2 =^{( 1}_2 +^{√ 1}_4 +^β_{α(1 + 2β(r − z))}^{)−1}.

Tem samym vyqislena postoØnnaØ p = M_0(r). V rezul~tate dlØ funkcii M (x) pri z 6 r imeem sledu¸wee vyraßenie

1 λ M (x) = 1 λ − (_1 λ − α q+ √ 2λ( √ λ − q−) ) e^{−(x−r)√2λ}, r 6 x, α(1 + 2β(x − z)) (1 + 2β(r − z))q+ √ 2λ( √ λ − q−) , z 6 x 6 r, α (1 + 2β(r − z))q+ √ 2λ( √ λ − q−) , x 6 z.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 33 Nakonec, obrawaØ preobrazovanie Laplasa po λ, poluqaem Exe^{−βℓ(ζ(t),z)} = (4.14) = Erf ( x − r √ 2t ) + α q+ √ 2 e^{−q}�^{(r−x)+q2}�^t Erfc ( x − r √ 2t − q_− √ t ) , r 6 x, α(1 + 2β(x − z)) (1 + 2β(r − z))q+ √ 2 e^{q2}�^t Erfc ( −q_− √ t ) , z 6 x 6 r, α (1 + 2β(r − z))q+ √ 2 e^{q2}�^t Erfc ( −q_− √ t ) , x 6 z. V tret~em primere polagaem z = r, t. e., qto lokal~nye vremena v opredelenii momenta vremeni i v funkcionale berutsØ na odnom urovne (sm. zameqanie 4.1), a takße polagaem, qto f(x) = γ1I_{[u,∞)}(x). Takim obrazom, rassmatrivaetsØ lineænaØ kombinaciØ vremeni prebyvaniØ brounovskogo dvißeniØ vyxe urovnØ u do sluqaænogo momenta ζ i lokal~nogo vremeni na urovne r. Rassmotrim funkci¸

M (x) = E_x exp ( − γ ζ(τ)∫

0 1I_{[u,∞)}(W (s))ds − βℓ(ζ(τ ), r) ) , (4.15)

kotoraØ soglasno teoreme 4.1 udovletvorØet zadaqe 1 2 M^{′′}(x)−(γ1I_{[u,∞)}(x)+λ1I_{[r,∞)}(x))M (x) = −λ1I_{[r,∞)}(x), x ≠ r, (4.16)

M^′(r+0)−M^′(r−0) = (2β −2λα^{−1})M (r)+2λα^{−1}M_0(r). (4.17)

Kak i v predyduwem primere udaetsØ issledovat~ lix~ sluqaæ u 6 r. V fftom sluqae nepreryvnoe ograniqennoe rexenie zadaqi (4.16), (4.17) iwem v vide

M (x) = λ λ + γ − ( λ λ + γ − A ) e^{−(x−r)√2λ+2γ}, r 6 x, A ch((x − u) √ 2γ) ch((r − u) √ 2γ) , u 6 x 6 r, A ch((r − u) √ 2γ) , x 6 u, gde A – neizvestnaØ postoØnnaØ. V fftom predstavlenii my uqli nepreryvnost~ funkcii M (x) i ee proizvodnoæ v toqke u, a takße nepreryvnost~ v toqke r. Teper~, oboznaqiv dlØ kratkosti p = M_0(r), iz usloviØ (4.17) poluqim A = λp − αλ/ √ 2λ + 2γ λ − αβ − αp(λ + γ)/2 − αpγ/2 th((r − u) √ 2γ) =

34 A. N. BORODIN = λ(p √ λ + γ − α/ √ 2) √ λ + γ( √ λ + γ − q+)( √ λ + γ − q−) , gde q_± = α 2 √ 2 ± √ α^2

8 + γ + αβ + α √ γ/2 th((r − u) √ 2γ). Vyraßenie pod kornem ravno ( α 2 √ 2 − √ γ )_2 + αβ + α√γe^{(r−u)√2γ} √ 2 ch((r − u) √ 2γ) , pofftomu q_− < √γ < q_+. Teper~, ispol~zuØ dovody analogiqnye privedennym v pervom primere, poluqim, qto p = α q+ √ 2 = (_1 2 + ((_1 2 − √ 2γ α )_2

+^2 β α^2 + √ 2γe(^r−^u) √ 2γ α ch((r − u) √ 2γ) )_{1/2})_{−1} . Tem samym vyqislena postoØnnaØ p = M_0(r), i v rezul~tate dlØ funkcii M (x) pri u 6 r imeem sledu¸wee vyraßenie

1 λM (x) =

1 λ + γ − (_1 λ + γ − − α q+ √ 2λ + 2γ( √ λ + γ − q−) ) e^{−(x−r)√2λ+2γ} , r 6 x, α ch((x − u) √ 2γ) ch((r − u) √ 2γ)q+ √ 2λ + 2γ( √ λ + γ − q−) , u 6 x 6 r, α ch((r − u) √ 2γ)q+ √ 2λ + 2γ( √ λ + γ − q−) , x 6 u. Nakonec, obrawaØ preobrazovanie Laplasa po λ, poluqaem

e^{γt}E_x exp ( −γ ζ(t)∫

0 1I_{[u,∞)}(W (s))ds−βℓ(ζ(t), r) ) = (4.18)

= Erf ( x − r √ 2t ) + α q+ √ 2 e^{−q}�^{(r−x)+q2}�^t Erfc ( x − r √ 2t − q_− √ t ) , r 6 x, α ch((x − u) √ 2γ) ch((r − u) √ 2γ)q+ √ 2 e^{q2}�^t Erfc ( −q_− √ t ) , u 6 x 6 r, α ch((r − u) √ 2γ)q+ √ 2 e^{q2}�^t Erfc ( −q_− √ t ) , x 6 u. Otmetim odin vyroßdennyæ sluqaæ fftogo ravenstva. Pust~ u = r i β = −γα^{−1}, togda levaØ qast~ ravenstva ravna edinice, poskol~ku v fftom sluqae moment ζ ØvlØetsØ obratnym k rassmatrivaemomu funkcionalu, t. e. znaqenie veliqiny pod znakom

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 35 ffksponenty ravno −γt. V pravoæ ße qasti imeem q_+ = α/ √ 2, q_− = 0, qto toße privodit k edinice.

Otmetim takße, qto formula (4.8) ØvlØetsØ qastnym sluqaem vyxeprivedennoæ formuly pri u → −∞ i β = 0. Deæstvitel~no, pri fftih usloviØh q_+ = √γ + α/ √ 2 i q_− = − √ γ. Literatura

1. P. Lévy, Sur certains processus stochastiques homogènes. — Compositio Math. 7 (1939), 283–339.

2. A. N. Borodin, Raspredelenie funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment, obratnyæ k lineænoæ kombinacii lokal~nyh vremen. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI, 294 (2002), 43–54.

3. A. N. Borodin, O raspredelenii supremuma priraweniæ brounovskogo lokal~nogo vremeni. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI, 142 (1985), 6–24.

4. A. N. Borodin, Raspredelenie integral~nyh funkcionalov ot processa brounovskogo dvißeniØ. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI, 119 (1982), 19–38.

5. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion – Facts and Formulae, Second Edition. Basel–Boston–Berlin, Birkhäuser, 2002.

Borodin A. N. On distributions of some functionals of Brownian local time.

Some functionals of Brownian local time are considered. For these functionals we propose the methods of the calculation of the distributions of the functionals.

Postupilo 26 noØbrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN