Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

A. ı. Zaæcev OB APPROKSIMACII VYBORKI PUASSONOVSKIM TOQEQNYM PROCESSOM

Cel~ nastoØweæ raboty – pokazat~, qto poluqennye ranee rezul~taty ob approksimacii raspredeleniæ summ nezavisimyh slagaemyh soprovoßda¸wimi bezgraniqno delimymi zakonami moßno interpretirovat~ kak soderßatel~nye koliqestvennye ocenki blizosti vyborki, sostavlennoæ iz nezavisimyh nabl¸- deniæ, i puassonovskogo toqeqnogo processa, poluqaemogo pri puassonizacii ishodnoæ vyborki.

Puassonovskiæ toqeqnyæ process Y na nekotorom izmerimom prostranstve (X, S) s meroæ intensivnosti λF , gde S – σ-algebra podmnoßestv mnoßestva X, λ > 0, a F – nekotoraØ veroØtnostnaØ mera, moßno opredelit~ sledu¸wim obrazom (sm. [25]). Pust~ Y^{(1)}, Y^{(2)}, . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh fflementov prostranstva (X, S) s raspredeleniØmi F , a η – ne zavisØwaØ ot fftoæ posledovatel~nosti sluqaænaØ veliqina, ime¸waØ raspredelenie Puassona s parametrom λ. Poloßim Y = { Y^{(1)}, Y^{(2)}, . . . , Y^{(η)} } pri η > 0 i Y = ?

pri η = 0. Toqki Y^{(j)}, sostavlØ¸wie toqeqnyæ process Y, rassmatriva¸tsØ s uqetom kratnosti: esli k iz sluqaænyh fflementov Y^{(1)}, Y^{(2)}, . . . , Y^{(η)} prinima¸t odno i to ße znaqenie x, to sqitaetsØ, qto v toqke x okazalos~ k toqek processa Y. DlØ l¸bogo izmerimogo mnoßestva A ∈ S opredelim toqeqnyæ process Y_A = { Y^{(j)} ∈ A : j = 1, . . . , η } . Oboznaqim Y(A) koliqestvo toqek processa Y, popavxih v mnoßestvo A. Togda my imeem P {Y(A) = 0} = e^{−λF {A}} i P {Y(A) = k} = (λF {A})^k e^{−λF {A}}/k!, k = 1, 2, . . . , to est~ sluqaænaØ veliqina Y(A) imeet raspredelenie Puassona s parametrom λF {A}. Fundamental~nym svoæstvom puas-

Rabota podderßana grantami RFFI 02-01-00265 i NX-2258.2003.1 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 111

112 A. ı. ZA`CEV sonovskogo toqeqnogo processa ØvlØetsØ prostranstvennaØ nezavisimost~: dlØ l¸byh poparno nepereseka¸wihsØ mnoßestv

A_1, A_2, . . . , A_m ∈ S sluqaænye veliqiny Y(A_1), Y(A_2), . . . , Y(A_m)

nezavisimy v sovokupnosti. Zametim takße, qto Y_A moßno rassmatrivat~ kak puassonovskiæ toqeqnyæ process na prostranstve (A, S_A) s meroæ intensivnosti λF_A, gde S_A i F_A oboznaqa¸t sußeniØ σ-algebry S i mery F na mnoßestvo A ∈ S.

Pust~ X_i – nezavisimye sluqaænye fflementy izmerimogo prostranstva (X, S) s raspredeleniØmi F_i = L(X_i), i =

1, . . . , n. My rassmotrim zadaqu ob approksimacii vyborki X = {X_1, X_2, . . . , X_n} puassonovskim toqeqnym processom Y = { Y^{(1)}, Y^{(2)}, . . . , Y^{(η)} } s meroæ intensivnosti ∑_n i=1 F_i = nF , gde F = n^{−1} ∑_n i=1 F_i. Zametim, qto dlØ processa Y sluqaænaØ veli-

qina η imeet raspredelenie Puassona s parametrom n. Imenno zamena X na Y i obratno proizvoditsØ pri puassonizacii i depuassonizacii ffmpiriqeskih processov (sm., naprimer, raboty [39, dokazatel~stvo Lemmy 2.2] [11], [21] i bibliografi¸ v nih). Pri fftom suwestvenno ispol~zuetsØ prostranstvennaØ nezavisimost~ puassonizirovannoæ vyborki Y.

Rassmotrim nezavisimye puassonovskie toqeqnye processy

Y_i s merami intensivnosti F_i = L(X_i), i = 1, . . . , n. Oboznaqim Y^{(1)}_i , Y^{(2)}_i , . . . , Y^{(ηi)}_i sluqaænye fflementy, sootvetstvu¸wie toqeq-

nomu processu Y_i. Izvestno, qto togda toqeqnyæ process Y^∗ = ⋃_n i=1 Y_i, gde Y_i = { Y^{(1)}_i , Y^{(2)}_i , . . . , Y^{(ηi)}_i } , imeet koneqnomernye raspredeleniØ sluqaænyh veliqin Y^∗(A_1), Y^∗(A_2), . . . , Y^∗(A_m), sovpada¸wie s koneqnomernymi raspredeleniØmi sluqaænyh veliqin Y(A_1), Y(A_2), . . . , Y(A_m) dlØ l¸byh mnoßestv A_1, A_2, . . . , A_m ∈ S. Pust~ f = (f_1 , . . . , f_d) : (X, S) → ( R^d, B_d ) – izmerimoe otobraßenie, a B_d – borelevskaØ σ-algebra. Oboznaqim

G_f = L (_n∑ i=1 f (X_i) ) , H_f = L ( η∑ i=1 f (Y^{(i)}) ) . (1)

Pust~ R(·, ·) – nekotoroe rasstoØnie v prostranstve veroØtnostnyh mer. ProizvedeniØ i stepeni mer budut ponimat~sØ v smysle svertki. My budem oboznaqat~

R_f (X, Y) = R(G_f , H_f )

OB APPROKSIMACII VYBORKI 113 i e (λF ) = e^{−λ} ∞∑ s=0 λ^sF^s s! , gde λ ≥ 0, a F – nekotoroe veroØtnostnoe raspredelenie v prostranstve ( R^d, B_d ) . HarakteristiqeskaØ funkciØ raspredeleniØ

e (λF ) ravna exp ( λ ( ^ F (t) − 1 )) , gde

^F (t) = ∫ R^d e^{i⟨t,x⟩} F {dx} – harakteristiqeskaØ funkciØ raspredeleniØ F . V qastnosti, s pomow~¸ fftoæ formuly moßno proverit~, qto imeet mesto ravenstvo n∏ i=1 e (λ_iF_i) = e (_n ∑ i=1 λ_iF_i ) = e ( (λ_1 + · · · + λ_n) n∑ i=1 λ_iF_i λ_1 + · · · + λ_n ) . Netrudno videt~, qto

G_f = n∏ i=1 L(f (X_i)), H_f = e (_n ∑ i=1 L(f (X_i)) ) . (2)

My budem v pervu¸ oqered~ rassmatrivat~

ρ(F, G) = sup_{x∈Rd} |F (x) − G(x)| , x = (x_1, . . . , x_d) ∈ R^d,

– ravnomernoe rasstoØnie meßdu funkciØmi raspredeleniØ

F (x) = F {{ y ∈ R^d : y ≤ x }} . Nas budet interesovat~ approksimaciØ veroØtnosteæ sobytiæ vida {_n ∑ i=1 f (X_i) ≤ x } = {_n ∑ i=1 f_i(X_i) ≤ x_i, i = 1, . . . , n } , x ∈ R^d, (3)

kotorye moßno interpretirovat~ kak veroØtnosti togo, qto summarnye vozdeæstviØ faktorov riska f_i ne prevzoædut fiksirovannyh kritiqeskih znaqeniæ x_i. My ocenim veliqiny vida

ρ_f (X, Y) = sup_{x∈Rd} | | | | | P {_n ∑ i=1 f (X_i) ≤ x } − P {_η ∑ i=1 f (Y^{(i)}) ≤ x }| | | | . (4)

114 A. ı. ZA`CEV Ocenivanie veliqiny ρ_f (X, Y) svoditsØ k ocenivani¸ blizosti raspredeleniæ lineænyh funkcionalov vida ∫ f (x) m_X(dx) i ∫ f (x) m_Y(dx), gde m_X i m_Y – nenormirovannye ffmpiriqeskie me-

ry, postroennye po sravnivaemym toqeqnym processam X i Y. Zametim, kstati, qto iz blizosti lineænyh funkcionalov ne vytekaet blizost~ raspredeleniæ. Naprimer, v rabote avtora [51] dlØ l¸bogo ε > 0 postroeny primery takih dvumernyh raspredeleniæ F i G, qto rasstoØnie po variacii meßdu proekciØmi fftih raspredeleniæ na proizvol~noe napravlenie ne prevoshodit ε, a ρ(F, G) ¿ 1/2.

OboznaqeniØ c(·), c_1(·), c_2(·), budut primenØt~sØ dlØ poloßitel~nyh postoØnnyh, zavisØwih tol~ko ot ukazannyh v skobkah argumentov, priqem simvol c(·) budet ispol~zovat~sØ kak dlØ odinakovyh, tak i dlØ razliqnyh postoØnnyh v teh sluqaØh, kogda nam bezrazliqny ih qislennye znaqeniØ. Tak naprimer, c(d) zavisØt tol~ko ot razmernosti d, c – absol¸tnye postoØnnye. Budem takße oboznaqat~ F_d – mnoßestvo vseh d-mernyh veroØtnostnyh raspredeleniæ, E_a ∈ F_d – raspredelenie, sosredotoqennoe v toqke a ∈ R^d, E = E_0, gde simvolom 0 ∈ R^d oboznaqen nulevoæ vektor. Naprimer, vvedennye vyxe mery m_X i m_Y mogut byt~ zapisany v vide m_X = ∑_n i=1 E_{Xi} i m_Y = ∑_η i=1 E_Y (i) .

ApproksimaciØ raspredeleniØ G_f s pomow~¸ raspredeleniØ

H_f imeet neposredstvennoe otnoxenie k zadaqe ob approksima-

cii raspredeleniæ summ nezavisimyh sluqaænyh vektorov s pomow~¸ bezgraniqno delimyh zakonov. �ta zadaqa byla vpervye rassmotrena v 50-e gody proxlogo stoletiØ v rabotah A. N. Kolmogorova [26] i [27]. Kolmogorov predloßil vmesto approksimacii posledovatel~nosti raspredeleniæ summ individual~nym predel~nym raspredeleniem ispol~zovat~ celye semeæstva priblißa¸wih zakonov. ı. V. Prohorov [38] dokazal, qto dlØ l¸- bogo odnomernogo raspredeleniØ B moßno postroit~ taku¸ posledovatel~nost~ bezgraniqno delimyh raspredeleniæ D_n, qto

ρ(B^n, D_n) → 0 pri n → ∞, to est~

ρ(B^n, D_1) = inf_{D∈D1} ρ(B^n, D) → 0 pri n → ∞, (5)

gde Dd – mnoßestvo d-mernyh bezgraniqno delimyh zakonov.

Principial~nyæ xag vpered sdelal A. N. Kolmogorov [27]. On dokazal, qto shodimost~ v (5) ravnomerna po klassu F_1 vseh od-

OB APPROKSIMACII VYBORKI 115 nomernyh veroØtnostnyh raspredeleniæ, poluqiv ocenku

ω_1(n) = sup_{B∈F1} ρ(B^n, D_1) ≤ cn^{−1/5}.

V dal~neæxem ffta funkciØ ocenivalas~ v rabotah ı. V. Prohorova, L. D. Mexalkina, F. M. Kagana, A. N. Kolmogorova, L. Le Kama, I. A. Ibragimova i �. L. Presmana (sm. bibliografi¸ v [4]). Okonqatel~nye po porØdku ocenki prinadleßat T. Araku [2, 3]

c_1n^{−2/3} ≤ ω_1(n) ≤ c_2 n^{−2/3}. (6)

Mnogie avtory izuqali povedenie veliqiny sup_{B∈G} ρ(B^n, D_1) dlØ razliqnyh podklassov G ⊂ F_1, sm., naprimer, bibliografi¸ v [16, 52]. V mnogomernom sluqae povedenie veliqiny ω_d(n) =

sup_{B∈Fd} ρ(B^n, D_d) izuqali V. V. Sazonov i �. L. Presman. Luq-

xaØ na segodnØxniæ den~ ocenka prinadleßit Presmanu [36]:

ω_d(n) ≤ c(d) n^{−1/3}, obobwivxemu na mnogomernyæ sluqaæ rezul~-

tat A. N. Kolmogorova [28]. SleduØ Le Kamu [30], Presman ispol~zoval v kaqestve priblißa¸wih soprovoßda¸wie zakony vida E_{na} e (nBE_{−a}). Ranee Le Kam [30] pokazal, qto

sup_{B∈F1} inf_{a∈R} ρ(B^n, E_{na} e (nBE_{−a})) ≤ c n^{−1/3}, (7)

peredokazav tem samym rezul~tat A. N. Kolmogorova [28] ω_1(n) ≤

cn^{−1/3}. I. A. Ibragimov i �. L. Presman [24] pokazali, qto

neravenstvo (7) spravedlivo s c = 8. VozvrawaØs~ k formule (4), i uqityvaØ, qto

ρ(B^n, E_{na} e (nBE_{−a})) = ρ((BE_{−a})^n , e (nBE_{−a})),

my vidim, qto esli d < ∞ i sluqaænye fflementy X_1, . . . , X_n odinakovo raspredeleny (to est~ F_1 = · · · = F_n = F ) s proizvol~nym raspredeleniem F , a f : X → R^d – proizvol~noe izmerimoe otobraßenie, to suwestvuet takaØ nesluqaænaØ posledovatel~nost~

a_n ∈ R^d, qto ρ_{f −an} (X, Y) ≤ c(d) n^{−1/3}. (8)

Primeqatel~no v dannom utverßdenii to, qto c(d) v neravenstve (8) zavisit tol~ko ot razmernosti d i ne zavisit ot raspredeleniØ F i otobraßeniØ f . Takim obrazom, pri l¸byh F i f moßno

116 A. ı. ZA`CEV tak centrirovat~ sluqaænye vektory f (X_i) i f (Y^{(i)}), qto

sup_{x∈Rd} | | | | | P {_n ∑ i=1 (f (X_i) − a_n) ≤ x } − P {_η ∑ i=1 ( f (Y^{(i)}) − a_n ) ≤ x }| | | | ≤ c(d) n^{−1/3}. (9) �to oznaqaet, qto pri izuqenii veroØtnosteæ sobytiæ vida (3) my vpolne moßem zamenit~ vyborku X = {X_1, X_2, . . . , X_n} puassonovskim toqeqnym processom Y = { Y^{(1)}, Y^{(2)}, . . . , Y^{(η)} } , esli nam izvestny vektory a_n i nas ustraivaet pogrexnost~ approksimacii vida c(d) n^{−1/3}. Zametim, qto dlØ spravedlivosti neravenstva (8) suwestvenno naliqie centrirovaniØ summiruemyh vektorov nesluqaænymi vektorami a_n. Esli, naprimer, d = 1 i funkciØ f – nenulevaØ konstanta, to est~ L(f (X_1)) = E_a, i a ≠ 0, to G_f = E_{na}, a H_f = e (nE_a) = L(aη). ˚sno, qto v fftom sluqae

ρ_f (X, Y) ¿ c. AnalogiqnaØ situaciØ imeet mesto i v mnogomer-

nom sluqae: ρ_f (X, Y) ¿ c esli 1 < d < ∞ i hotØ by odna koordinata vektora f (X_1) s veroØtnost~¸ edinica ravna nekotoromu fiksirovannomu qislu a ≠ 0.

PostoØnnye a_n, figuriru¸wie v neravenstve (8), zavisØt ot F i f i predstavlØ¸t soboæ srednie znaqeniØ uslovnyh raspredeleniæ L(f (X_1) | f (X_1) ∈ I_n), gde I_n – podhodØwim obrazom vybrannye ograniqennye otrezki. Neobhodimost~ centrirovaniØ snißaet, razumeetsØ, cennost~ rassmatrivaemoæ nami approksimacii. Pofftomu osobyæ interes predstavlØ¸t ocenki toqnosti approksimacii svertok soprovoßda¸wimi zakonami, v opredelenii kotoryh centrirovanie otsutstvuet, to est~ a_n = 0. Poluqiv v rabote [30] neravenstvo (7), Le Kam rassmotrel takße vopros o vozmoßnosti ocenit~ veliqinu ρ(B^n, e (nB)). On poluqil ocenku dlØ sluqaØ neodinakovo raspredelennyh slagaemyh, oceniv v odnomernom sluqae veliqinu ρ( ∏_n i=1 B_i, ∏_n i=1 e (B_i)). Teore-

ma 5 [30] ili Teorema 2 [31, s. 431] da¸t ocenki, uqityva¸wie vozmoßnu¸ malost~ centriru¸wih konstant, voznika¸wih pri approksimacii soprovoßda¸wimi zakonami s centrirovaniem. K soßaleni¸, iz fftih rezul~tatov ne vyteka¸t pravil~nye po porØdku ocenki, ravnomernye po xirokim klassam centrirovannyh raspredeleniæ (sm. (11)–(16)). V toæ ße rabote [30] Le Kam

OB APPROKSIMACII VYBORKI 117 pokazal, qto (pri d = 1 i proizvol~nyh V_i ∈ F_1, 0 6 p_i 6 1) ρ (_n ∏ i=1 ((1 − p_i)E + p_iV_i) , n∏ i=1 e (p_iV_i) ) ≤ c max_{1≤i≤n} p^{1/3}_i . (10)

Oqevidno, qto e (p_iV_i) = e ((1 − p_i)E + p_iV_i). Takim obrazom, approksimaciØ soprovoßda¸wimi zakonami bez centrirovaniØ daet horoxee priblißenie, esli summiru¸tsØ nezavisimye sluqaænye veliqiny, kaßdaØ iz kotoryh ravna nul¸ s veroØtnost~¸ blizkoæ k edinice. Niße my vernemsØ k obsußdeni¸ fftogo rezul~tata.

Neravenstva (7)–(9) byli utoqneny i obobweny dlØ approksimacii bez centrirovaniØ v teh sluqaØh, kogda nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye vektory f (X_i) ime¸t nulevye matematiqeskie oßidaniØ ili kogda oni simmetriqno raspredeleny (to est~ L(f (X_i)) = L(−f (X_i)) ∈ F^s_d) V rabotah avtora [43] (pri d = 1) i [46] (pri 1 ≤ d < ∞) bylo pokazano, qto sup_{B∈Fs} d ρ(B^n, e (nB)) ≤ c(d) n^{−1/2}. (11) Zametim, qto neskol~ko ranee I. A. Ibragimov i �. L. Presman [24] poluqili pri d = 1 analog neravenstva (11) s dopolnitel~- nym logarifmiqeskim mnoßitelem.

Esli dopolnitel~no predpoloßit~, qto harakteristiqeskaØ funkciØ ^B(t) simmetriqnogo raspredeleniØ B ∈ F^s_d neotricatel~na, ^B(t) ≥ 0 pri vseh t ∈ R^d, to

ρ(B^n, e (nB)) ≤ c(d) n^{−1} (12)

(T. Arak [1] (pri d = 1) i avtor [48] (pri 1 ≤ d < ∞)). Bolee togo, esli predpoloßit~, qto α > 0 i ^B(t) ≥ −1 + α pri vseh

t ∈ R^d, to ρ(B^n, e (nB)) ≤ c(d) ( n^{−1} + exp ( −nα + cd log^3 n ) ) (13)

(avtor [48], sm. takße V. QØkanaviq¸s [13]).

Esli ße predpoloßit~, qto B ∈ F_1, ∫ |x|^{3/2} B {dx} < ∞ i ∫ xB{dx} = 0, to ρ(B^n, e (nB)) ≤ c(B) n^{−1/2}. (14)

118 A. ı. ZA`CEV (avtor [52]). Bolee togo, v toæ ße rabote avtora [52] bylo pokazano, qto

ρ(B^n, e (nB)) = o(n^{−1/2}), (15)

esli ∫ |x|^β B {dx} < ∞ pri nekotorom 3/2 < β < 2, ∫ xB{dx} = 0, i ∫ x^2 B{dx} = ∞. Ocenki blizosti znaqeniæ raspredeleniæ B^n i e (nB) na ffllipsoidah v gil~bertovom prostranstve pri ∫ xB{dx} = 0 by- li poluqeny S. V. Nagaevym [33, 34] i V. Bentkusom, F. Getce i avtorom [10]. S. V. Nagaev [33, 34] poluqil ocenki porØdka

O(n^{−1/2}), predpolagaØ, qto ∫ ‖x‖^2 B{dx} < ∞, a v rabote [10] so-

derßatsØ ocenki porØdka O(n^{−1}), pri ∫ ‖x‖^{8/3} B{dx} < ∞. Sledu¸wiæ rezul~tat predstavlØet soboæ qastnyæ sluqaæ osnovnogo rezul~tata raboty avtora [47], sm. takße [53]. Pust~ raspredelenie F ∈ F_d predstavleno v vide smesi F = (1 − p)U + pV, gde U, V ∈ F_d, 0 ≤ p ≤ 1, ∫ x U {dx} = a, U {{ x ∈ R^d : ‖x − a‖ ≤ τ }} = 1,

a raspredelenie V proizvol~no. Togda dlØ l¸bogo λ > 0 i l¸bogo natural~nogo n moßno tak postroit~ na odnom veroØtnostnom prostranstve sluqaænye vektory ξ i η, qtoby P { ‖ξ − η‖ > λ } ≤ c(d) ( p + exp ( − λ c(d)τ )) (16) i L(ξ) = (F E_{−a})^n , L(ξ) = e(nF E_{−a}),

gde c(d) zavisit tol~ko ot d.

DlØ drugih metrik toqnost~ approksimacii svertok neodinakovyh raspredeleniæ soprovoßda¸wimi zakonami izuqalas~, naprimer, v rabotah [5, 9, 40]. Sleduet osobo upomØnut~ raboty, v kotoryh primenØlsØ metod Steæna–Qena pri approksimacii puassonovskimi toqeqnymi processami vyborok, sostavlennyh daße iz zavisimyh nabl¸deniæ, sm. [5, 7, 8, 9, 17, 41]. Vproqem, metod Steæna–Qena primenØetsØ poka dlØ issledovaniØ blizosti tol~ko rexetqatyh raspredeleniæ.

OB APPROKSIMACII VYBORKI 119 ˚sno, qto pereqislennye vyxe neravenstva (11)–(16) obespeqiva¸t spravedlivost~ sootvetstvu¸wih analogov neravenstva (8). Naprimer, neravenstvo (11) vleqet, qto esli d < ∞ i sluqaænye fflementy X_1, . . . , X_n odinakovo raspredeleny, a

f : X → R^d – takoe izmerimoe otobraßenie, qto raspredelenie

L(f (X_1)) simmetriqno, to

ρ_f (X, Y) ≤ c(d) n^{−1/2}.

Tem samym, pri dopolnitel~nyh predpoloßeniØh na raspredelenie L(f (X_1)) (sm. (11)–(16)), utverßdenie (8) moßet byt~ suwestvenno usileno i utoqneno. DlØ proizvol~nyh ße izmerimyh otobraßeniæ f : X → R^d veroØtnosti sobytiæ (3) horoxo approksimiru¸tsØ veroØtnostØmi sobytiæ {_η ∑ i=1 ( f (Y^{(i)}) − a_n ) ≤ x− n∑ i=1 a_n } , gde a_n – nesluqaænye vektory, zavisØwie ot L(f (X_1)).

Toqnost~ approksimacii v neravenstvah (11)–(15) moßet byt~ znaqitel~no uveliqena, esli vmesto soprovoßda¸wih zakonov ispol~zovat~ blizkie k nim po vidu preobrazovaniæ Fur~e znakoperemennye bezgraniqno delimye zarØdy (signed compound

Poisson approximation). K nastoØwemu vremeni (v osnovnom V. QØ-

kanaviq¸som) poluqeno bol~xoe koliqestvo soderßatel~nyh rezul~tatov, kak pravilo – v odnomernom sluqae (sm. raboty [13, 14, 15, 16, 23] i bibliografi¸ v nih).

Formulirovki bol~xinstva rezul~tatov ob approksimacii svertok neodinakovyh raspredeleniæ soprovoßda¸wimi zakonami suwestvenno ispol~zu¸t individual~noe centrirovanie kaßdogo raspredeleniØ. Faktiqeski oceniva¸tsØ veliqiny tipa R ( ∏_n i=1 (F_iE_{−ai} ) , ∏_n i=1 e (F_iE_{−ai} )), gde centriru¸wie vektory a_i

voobwe govorØ razliqny dlØ raznyh F_i (esli koneqno na raspredeleniØ F_i ne naloßeny usloviØ, obespeqiva¸wie sovpadenie a_i). Tem samym, takie rezul~taty ne mogut byt~ interpretirovany kak rezul~taty o blizosti toqeqnyh processov X i Y. To ße samoe moßno skazat~ i ob approksimacii svertok drugimi bezgraniqno delimymi zakonami, naprimer – bezgraniqno delimymi zarØdami (sm., naprimer, raboty [13, 14, 15, 16, 23] i bibliografi¸ v nih), zakonami s netrivial~nymi gaussovskimi komponentami (sm. [45, 47, 50]) ili zakonami, obespe-

120 A. ı. ZA`CEV qiva¸wimi spravedlivost~ approksimacii Araka (6). Toqnee, rezul~tat Araka obespeqivaet dlØ l¸bogo natural~nogo n, l¸- bogo odnomernogo raspredeleniØ F = L(X_i) ∈ F_1, i = 1, . . ., n, i l¸boæ izmerimoæ funkcii f : X → R suwestvovanie takogo puassonovskogo toqeqnogo processa Z = { Z^{(1)}, Z^{(2)}, . . . , Z^{(ζ)} } i takoæ centriru¸weæ postoØnnoæ a_n, qto

sup_{x∈R} | | | |P {_n ∑ i=1 (f (X_i) − a_n) ≤ x } − P {_ζ ∑ i=1 ( f (Z^{(i)} ) − a_n ) ≤ x }| | | ≤ cn^{−2/3}. No pri fftom process Z suwestvenno zavisit ot raspredeleniØ

L(f (X_1)), v otliqie ot processa Y, da¸wego horoxu¸ approksi-

maci¸ odnovremenno dlØ xirokih klassov otobraßeniæ f .

V zakl¸qenie my rassmotrim shemu nezavisimyh neodinakovo raspredelennyh redkih sobytiæ, kotoraØ, buduqi faktiqeski qastnym sluqaem pervonaqal~no rassmotrennoæ nami situacii, dopuskaet soderßatel~nye ocenki bez dopolnitel~nogo centrirovaniØ dlØ po suwestvu proizvol~nyh otobraßeniæ f .

Budem govorit~, qto X_i opisyva¸t redkie sobytiØ, esli s veroØtnost~¸ blizkoæ k edinice oni prinima¸t vydelennoe znaqenie, oboznaqennoe simvolom O. Pri X_i = O sqitaetsØ, qto redkoe sobytie s nomerom i ne proizoxlo. Oboznaqim p_i = P {X_i ≠ O}. Netrudno videt~, qto raspredelenie L(X_i) sluqaænogo fflementa

X_i moßno zapisat~ v vide

L(X_i) = (1 − p_i)E + p_iV_i,

gde E – raspredelenie, sosredotoqennoe v toqke O, a Vi – uslov-

noe raspredelenie X_i pri uslovii, qto sootvetstvu¸wee redkoe sobytie proizoxlo. V dannoæ modeli estestvenno interesovat~sØ raspredeleniØmi sluqaænyh vektorov ∑_n i=1 f (X_i) tol~-

ko dlØ teh f : X → R^d, kotorye udovletvorØ¸t sootnoxeni¸

f (O) = 0 ∈ R^d. Ved~ esli redkoe sobytie s nomerom i ne proizo-

xlo, ego vklad v summu ∑_n i=1 f (X_i) dolßen byt~ nulevym. Obo-

znaqim qerez F_d mnoßestvo takih f .

Pust~ V_i ∈ F_d – proizvol~nye d-mernye raspredeleniØ. V rabote avtora [47] bylo utoqneno neravenstvo Le Kama (10) i po-

OB APPROKSIMACII VYBORKI 121 kazano, qto ρ (_n ∏ i=1 ((1 − p_i)E + p_iV_i) , n∏ i=1 e (p_iV_i) ) ≤ c(d) max_{1≤i≤n} p_i. (17)

Ranee neravenstvo (17) bylo poluqeno v odnomernom sluqae v [44]. V rabote [49] moßno naæti utoqneniØ neravenstv (13) i (17), soderßawie ocenki blizosti znaqeniæ raspredeleniæ na vypuklyh mnogogrannikah. Sleduet upomØnut~ takße rezul~taty K. Hippa [22], ocenivxego v odnomernom sluqae levu¸ qast~ neravenstva (17) neskol~ko v inyh terminah.

Soglasno (17), dlØ rassmotrennoæ nami shemy redkih sobytiæ

sup_{f ∈} Fd^{ρf (X, Y) ≤ c(d) max1≤i≤n pi.} (18)

Veliqina c(d) v neravenstve (18) zavisit tol~ko ot razmernosti d i ne zavisit ot raspredeleniæ V_i, veroØtnosteæ p_i i otobraßeniØ f . Takim obrazom, pri l¸byh p_i, V_i i f ∈ F_d my imeem

sup_{x∈Rd} | | | | | P {_n ∑ i=1 f (X_i) ≤ x } − P {_η ∑ i=1 f (Y^{(i)}) ≤ x }| | | | ≤ c(d) max_{1≤i≤n} p_i. (19) �to oznaqaet, qto pri izuqenii veroØtnosteæ sobytiæ vida (3) vyborka X = {X_1, X_2, . . . , X_n} moßet byt~ zamenena puassonovskim toqeqnym processom Y = { Y^{(1)}, Y^{(2)}, . . . , Y^{(η)} } , esli veliqina max_{1≤i≤n} p_i dostatoqno mala. Drugimi slovami, esli rassmatrivaemye nami redkie sobytiØ dostatoqno redki. Zametim, qto v otliqie ot (8), dlØ spravedlivosti neravenstva (18) ne trebuetsØ centrirovaniØ summiruemyh vektorov postoØnnymi a_n.

Neravenstvo (18) pokazyvaet, qto razliqnye vyborki, sostavlennye iz redkih sobytiæ vida X = {X_1, X_2, . . . , X_n} s ravnomerno malymi p_i, okazyva¸tsØ blizki drug k drugu, esli u nih sovpada¸t (ili blizki) mery ∑_n i=1 p_iV_i. Ved~ togda u nih so-

vpada¸t (ili blizki) priblißa¸wie puassonovskie toqeqnye processy Y.

V sluqae odinakovyh raspredeleniæ V_i neravenstvo (17) moßet byt~ suwestvenno utoqneno i usileno. Daße rasstoØnie po variacii d_{T V} ( ∏_n i=1 ((1 − p_i)E + p_iV ) , ∏_n i=1 e (p_iV )) ocenivaet-

sØ qerez c max_{1≤i≤n} p_i (ı. V. Prohorov [37], sluqaæ odinakovyh

p_i; Le Kam [29], sluqaæ proizvol~nyh p_i) i, bolee togo, qerez

122 A. ı. ZA`CEV ∑_n i=1 p^2_i /max {1, ∑_n i=1 p_i} (Barbur i Holl [6]), sm. takße [12, 18,

42]. Tem samym, suwestvenno usilivaetsØ i utverßdenie o blizosti rassmatrivaemyh nami processov. Odnako uslovie odinakovoæ raspredelennosti redkih sobytiæ vypolnØetsØ daleko ne vsegda. Redkie sobytiØ podobny qrezvyqaænym proisxestviØm, kaßdoe iz kotoryh unikal~no i imeet svoe individual~noe raspredelenie. Takim obrazom, neravenstva (18) i (19) mogut byt~ polezny, naprimer, v strahovom dele pri ocenivanii veroØtnosti togo, qto summarnye vozdeæstviØ faktorov riska f_i ne prevzoædut fiksirovannyh kritiqeskih znaqeniæ x_i (sm., naprimer, [19, 20, 22, 23, 32, 35]).

Literatura 1. T. V. Arak, O sblißenii n-kratnyh svertok raspredeleniæ ime¸wih neotricatel~nu¸ harakteristiqesku¸ funkci¸, s soprovoßda¸wimi zakonami. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 25 (1980), 225–246.

2. T. V. Arak, O skorosti shodimosti v ravnomernoæ predel~noæ teoreme Kolmogorova. I; II. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 26 (1981), 225–245; 449–463.

3. T. V. Arak, Utoqnenie nißneæ ocenki dlØ skorosti shodimosti v ravnomernoæ predel~noæ teoreme Kolmogorova. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 27 (1982), 767–772.

4. T. V. Arak, A. ı. Zaæcev, Ravnomernye predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Trudy MIAN 174 (1986).

5. A. D. Barbour, L. H. Y. Chen and W. L. Loh, Compound Poisson approximation for nonnegative random variables via Stein’s method. — Ann. Probab. 20 (1992),

1843–1866.

6. A. D. Barbour and P. Hall, On the rate of Poisson convergence. — Math. Proc.

Camb. Phil. Soc. 95 (1984), 473–480.

7. A. D. Barbour, L. Holst and S. Jansson, Poisson Approximation. Oxford University Press.

8. A. D. Barbour and O. Chryssaphinou, Compound Poisson approximation: a user’s guide. — Ann. Appl. Probab. 11 (2002), 964–1002.

9. A. D. Barbour and V. Čekanavičius, Total variation asymptotics for sums of independent integer random variables. — Ann. Probab. 30 (2002), 509–545.

10. V. Bentkus, F. Götze and A. Yu. Zaitsev, Approximation of quadratic forms of independent random vectors by accompanying laws. — Teor. VeroØtn. i ee

Primen. 42 (1997), 308–335.

11. I. Borisov, Moment inequalities connected with accompanying Poisson laws in Abelian groups. Preprint, 2002.

12. I. S. Borisov, PuassonovskaØ approksimaciØ processa qastnyh summ v banahovyh prostranstvah. — Sib. Matem. ȷurnal 37, ˝ 4 (1996), 723–731.

OB APPROKSIMACII VYBORKI 123 13. V. QØkanaviq¸s, ApproksimaciØ soprovoßda¸wimi zakonami i asimptotiqeskie razloßeniØ. I. — Litovskiæ Matem. ȷurn. 29 (1989), 171–178.

14. V. Čekanavičius, Bergström-type asymptotic expansions in the first Kolmogorov’s uniform limit theorem. — V kn.: Probab. Theory and Math. Statist. (red. B. Grigelionis et al., eds.), VSP/TEV, 1994, s. 223–238.

15. V. Čekanavičius, On multivariate Le Cam theorem and compound Poisson measures. — Statist. Probab. Letters 28 (1996), 33–39.

16. V. Čekanavičius and Y. H. Wang, Compound Poisson approximation for sums of discrete nonlattice random variables. — Adv. Appl. Probab. 35 (2003),

228–250.

17. L. H. Y. Chen, On the convergence of Poisson binomial to Poisson distribution.

— Ann. Probab. 2 (1974), 178–180.

18. P. Deheuvels and D. Pfeifer, Poisson approximation of multinomial distributions and point processes. — J. Multivar. Anal. 25 (1988), 65–89.

19. H. U. Gerber, Error bounds for compound Poisson approximation. — Insurance:

Mathematics and Economics 3 (1984), 191–194.

20. H. U. Gerber, An introduction to mathematical risk theory. Huebner Foundation Monograph, 1981.

21. E. Giné, D. M. Mason and A. Yu. Zaitsev, The L1-norm density estimator process.

— Ann. Probab. 31 (2003), 719–768.

22. C. Hipp, Approximation for the aggregate claim distributions by compound Poisson distributions. — Insurance: Mathematics and Economics 4 (1985), 227–232.

23. C. Hipp, Improved approximations of aggregate claim distributions in the individual model. — ASTIN Bull. 16 (1987), 89–100.

24. I. A. Ibragimov, �. L. Presman, O sblißenii raspredeleniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s soprovoßda¸wimi zakonami. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 18 (1973), 753–766.

25. `. Kerstan, K. Mattes, `. Mekke, Bezgraniqno delimye toqeqnye processy. Moskva, Nauka, 1982.

26. A. N. Kolmogorov, Nekotorye raboty poslednih let v oblasti teorii veroØtnosteæ. — Vestnik MGU 7, ˝ 10 (1953), 29–38.

27. A. N. Kolmogorov, Dve ravnomernye predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh slagaemyh. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 1 (1956), 426–436.

28. A. N. Kolmogorov, O priblißenii raspredeleniæ summ nezavisimyh slagaemyh neograniqenno delimymi raspredeleniØmi. — Trudy Moskovsk. Matem. Ob-va 12 (1963), 437–451.

29. L. Le Cam, An approximation theorem for Poisson binomial distribution. — Pacific J. Math. 10 (1960), 1181–1197.

30. L. Le Cam, On the distribution of sums of independent random variables. —

V kn.: Bernoulli, Bayes, Laplace (anniversary volume). Berlin, Springer, 1965, s. 179–202.

31. L. Le Cam, Asymptotic methods in statistical decision theory. NewYork, Springer,

1986.

32. R. Michel, An improved error bound for the compound Poisson approximation of a nearly homogeneous portfolio. — ASTIN Bull. 17 (1988), 165–169.

124 A. ı. ZA`CEV

33. S. V. Nagaev, Concentration functions and approximation with infinitely divisible laws in Hilbert space. Sonderforschungsbereich 343, Diskrete Strukturen in der Mathematik, Preprint 90–094, Bielefeld, 1990.

34. S. V. Nagaev, Funkcii koncentracii i toqnost~ priblißeniØ bezgraniqno delimymi zakonami v gil~bertovom prostranstve. — Doklady RAN 359 (1998), 461–463.

35. H. H. Panjer and G. E. Willmot, Compound Poisson models in actuarial risk theory. — J. Econometrics 23 (1983), 63–76.

36. �. L. Presman, O mnogomernom variante ravnomernoæ predel~noæ teoremy Kolmogorova. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 18 (1973), 396–402.

37. ı. V. Prohorov, Asimptotiqeskoe povedenie binomial~nogo raspredeleniØ. — Uspehi Matem. Nauk 8, ˝ 3 (1953), 135–142.

38. ı. V. Prohorov, O summah nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Doklady AN SSSR 105 (1955), 645–647.

39. R. Pyke and G. R. Shorack, Weak convergence of a two-sample empirical process and a new approach to Chernoff–Savage theorems. — Ann. Math. Statist. 39

(1968), 755-771.

40. S. T. Rachev and L. Rüschendorf, Approximation of sums by compound Poisson distributions with respect to stop-loss distances. — Adv. Appl. Probab. 22

(1990), 350–374.

41. B. Roos, Stein–Chen method for compound Poisson approximation: the coupling approach. — V kn.: Probability Theory and Mathematical Statistics (red. B. Grigelionis et al., eds.), VSP/TEV, 1994, s. 645–660.

42. B. Roos, Sharp constants in the Poisson approximation. — Statist. Probab.

Letters 52 (2001), 155–168.

43. A. ı. Zaæcev, Nekotorye svoæstva n-kratnyh svertok raspredeleniæ.

— Teor. VeroØtn. i ee Primen. 26 (1981), 152–156.

44. A. ı. Zaæcev, O toqnosti approksimacii raspredeleniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin otliqnyh ot nulØ s maloæ veroØtnost~¸, s pomow~¸ soprovoßda¸wih zakonov. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 28 (1983), 625–636.

45. A. ı. Zaæcev, O ravnomernoæ approksimacii funkciæ raspredeleniØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 32 (1987), 45–52.

46. A. Yu. Zaitsev, Estimates for the closeness of successive convolutions of multidimensional symmetric distributions. — Probab. Theory Related Fields 79 (1988),

175–200.

47. A. ı. Zaæcev, Mnogomernyæ variant vtoroæ ravnomernoæ predel~noæ teoremy Kolmogorova. — Teor. VeroØtn. i ee Primen. 34 (1989), 108–128.

48. A. ı. Zaæcev, ApproksimaciØ svertok mnogomernyh simmetriqnyh raspredeleniæ soprovoßda¸wimi zakonami. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 177 (1989), 55–72.

49. A. ı. Zaæcev, Ob odnom klasse neravnomernyh ocenok v mnogomernyh predel~nyh teoremah. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 184 (1990), 92–105.

50. A. ı. Zaæcev, ApproksimaciØ svertok veroØtnostnyh raspredeleniæ bezgraniqno delimymi zakonami pri oslablennyh momentnyh ograniqeniØh. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 194 (1992), 79–90.

OB APPROKSIMACII VYBORKI 125 51. A. ı. Zaæcev, Neustoæqivost~ obraweniØ preobrazovaniØ Radona. — Zap.

Nauqn. Semin. POMI 216 (1994), 76–85.

52. A. ı. Zaæcev, ApproksimaciØ svertok soprovoßda¸wimi zakonami pri suwestvovanii momentov nevysokogo porØdka. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 228 (1996), 135–141.

53. A. Yu. Zaitsev, Estimates for the strong approximation in multidimensional central limit theorem. — V kn.: Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Vol. III (Beijing, 2002) . Beijing, Higher Ed. Press, 2002, s. 107–116.

Zaitsev A. Yu. On approximation of the sample by a Poisson point process.

It is shown that the results obtained earlier for the rate of approximation of convolutions of probability distributions by accompanying infinitely divisible laws may be interpreted as estimates of the rate of approximation of the sample by a Poisson point process. The most interesting results are obtained for a scheme of rare events.

Postupilo 22 i¸nØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN