Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

N. D. Kan, V. B. Nevzorov

O NEKOTORYH PREDEL^NYH ZAKONAH V ZADAQE KOLLEKCIONERA

Vvedenie

KlassiqeskaØ zadaqa kollekcionera ispol~zuet sledu¸wu¸ model~. V urne nahodØtsØ n xarov, kotorye vytaskiva¸tsØ po odnomu. Vytawennyæ xar okraxivaetsØ i vozvrawaetsØ v urnu. Naibolee populØrnye zadaqi, svØzannye s fftoæ model~¸, svodØtsØ k nahoßdeni¸ raspredeleniæ i razliqnyh qislennyh harakteristik qisla xarov, okraxennyh posle r izvleqeniæ, i qisla izvleqeniæ, neobhodimyh dlØ togo, qtoby poluqit~ k okraxennyh xarov. Obzor obxirnoæ literatury, v kotoroæ izuqaetsØ zadaqa kollekcionera i svØzannye s neæ problemy, moßno naæti v rabote Xtad~e ([4]). V rØde rabot ([3, 4]) rassmatrivalas~ shema, v kotoroæ xary izvleka¸tsØ ne po odnomu, a komplektami po L xarov. V dannoæ zametke my issleduem asimptotiqeskoe povedenie sluqaænoæ veliqiny S(n, k, L) – qisla grupp po L xarov, kotorye neobhodimo izvleq~, qtoby okraxennymi okazalis~ ne menee k (iz n) xarov.

Postanovka zadaqi i svØz~ s klassiqeskoæ model~¸

V urne nahodØtsØ n neokraxennyh xarov. Sluqaæno vybiraem gruppu iz L xarov. Esli L = 1, to imeem klassiqesku¸ shemu. My budem rassmatrivat~ sluqaæ, kogda ob¨em vyborki L predstavlØet nekotoroe fiksirovannoe celoe qislo. Budem takße rassmatrivat~ shemu seriæ, v kotoroæ L = L(n) moßet rasti s rostom n. Vybrannye xary okraxiva¸tsØ i vozvrawa¸tsØ v urnu. Posle fftogo povtorØem proceduru do teh por, poka ne okrasim k xarov. Pust~ S(n, k, L) – qislo izvleqeniæ, neobhodimyh dlØ poluqeniØ k okraxennyh xarov. Qerez S(n, k) budem oboznaqat~ veliqinu S(n, k, 1). Asimptotiqeskoe povedenie sluqaæ-

Rabota podderßana grantami Prezidenta Rossiæskoæ Federacii (NX- 2258.2003.1) i RFFI (01-01-00031, 02-01-00779). 126

O NEKOTORYH PREDEL^NYH ZAKONAH 127 noæ veliqiny S(n, k) detal~no izuqeno. Pri razliqnyh vzaimootnoxeniØh k = k(n) i n nadleßawim obrazom centrirovannaØ i normirovannaØ veliqina S(n, k) moßet imet~ v predele vyroßdennoe, puassonovskoe, normal~noe raspredelenie i raspredelenie ffkstremal~nyh znaqeniæ. Sootvetstvu¸wie asimptotiqeskie raspredeleniØ byli poluqeny Baumom i Billingsli ([1]). Cel~ naxeæ zametki – pokazat~, kak rezul~taty, poluqennye dlØ klassiqeskoæ modeli kollekcionera, mogut byt~ pereneseny na sluqaæ kollekcionirovaniØ komplektami. My budem opirat~sØ na sledu¸wie utverßdeniØ Bauma i Billingsli, poluqennye dlØ klassiqeskoæ (L = 1) shemy.

Teorema 1 (Baum, Billingsley ([1])). a) Esli pri n → ∞, k = k(n)

udovletvorØet sootnoxeniØm^{k(n)}_{n1/2} → ∞ i n − k(n) → ∞, to

sup_x | | |P { S(n, k) − a(n, k) b(n, k) < x } − Φ(x) | | | −→ 0, (1) gde a(n, k) = ES(n, k) = n n∑ i=n−k+1 1 i , (2)

b^2(n, k) = DS(n, k) = n n∑ i=n−k+1 n − i i^2

, (3)

i Φ(x) =^1√_{2π}^x ∫ −∞ e^{− t22} dt – funkciØ raspredeleniØ standartnogo nor-

mal~nogo zakona;

b) esli^{k(n)√}_n → λ, gde 0 < λ < ∞, to dlØ l¸bogo m = 0, 1, 2, . . . spravedlivo sootnoxenie | | |P {S(n, k) − k = m} − Π λ2_2 (m) | | | −→ 0, n → ∞, tag4 gde Π_μ(m) =^e �μ_μm m! oboznaqaet puassonovskie veroØtnosti;

c) esli k(n) = n, to

sup_x | | | |P { S(n, n) − a(n, n) b(n, n) < x } − H(x) | | | | −→ 0, n → ∞, (5) gde H(x) = exp(e^{−x}).

128 N. D. KAN, V. B. NEVZOROV

Zadaqa ob asimptotiqeskom raspredelenii veliqiny S(n, k, L) moßet byt~ svedena k uße rexennoæ (dlØ sluqaØ L = 1) sledu¸- wim obrazom. Pust~ T sovpadaet s qislom izvleqeniæ v klassiqeskoæ sheme, neobhodimyh dlØ poluqeniØ L razliqnyh xarov. Togda nezavisimye sluqaænye veliqiny T_1, T_2, . . . ime¸wie takoe ße raspredelenie, qto i veliqina T , sootvetstvu¸t qislu izvleqeniæ v klassiqeskoæ sheme, obespeqiva¸wih poØvlenie posledovatel~nyh grupp iz L razliqnyh xarov. Qislo okraxennyh xarov v klassiqeskoæ sheme posle izvleqeniØ N (r) xarov, gde N (r) = T_1 + . . . + T_r, imeet takoe ße raspredelenie, qto i qislo okraxennyh xarov v sheme kollekcionirovaniØ komplektami posle izvleqeniØ r grupp po L xarov. �to postroenie, predloßennoe Sellke ([3]), privodit k sootnoxeni¸ P {S(n, k, L) ≤ m} = P {S(n, k) ≤ T_1 + T_2 + . . . T_m}, (6) kotoroe pozvolØet issledovat~ asimptotiqeskoe raspredelenie

S(n, k, L), znaØ sootvetstvu¸wie rezul~taty dlØ S(n, k). Pri

ispol~zovanii sootnoxeniØ (6) vaßen tot fakt, qto veliqiny

T_1, T_2, . . . nezavisimy. V dannoæ zametke my ograniqivaemsØ ras-

smotreniem situacii, kogda veliqina L ØvlØetsØ postoØnnoæ dlØ vseh komplektov (a sledovatel~no, veliqiny T_1, T_2, . . . ime¸t odinakovoe raspredelenie), no dokazatel~stva dlØ sluqaØ razliqnyh qisel xarov v gruppah mogut byt~ provedeny po toæ ße sheme, qto i dlØ postoØnnyh po veliqine komplektov.

Osnovnye rezul~taty

Niße my privedem dokazatel~stva sledu¸wih treh teorem, v formulirovke kotoryh d = d(n, L) = ES(n, L) = n n∑ n−L+1 1 i (7) i σ^2_L(n) = DS(n, L) = n n∑ i=n−L+1 n − i i^2

. (8)

Teorema 2. Esli pri n → ∞, k = k(n) udovletvorØet sootno-

xeniØm^{k(n)√}_n → ∞ i n − k(n) → ∞, to dlØ l¸bogo fiksirovannogo

O NEKOTORYH PREDEL^NYH ZAKONAH 129 L = 1, 2, . . . vypolnØetsØ sootnoxenie

sup_x | | | |P { dS(n, k, L) − a(n, k) b(n, k) < x } − Φ(x) | | | | −→ 0, (9) gde centriru¸wie i normiru¸wie konstanty a(n, k) i b(n, k) opredeleny v (2) i (3).

Zameqanie 1. Utverßdenie teoremy 3 ostaetsØ spravedlivym

i v sheme seriæ, kogda ob¨em vyborki L = L(n) =^¯O( √ n) pri

n → ∞. V bolee obwem vide v sheme seriæ spravedlivost~ so-

otnoxeniØ (9) garantiruetsØ, esli L = L(n), k = k(n) i n udovletvorØ¸t sootnoxeniØm^k√_n → ∞, n − k → ∞ i^{L(n−k)}_{kn} → 0 pri n → ∞. Teorema 3. DlØ l¸bogo fiksirovannogo L = 1, 2, . . . vypolnØetsØ

sootnoxenie

sup_x | | | |P { dS(n, n, L) − a(n, n) b(n, n) < x } − exp(−e^{−x}) }| | | −→ 0 (10)

pri n → ∞.

Zameqanie 2. Utverßdenie (10) ostaetsØ spravedlivym i v she-

me seriæ, kogda L = L(n) = ō (n), pri n → ∞.

Esli formulirovki teorem 2 i 3 blizki k utverßdeniØm a) i c) teoremy 1, to v sluqae b) my poluqim neskol~ko inu¸ formulirovku, qem v teoreme 1.

Teorema 4. Esli k(n)/n^{1/2} → λ, gde 0 < λ < ∞, to dlØ l¸bogo

fiksirovannogo L = 2, 3, . . . i l¸bogo r = 0, 1, 2, . . . pri n → ∞ spravedlivo sootnoxenie P {S(n, Lk, L) − k = r} −→ p_r, (11) gde p_0 = P {π_μ = 0}/2 i p_r = P {(r − 1)L < π_μ < rL} + P {π_μ = (r − 1)L} + P {π_μ = rL}/2, r = 1, 2, . . . , a π_μ zdes~ oboznaqaet puassonovsku¸ sluqaænu¸ veliqinu s parametrom μ = (Lλ)^2/2.

130 N. D. KAN, V. B. NEVZOROV

Vspomogatel~nye rezul~taty

Issleduem povedenie centriru¸wih i normiru¸wih konstant a(n, k), b(n, k), d(n, L) i σ^2_L(n) pri razliqnyh sootnoxeniØh meßdu k i n, L i n. Spravedlivy sledu¸wie oqevidnye neravenstva:

esli 1 ≤ k ≤ 3n/4, to k ≤ a(k, n) = n n∑ i=n−k+1 1 i ≤ 4k (12) i (k − 1)^2/2n ≤ b^2(n, k) = n n∑ i=n−k+1 n − i i^2

≤ 16k^2/n. (13)

Esli k > 3n/4, to 3n/4 ≤ a(n, k) ≤ n (^n∫ n−k+1 dx/x + 1/(n − k + 1) )

= n ln(n/(n − k + 1)) + n/(n − k + 1) (14) i (n−2)^2/8n ≤ b^2(n, k) = b^2(n, n/2)+n n/2∑ i=n−k+1 n − i i^2 ≤ 4n+n^2/(n−k+1). (15) Otmetim takße, qto a(n, n) ∼ n ln n (16) i b^2(n, n) ∼ n^2π^2/6, (17) pri n → ∞. Dalee, d = d(n, L) = a(n, L) i L ≤ d ≤ nL/(n − L + 1). (18) Poskol~ku

σ^2_L(n) = b^2(n, L),

O NEKOTORYH PREDEL^NYH ZAKONAH 131 to dlØ 1 ≤ L ≤ n/2 spravedlivo neravenstvo

(L − 1)^2/2n ≤ σ^2_L(n) ≤ 16L^2/n. (19)

Dokazatel~stvo teoremy 2. Ispol~zuØ sootnoxenie (6), polu-

qaem, qto P { dS(n, k, L) − a(n, k) b(n, k) ≤ x } = P {S(n, k) ≤ T_1 + . . . + T_m}, (20) gde m = [(xb(n, k) + a(n, k)/d]. Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto (xb(n, k) + a(n, k))/d ØvlØetsØ celym qislom. Oboznaqim

η_n = (T_1 + . . . + T_m − md)/m^{1/2}σ_L(n). (21)

Iz sootnoxeniæ (12)–(19) netrudno ubedit~sØ, qto dlØ l¸bogo fiksirovannogo x posledovatel~nost~ m = m(n) stremitsØ k beskoneqnosti, esli k/L = k(n)/L(n) i n−k(n) stremØtsØ k beskoneqnosti s rostom n. V qastnosti, ffti dva usloviØ vypolnØ¸tsØ, esli L(n) =^¯O(n^{1/2}) , k(n)/n^{1/2} → ∞ i n − k(n) → ∞ pri n → ∞. Poluqaem, qto dlØ kaßdogo fiksirovannogo znaqeniØ x veliqiny η_n ime¸t v predele standartnoe normal~noe raspredelenie. Perepixem pravu¸ qast~ (20) v vide P {S(n, k) ≤ T_1 + . . . + T_m} = P {(S(n, k) − a(n, k)/b(n, k) ≤ x + r_nη_n}, (22) gde r_n = m^{1/2}σ_L(n)/b(n, k). (23)

Vnov~ ispol~zuØ sootnoxeniØ (12)–(19), ubeßdaemsØ, qto dlØ l¸bogo fiksirovannogo znaqeniØ x veliqina r_n stremitsØ k nul¸, esli n → ∞. Sledovatel~no, r_nη_n shoditsØ k nul¸ po veroØtnosti i , uqityvaØ utverßdenie a) teoremy 1, poluqaem, qto predel pravoæ qasti (22) pri l¸bom fiksirovannom x raven Φ(x), qto i dokazyvaet teoremu 2. Bolee togo, my pokazali, qto utverßdenie teoremy sohranØet silu, esli pozvolit~ veliqine L (v sheme seriæ) rasti s rostom n takim obrazom, qtoby

L = L(n) = O(n^{1/2}), n → ∞.

132 N. D. KAN, V. B. NEVZOROV

Dokazatel~stvo teoremy 3. Po analogii s (20) moßno napi-

sat~, qto P { dS(n, n, L) − a(n, n) b(n, n) ≤ x } = P {S(n, n) ≤ T_1 + . . . + T_m}, (24) gde m = (xb(n, n)+a(n, n))/d. DlØ togo, qtoby ispol~zovat~ utverßdenie c) teoremy 1, pervu¸ qast~ (24) perepixem v vide P {S(n, n) ≤ T_1 + . . . + T_m} = = P { S(n, n) − a(n, n) b(n, n) ≤ T_1 + . . . + T_m − md b(n, n) + md − a(n, n) b(n, n) } =

= P { S(n, n) − a(n, n) b(n, n) ≤ T_1 + . . . + T_m − md b(n, n) + x } . (25)

OstaetsØ ubedit~sØ, qto dlØ l¸bogo fiksirovannogo x, sluqaænaØ veliqina

μ_0 =

T_1 + . . . + T_m − md b(n, n) stremitsØ k nul¸ po veroØtnosti. Poskol~ku dlØ l¸bogo ε > 0 P {|μ_n| > ε} ≤ D(μ_n)/ε^2 = mDT /ε^2b^2(n, n) = mσ^2_L(n)/ε^2b^2(n, n), (26) nam dostatoqno proverit~, qto pri l¸bom fiksirovannom x pravaØ qast~ v sootnoxenii (26) stremitsØ k nul¸ pri n → ∞. V naxem sluqae m = (xb(n, n) + a(n, n))/d i iz sootnoxeniæ (16) i

(17) vidim, qto m ∼ a(n, n)/d ∼ n ln n/d i mσ^2_L(n)/b^2(n, n) ∼ 6 ln nσ^2_L/(n)/dπ^2n. Ots¸da, analiziruØ povedenie σ^2_L(n) i d pri razliqnyh usloviØh na povedenie L = L(n), ubeßdaemsØ, qto pravaØ qast~ (23) stremitsØ k nul¸ ne tol~ko pri fiksirovannyh znaqeniØh L, no i dlØ takih L = L(n) v sheme seriæ, dlØ kotoryh vypolnØetsØ sootnoxenie L(n) = o(n) pri n → ∞.

Dokazatel~stvo teoremy 4. Pri sootnoxenii k(n) ∼ λn^{1/2} i

fiksirovannyh znaqeniØh L s bol~xoæ veroØtnost~¸ v kaßdoæ novoæ gruppe prihodØt L ewe nezakraxennyh xarov. Pofftomu

O NEKOTORYH PREDEL^NYH ZAKONAH 133 imeet smysl v dannoæ situacii rassmatrivat~ lix~ momenty

S(n, kL, L). Zapisav sootnoxenie P {S(n, Lk, L) − k ≤ r} = P {S(n, k) ≤ T_1 + . . . + T_m} = = P {S(n, Lk) − Lk ≤ (T_1 + . . . + T_m − mL) + Lr}, (27) gde m = k + r, my, ispol~zuØ uße privedennye metody, ubeßdaemsØ, qto sluqaænaØ veliqina (T_1 + . . . + T_m − mL) stremitsØ po raspredeleni¸ k nul¸. Otmetim takße, qto veroØtnosti

P {T_1 + . . . + T_m − dL < 0} stremØtsØ k 1/2. Zdes~ suwestvenen

tot fakt, qto L > 1 i veliqiny T ne ØvlØ¸tsØ vyroßdennymi. Dalee, raspredelenie veliqiny S(n, Lk) − Lk, kak ffto sleduet iz teoremy 1, imeet v predele puassonovskoe raspredelenie s parametrom μ = (Lλ)^2/2. Sledovatel~no, veroØtnosti

P {S(n, Lk, L) − k ≤ r} shodØtsØ pri n → ∞ k veroØtnostØm (P {π_μ < rL} + P {π_μ ≤ rL})/2. Ots¸da poluqaem utverßdenie teoremy 4.

Literatura

1. L. E. Baum and P. Billingsley, Asymptotic distributions for the coupon collector’s problem. — Ann. Math. Statist. 36 (1965), 1835–1839.

2. N. D. Kan and V. B. Nevzorov, On the convergence rates to asymptotic distributions for the coupon collector’s problem. — Proceedings of the 4th St. Petersburg Workshop on Simulation (2001), 285–289.

3. T. M. Sellke, How many iid samples does it take to see all the balls in a box? — Ann. Appl. Probab. 5, (1) (1995), 294–309.

4. W. Stadje, The collector’s problem with group drawings. — Adv. in Appl. Probab.

22, (4) (1990), 866–882.

Kan N. D., Nevzorov V. B. On some limit laws in the coupon collector’s problem.

Three limit distributions are obtained for waiting times in the collector’s problem with group drawings.

Postupilo 20 sentØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet