Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

A. V. Liber, O. V. Rusakov

O SLUQA`NYH LOMANYH, SLABO SHOD˚WIHS˚ K DROBNOMU PROCESSU ORNSTE`NA––ULENBEKA

0. Vvedenie

Izvestno, qto standartnyæ process Ornsteæna–Ulenbeka (stacionarnyæ, gaussovskiæ, markovskiæ process s nulevym srednim, ediniqnoæ dispersieæ i ffksponencial~no ubyva¸weæ kovariacieæ) poluqaetsØ iz obyknovennogo brounovskogo dvißeniØ putem ffksponencial~noæ zameny vremeni U (t) = exp{−βt}W

(exp{2βt}) , gde β > 0 – masxtabnyæ vremennoæ kofffficient, na-

zyvaemyæ vØzkost~¸.

Pri primenenii analogiqnoæ zameny vremeni k drobnomu brounovskomu dvißeni¸ (s pokazatelem drobnosti h ∈ (0, 2)), to est~ k centrirovannomu gaussovskomu processu, startu¸wemu iz nulØ i oblada¸wemu kovariacionnoæ funkcieæ cov ( W^{(h)}(s), W^{(h)}(t) ) = 1 2 ( |t|^h + |s|^h − |t − s|^h ) , poluqaetsØ stacionarnyæ centrirovannyæ gaussovskiæ process u^{(h)}(t) = exp{−βt h}W^{(h)}(exp{2βt}) , s kovariacionoæ funkcieæ

B_h(t) = 1 2 ( e^{−hβt} + e^{hβt} − | e^{βt} − e^{−βt}|^h ) , (∗) kotoryæ prinØto nazyvat~ drobnym processom Ornsteæna–Ulenbeka (sm. [5, 6]).

V rabote ı. A. Davydova (1970) [2] poluqeny usloviØ slaboæ shodimosti k drobnomu brounovskomu dvißeni¸ nepreryvnyh sluqaænyh lomanyh, postroennyh po narasta¸wim summam stacionarnyh posledovatel~nosteæ (v qastnosti, pri summirovanii posledovatel~nosteæ skol~zØwego srednego) s uzlami, raspoloßennymi v sootvetstvii s rostom dispersii.

Rabota podderßana grantom NX-2258.2003.1. 134

O SLUQA`NYH LOMANYH 135 Zadaqa nastoØweæ raboty sostoit v tom, qtoby poluqit~ rezul~taty o shodimosti k drobnomu processu Ornsteæna– Ulenbeka dlØ podobnogo roda sluqaænyh lomanyh.

V razdelah 1–2 da¸tsØ sobstvenno usloviØ shodimosti k drobnomu processu Ornsteæna–Ulenbeka, poluqennye pri ffkspluatacii podhoda, opisannogo v rabote [2].

V razdele 3 rassmatrivaetsØ posledovatel~nost~ skol~zØwego srednego, postroennaØ po posledovatel~nosti Ornsteæna– Ulenbeka. Posledovatel~nost~¸ Ornsteæna–Ulenbeka [standartnoæ] budem nazyvat~ stacionarnu¸ posledovatel~nost~ iz standartnyh normal~nyh veliqin s ffksponencial~no ubyva¸- weæ kovariacieæ. Posledovatel~nost~ Ornsteæna-Ulenbeka moßet byt~ predstavlena v vide skol~zØwego srednego po nezavisimym standartnym normal~nym sluqaænym veliqinam.

Razdel 4 posvØwen issledovani¸ shodimosti sluqaænyh lomanyh k drobnomu brounovskomu dvißeni¸ v sluqae, kogda lomanye postroeny po dvaßdy sglaßennoæ posledovatel~nosti skol~- zØwego srednego. V odnom operatore sglaßivaniØ ispol~zu¸tsØ kofffficienty stepennogo vida, rassmotrennye v rabote [2] dlØ shodimosti k drobnomu brounovskomu dvißeni¸, drugoæ operator sglaßivaniØ s kofffficientami ffksponencial~nogo vida, kotorye trebu¸tsØ dlØ zadaniØ posledovatel~nosti Ornsteæna– Ulenbeka. UstanavlivaetsØ, qto ffti dva operatora sglaßivaniØ kommutiru¸t, tem samym snimaetsØ vopros korrektnosti s toqki zreniØ predel~nyh teorem opredeleniØ drobnogo processa Ornsteæna–Ulenbeka kak stacionarnoe rexenie uravneniØ Lanßevena so sluqaænoæ meroæ, postroennoæ po priraweniØm drobnogo brounovskogo dvißeniØ [8, 7].

1. KonstrukciØ lomanyh, slabo shodØwihsØ k drobnomu processu Ornsteæna−Ulenbeka

RassmatrivaetsØ dvustoronnØØ stacionarnaØ posledovatel~- nost~ s monotonno vozrasta¸weæ nakoplennoæ dispersieæ. V zavisimosti ot skorosti rosta nakoplennoæ dispersii vyqislØ- ¸tsØ uzly razbieniØ vewestvennoæ prØmoæ dlØ postroeniØ sluqaænyh lomanyh. Pri uslovii shodimosti k drobnomu processu Ornsteæna–Ulenbeka takim obrazom postroennyh sluqaænyh lomanyh, da¸tsØ neobhodimye usloviØ na skorost~ rosta nakoplennoæ dispersii.

136 A. V. LIBER, O. V. RUSAKOV

Qerez (x) = x_t budem oboznaqat~ strogo stacionarnyæ process s diskretnym (t ∈ Z) ili nepreryvnym (t ∈ R) vremenem. Opredelim “prostye” nakoplennye (narasta¸wie) summy, dlØ diskretnogo i nepreryvnogo vremeni, sootvetstvenno,

S_T = T∑ t=1 x_t , pri t ∈ Z; S_T = T∫ 0 x_tdt , pri t ∈ R, polagaØ, S_0 = 0. Voobwe, summa po pustomu mnoßestvu budet predpolagat~sØ nulevoæ.

DlØ dispersii prostoæ narasta¸weæ summy budem predpolagat~ strogo monotonnyæ rost

D ST^△= ψ(T ) ↑ ∞ pri T → ∞ , T ∈ R+

qto, naprimer, vypolnØetsØ pri poloßitel~no korreliru¸wih qlenah stacionarnoæ posledovatel~nosti (x_j ).

DlØ sluqaØ diskretnogo vremeni sluqaænye lomanye budem stroit~ v prostranstve nepreryvnyh funkciæ C_{[−N,N]} . V fftoæ svØzi opredelim “sdvinutye” narasta¸wie summy

S_T (k)^△= k∑ j=−T x_j , k = 0, ±1, . . . ± T . (0)

Takße vvedem oboznaqeniØ dlØ odnostoronnih summ, S^−_T^△= ∑_{−1} j=−T xj = ST (0) i S + T △ = ∑_T j=0 x_j. Oqevidno, D S^−_T = ψ(T ).

DlØ sluqaØ diskretnogo vremeni opredelim sluqaænye lomanye X_T (t) lineænoæ interpolØcieæ po uzlam, vyqislØemym v sootvetstvii so skorost~¸ rosta dispersii nakoplennoæ summy

X_T (t) = ψ^{−1/2}(T ) ( S_T (k) + x_{k+1} t − t_k t_{k+1} − t_k ) , k = 0, ±1, . . . ± (T − 1) (1) dlØ t ∈ [t_k, t_{k+1}) i uzlov

t_k^△= 1 β ln ψ(T + k) ψ(T ) , β > 0 . (1t)

Oqevidno, qto pri takih oboznaqeniØh, t_0 = 0 i DX_T (0) = 1.

O SLUQA`NYH LOMANYH 137 Opredelim N ∈ N takim obrazom, qtoby s rostom T , naqinaØ s nekotorogo, dostatoqno bol~xogo T_0, kraænie uzly razbieniØ 1 β ln^{ψ(1)}_{ψ(T )} i^1_β ln^{ψ(2T −1)}_{ψ(T )} leßali vne predelov intervala [−N, N ].

OsuwestvlØØ sußenie oblasti opredeleniØ postroennyh lomanyh na kompakt [−N, N ], poluqim lomanye X_T (t), zadannye kak fflementy prostranstva C_{[−N,N]} .

DlØ sluqaØ nepreryvnogo vremeni ishodnogo processa x_t analogiqnym obrazom opredelim sluqaænyæ process X_T (t) s pomow~¸ zameny vremeni

X_T (t) = ψ^{−1/2}(T ) g(t,T )∫

0 x_sds , t ∈ [−N, N ] , (2) gde g(t, T )^△= ψ^{−1}(e^{βt}ψ(T )) . (2t)

V fftom sluqae iz postroeniØ processa X_T (t) vytekaet, qto

D XT (t) = e^{βt}. Takße, v silu stacionarnosti processa xt dlØ pri-

raweniæ X_T (t) vypolnØetsØ sledu¸wee ravenstvo po raspredeleni¸

X_T (t) − X_T (s)^d= 1 √ ψ(T ) g(t,T )−g(s,T ) ∫ 0 x_τ dτ. (3) Pust~ B_T (s, t) – korrelØcionnaØ funkciØ processa X_T (t), postroennogo po (1),(1t) ili (2),(2t) v zavisimosti ot konteksta. Oboznaqim,

P_T – raspredelenie v C_{[−N,N]} , sootvetstvu¸wee X_T (t) ; U_γ – raspredelenie, sootvetstvu¸wee centrirovannomu gausssovskomu processu s kovariacionnnoæ funkcieæ B_γ (s, t) = 1 2 { e^{βt} + e^{βs} − | | | e^{βtγ} − e^{βsγ} | | |^γ } , γ ∈ (0, 2) (4)

(Vyroßdennyæ sluqaæ γ = 2 my iskl¸qaem iz rassmotreniØ.)

Slabu¸ shodimost~ raspredeleniæ budem oboznaqat~ znaqkom ⇒ . Qerez h(t) vs¸du v dal~neæxem my budem oboznaqat~ medlenno menØ¸wiesØ na beskoneqnosti (po Karamata) funkcii [4], vozmoßno razliqnye v raznyh mestah teksta.

Predloßenie 1. Esli PT ⇒ Uγ pri T → ∞, to BT (t, s) → Bγ (t, s)

potoqeqno, i ψ(T ) = T^γ h(T ).

138 A. V. LIBER, O. V. RUSAKOV 2. Dostatoqnye usloviØ dlØ slaboæ shodimosti lomanyh, postroennyh po processu skol~zØwego srednego

Rassmotrim process skol~zØwego srednego (x), postroennyæ po xumu (ξ), s kvadratiqno summiruemymi vesovymi kofffficientami ∑ c^2_k < ∞, c_k ≥ 0, k ∈ Z

x_j = ∞∑ k=−∞ c_{k−j}ξ_k, j ∈ Z, (5) gde (ξ_k) – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh veliqin s Eξ_k = 0.

Ispol~zuem oboznaqeniØ, analogiqnye predyduwim,

(P_n) – posledovatel~nost~ raspredeleniæ v C_{[−N,N]} dlØ slu-

qaænyh lomanyh, postroennyh v sootvetstvii s pravilom postroeniØ (1)-(1t) po summam S_n(k) stacionarnoæ posledovatel~nosti (5).

Teorema 1. Pust~ dlØ nekotorogo k ¿ 2 suwestvuet moment E|ξj |^{2k} < ∞, a dispersiØ prostoæ nakoplennoæ summy po posledo-

vatel~nosti (x), opredelennoæ (5), imeet stepennoæ rost D S_n = n^γ h(n) dlØ 2/(k + 2) < γ < 2.

Togda imeet mesto slabaØ shodimost~ P_n =⇒ U_γ , n → ∞ Shodimost~ k drobnomu processu Ornsteæna–Ulenbeka.

Rassmotrim posledovatel~nost~ raspredeleniæ (^~P_n) nepreryvnyh sluqaænyh lomanyh^~X_n(t)^△= e^{−βt/2}X_n(t), postroennyh s temi ße uzlami (1t). DlØ nih predel~nym raspredeleniem budet raspredelenie^~U_γ processa e^{−βt/2}U_γ (t) (gde U_γ (t) process s raspredeleniem U_γ , opredelennym (4) ), t.e. gaussovskogo processa s korrelØcionnoæ funkcieæ B̃_γ (s, t)^△= e^{−β(t+s)/2}B_γ (s, t) = 1 2 { e^{β(t−s)/2} + e^{β(s−t)/2} − | | e^{β(t} �s)_{2γ} − e^{β(s} �t)_{2γ} | |^γ }

= cosh ( β 2 |t − s| ) − 2^{γ−1} sinh^γ ( β 2γ |t − s| ) , β > 0 , 0 < γ < 2 (6) Takim obrazom, iz teoremy 1 neposredstvenno vytekaet sledu- ¸waØ teorema.

O SLUQA`NYH LOMANYH 139

Teorema 2. Pust~ E|ξj |^{2k} < ∞, k ¿ 2, a D Sn = n^γ h(n), dlØ 2/(k +

2) < γ < 2.

Togda v C_{[−N,N]} imeet mesto slabaØ shodimost~ P̃_n ⇒ Ũ_γ , pri n → ∞. Nesloßno proverit~, qto posle zameny vremeni (t := γt) u processa s raspredeleniem Ũ_γ poluqaetsØ drobnyæ process Ornsteæna- Ulenbeka s kovariacionnoæ funkcieæ (∗).

3. SlabaØ shodimost~ dlØ posledovatel~nosteæ skol~zØwego srednego pri stacionarnom xume tipa Ornsteæna−Ulenbeka Opredelenie 3.1. Standartnoæ posledovatel~nost~¸ Ornsteæ-

na–Ulenbeka budem nazyvat~ stacionarnu¸ posledovatel~nost~

(U_n), n ∈ Z, s raspredeleniem seqeniæ N (0, 1) i ffksponencial~no

ubyva¸weæ kovariacieæ, EU_k = 0, EU_i U_j = e^{−|i−j|} (zdes~ vybran masxtab diskretnogo vremeni, da¸wiæ ediniqnu¸ vØzkost~).

StandartnaØ posledovatel~nost~ Ornsteæna–Ulenbeka moßet byt~ postroena posredstvom sledu¸wego rekurrentnogo pravila. Snaqala proizvedem postroenie dlØ celyh neotricatel~nyh znaqeniæ vremennoæ peremennoæ n.

Pust~ ξ_0, ξ_1, . . . – nezavisimye standartnye normal~nye N (0, 1) veliqiny.

(0) Poloßim, U0 = ξ0;

(1) Un+1 = e^{−1}Un +^(1 − e^{−2)1/2} ξn+1 .

Zatem, primenØØ operator sdviga neobhodimoe koliqestvo raz, poluqaem posledovatel~ Ornsteæna–Ulenbeka s naqal~nym momentom vremeni v proizvol~noæ toqke k ∈ Z.

Rassmotrim posledovatel~nost~ (u_j ), j ∈ Z, postroennu¸ metodom skol~zØwego srednego s ispol~zovaniem v kaqestve xuma [standartnoæ] posledovatel~nosti Ornsteæna-Ulenbeka:

u_j^△= ∞∑ k=−∞ c_{k−j}U_k , (7) gde kofffficienty (c_i) predpolaga¸tsØ neotricatel~nymi i summiruemymi na ploskosti s ffksponencial~nymi vesami,

140 A. V. LIBER, O. V. RUSAKOV ∑_∞ i,j c_ic_je^{−|i−j|} < ∞ (ffto uslovie budet, v qastnosti, vypolnØt~sØ pri (c_i) ∈ l^1).

Tak kak sama posledovatel~nost~ Ornsteæna–Ulenbeka poluqena skol~zØwim summirovaniem po nezavisimym standartnym normal~nym sluqaænym veliqinam, to sledu¸wu¸ posledovatel~nost~ (u_j ), opredelennu¸ (7), my nazyvaem dvaßdy sglaßennoæ.

Rassmotrim sluqaænye veliqiny ξ_i = (1 − e^{−2})^{−1/2} · (U_i − e^{−1}U_{i−1}). Legko videt~, qto (ξ_i) , i ∈ Z, sostavlØ¸t posledovatel~nost~ nezavisimyh standartnyh normal~nyh N (0, 1) sluqaænyh veliqin. Togda U_i moßno predstavit~ v vide

U_i = (1 − e^{−2})^{1/2} i∑ j=−∞ ξ_j e^{j−i} (7U)

Sootvetstvenno,

u_j = ∞∑ k=−∞ c_{k−j}U_k^△= (1 − e^{−2})^{1/2} ∞∑ k=−∞ d_{k−j}ξ_k , (8) gde d_k = ∑_∞ i=k c_ke^{k−i}. Legko proverit~, qto sledu¸wie niße usloviØ (i) i (ii) ffkvivalentny: (i)^{∑∞}_{i,j} cicj e^{−|i−j|} < ∞ ; (ii)^{∑∞}_k d^2_k < ∞. Pust~ (P^u_n ) – semeæstvo raspredeleniæ v C_{[−N,N]} , sootvetstvu- ¸wee sluqaænym lomanym, postroennym po narasta¸wim summam (S_n) stacionarnogo processa u i po uzlam (1). Iz usloviØ (ii) i lemm teoremy 1 sleduet teorema.

Teorema 3. Esli D Sn = n^γ h(n), dlØ 0 < γ 6 2, gde h(n) – medlenno

menØ¸waØsØ na beskoneqnosti funkciØ, to pri n → infty imeet mesto slabaØ shodimost~ P^u_n ⇒ U_γ . 4. SlabaØ shodimost~ k DBD dvaßdy sglaßennoæ posledovatel~nosti skol~zØwego srednego.

Pokazatel~nye i stepennye vesovye kofffficienty

V fftom razdele rassmatrivaetsØ posledovatel~nost~ (u_j ), poluqennaØ skol~zØwim summirovaniem iz standartnoæ posledovatel~nosti Ornsteæna–Ulenbeka. V rabote [2] privodØtsØ

O SLUQA`NYH LOMANYH 141 usloviØ shodimosti posledovatel~nosteæ skol~zØwego srednego k drobnomu brounovskomu dvißeni¸ dlØ sluqaØ, kogda xum predstavlØet soboæ posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin. Zatem tam daetsØ primer [osnovnoæ], kogda vesa pri summirovanii ime¸t stepennoæ vid. Cel~ fftogo razdela pokazat~, qto analogiqnyæ rezul~tat imeet mesto i v sluqae, kogda xum predstavlØet soboæ posledovatel~nost~ Ornsteæna–Ulenbeka.

Rassmotrim nepreryvnye lomannye X_n(t), postroennye na otrezke [0, N ] po narasta¸wim summam S_k = ∑_k j=1 u_j, stacionarnogo processa u, vida (7),

X_n(t) = ψ^{−1/2}(n) ( S_k + u_{k+1} t − t_k t_{k+1} − t_k ) , t ∈ [t_k, t_{k+1}), (9)

s uzlami (t_k), opredelennymi kak v [2],

t_k = ( ψ(k) ψ(n) )_{1/γ} . (9t)

DlØ sootvetstvu¸wih raspredeleniæ {P^′_n} v prostranstve nepreryvnyh funkciæ C_{[0,N]} spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 4. Esli D Sn = n^γ h(n), 0 < γ 6 2, h(n) – medlenno menØ-

¸waØsØ na beskoneqnosti funkciØ, to P^′_n ⇒ W_γ , gde W_γ – raspredelenie, sootvetstvu¸wee gaussovskomu processu s nulevym srednim i kovariacionnoæ funkcieæ K_γ (s, t) =^1_2 (s^γ +t^γ −|s−t|^γ ) , kotoraØ opredelØet gaussovskiæ process, nazyvaemyæ drobnym brounovskim dvißeniem (dBd) s parametrom Harsta, ravnym H = γ/2.

Primer 1. Pokazatel~nye i stepennye vesa. Rassmotrim po-

vedenie dispersii qastiqnoæ summy, kotoraØ v silu stacionarnosti processa Ornsteæna–Ulenbeka predstavima v vide,

S_n^△= n∑ i=1 u_i^d= ∞∑ i=−∞ c_i i+n−1∑

j=i U_j . V sluqae stepennyh kofffficientov c_k = k^{−α} pri k > 0 i c_k = 0 pri k ≤ 0 dlØ α =^1_2 (3 − γ) dispersiØ nakoplennoæ summy imeet

vid D Sn = n^{−2α+3}h(n).

142 A. V. LIBER, O. V. RUSAKOV

Deæstvitel~no. Predstavim dispersi¸ dannoæ nakoplennoæ summy qerez kovariacii, D Sn =^{∞∑}_{i=−∞}^{∞∑}_{j=−∞} cicj Rn(i − j), (10) gde R_n(i − j) – kovariacii, kotorye, v silu stacionarnosti processov (u_j) i (U_j ), ime¸t vid

R_n(i − j) = cov i+n−1∑

k=i U_k, j+n−1 ∑ l=j U_l . (11) Vyqislim kovariaci¸ R_n(r). Pri r > n poluqaem, R_n(r) = e^{n−r} R_n(n) = e^{n−r−1} + 2e^{n−r−2} + . . . +ne^{−r} + (n − 1)e^{−r−1} + . . . + e^{−r−n+1} =

= e^{n−r} 2n−1∑

j=1 je^{−j} − 2 n−1∑ i=r ie^{−i} = e^{n−r−1} (1 − e^{−n}) 2 (1 − e^{−1})^2

. (12)

Pri r 6 n kovariaciØ vyraßaetsØ v vide summy qetyreh slagaemyh,

R_n(r) = ( e^{n−r−1} + 2e^{n−r−2} + . . . + (n − r − 1)e^0 ) + ( n − r)e^{−1} + . . . e^{−r−n+1} ) =

= 2n−1∑

k=r ke^{r−k} − 2 n−1∑ k=1 ke^{−k−n+r} + n−1∑ k=r ke^{k−r} =

= (n − r) e + 1 e − 1 + e^{r−n+1} (1 − e)^2 − 2 e^{−1−r} (1 − e^{−1})^2 + e^{−1−r−2n} (1 − e^{−1})^2

(13)

Voz~mem kofffficienty c_i =^1_{iα} pri i > 0 i c_i = 0 pri i < 0. Dispersi¸ zapixem v vide D S_n = I_1+I_2+I_3+I_4+I_5, gde slagaemye I_1–I_4 sootvetstvu¸t slagaemym v (13), a I_5 sootvetstvuet (12). Ocenim kaßdoe iz fftih slagaemyh,

I_1 = 2 e + 1 e − 1 ∞∑ i=∞ 1 i^α i+n−1∑

j=i 1 j^α (n − j + i) = n^{−2α+3}h(n),

O SLUQA`NYH LOMANYH 143

I_2 = 2 (e − 1)^2 ∞∑ i=∞ 1 i^α i+n−1∑

j=i 1 j^α e^{(1−n+j−i)} 6 p_{−2α+1}(n)h(n), = n^{−2α+1}h(n), I_3 = −4 (1 − e^{−1})^2 ∞∑ i=∞ 1 i^α i+n−1∑

j=i 1 j^α e^{(−1−j+i)} 6 p_{−2α+2}(n)h(n), = n^{−2α+2}h(n), I_4 = 2 (1 − e^{−1})^2 ∞∑ i=∞ 1 i^α i+n−1∑

j=i 1 j^α e^{(−j+i−n−1)} 6 n^{−2α+1}e^{−n}h(n),

I_5 = 2e^{−1} (1 − e^{−1})^2

(1 − e^{−n})^2 ∞∑ i=∞ 1 i^α ∞∑ j=i+n 1 j^α e^{(−j+i+n)} 6 n^{−2α+1}h(n). V rezul~tate sovmeweniØ ocenok imeem ravenstvo D S_n

= n^{−2α+3}h(n), otkuda pri γ = 3 − 2α poluqaem, qto D S_n = n^γ h(n).

Takße analogiqnye ocenki moßno poluqit~ zametiv, qto d_i = c_ih(i), gde h(i) – medlenno menØ¸waØsØ na beskoneqnosti funkciØ.

Neposredstvenno proverØetsØ kommutativnost~ ispol~zuemyh zdes~ dvuh operatorov svertki, deæstvu¸wih na stacionarnye posledovatel~nosti, – operatora svertki s pokazatel~nymi vesami (7U) i operatora so stepennymi vesami {c_i =^1_{iα} }.

Predloßenie 2. Pust~ (ξi) , i ∈ Z, – posledovatel~nost~ nezavi-

simyh standartnyh normal~nyh N (0, 1) sluqaænyh veliqin. Pust~

(Z_n) – rezul~tat deæstviØ operatorov skol~zØwego srednego na po-

sledovatel~nost~ (ξ_1) snaqala so stepennymi vesami c_k = k^{−α}, a zatem s pokazatel~nymi, sootvetstvu¸wimi (7U),

Z_n^△= n∑ j=−∞ ∞∑ k=j+1 1 (j − k)^α ξ_ke^{−β(n−j)} , a (Z^′_n) – naoborot, snaqala s pokazatel~nymi vesami, sootvetstvu¸wimi (7U), a zatem so stepennymi c_k = k^{−α},

Z^′_n = ∞∑ j=n+1 j∑ k=1 1 (j − n)^α ξ_ke^{−β(j−k)} Togda D Z_n = D Z^′_n .

144 A. V. LIBER, O. V. RUSAKOV 5. Dokazatel~stva Dokazatel~stvo predloßeniØ 1. Dokazatel~stvo provedem dlØ

sluqaØ nepreryvnogo vremeni.

Iz postroeniØ processa X_T (t) vytekaet, qto D X_T (t) = e^{βt}. V silu stacionarnosti processa x_t vypolnØetsØ ravenstvo po raspredeleni¸ (3). Iz kotorogo, pri T → ∞, sleduet shodimost~ dispersiæ D {XT (t) − XT (s)} →^|e^{βtγ} − e^{βsγ |}^γ . Takim obrazom, iz togo, qto 2B_T (s, t) = D X_T (t) + D X_T (s) −

D {XT (t) − XT (s)} my poluqaem predel~noe sootnoxenie lim T →∞ B_T (t, s) = 1 2 { e^{βt} + e^{βs} − | | | e^{βtγ} − e^{βsγ} | | |^γ } . DlØ dokazatel~stva predloßeniØ ostalos~ ustanovit~ tot fakt, qto dlØ l¸bogo fiksirovannogo t > 0, lim T →∞ ψ(T t) ψ(T ) = t^γ . (14)

Snaqala proverim vypolnenie sootnoxeniØ (14) pri t vida 1/r, gde r – celoe. Naqnem s t =^1_2 . Iz (3) i iz shodimosti dispersiæ sleduet, qto pri T → ∞,

D^{XT (0) − XT^{( 1}_β ln^1_2^{)}} =^{ψ(T − g(1/2, T ))}_{ψ(T )} →^1_{2γ} .

Poskol~ku T /2 leßit meßdu g(1/2, T ) i T −g(1/2, T ), to, pol~zuØs~ monotonnost~¸ ψ i tem, qto lim T →∞ ψ(g(1/2, T )) ψ(T ) = lim T →∞ ψ(T − g(1/2, T )) ψ(T ) = 1 2^γ , poluqaem, qto vypolneno predel~noe sootnoxenie lim T →∞ ψ(T /2)) ψ(T ) = 1 2^γ . Teper~ dopustim, qto sootnoxenie (14) vypolneno dlØ t =

1,^1_2 , , ...,^1_{n−1} . RassußdaØ tak ße, kak i v sluqae t =^1_2 poluqim: ψ(T − g(1/n, T )) ψ(T ) → [n − 1 n ]_γ .

O SLUQA`NYH LOMANYH 145 A tak kak^{(n−1)T}_n leßit meßdu T − g(1/n, T ) i (n − 1)g(1/n, T ), to ψ((n − 1)T /n) ψ(T ) → [n − 1 n ]_γ , otkuda sleduet, qto pri T → ∞, ψ(T /n) ψ(T ) = ψ(T /n) ψ((n − 1)T /n) ψ((n − 1)T /n) ψ(T ) → 1 n^γ . Takim obrazom, sootnoxenie (14) dokazano dlØ qisel, obratnyh celym, a, sledovatel~no, i dlØ vseh racional~nyh qisel. V silu monotonnosti ψ ono vypolnØetsØ i dlØ l¸bogo vewestvennogo t.

Sluqaæ diskretnogo vremeni dlØ (x) rassmatrivaetsØ analogiqno.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Dokazatel~stvo razob~em na ne-

skol~ko lemm.

Vvedem oboznaqeniØ. Pust~ X – sluqaænyæ process, zadannyæ na nekotorom zamknutom intervale prØmoæ A;

(X_n(t)) – sluqaænye lomannye, postroennye lineænoæ inter-

polØcieæ po processu X i nekotoromu naboru uzlov {t_{n,k}}, obrazu¸wih razbienie kompakta A (v kaqestve A budet vystupat~ [−N, N ]). Oboznaqim, (X_n) – raspredeleniØ v C(A), sootvetstvu¸wie sluqaænym lomanym (X_n(t)).

Pust~^~A – podmnoßestvo A, a f – nepreryvnoe otobraßenie^~A v kompaktnoe podmnoßestvo prØmoæ B : B ⊆ A. Rassmotrim proobrazy uzlov razbieniØ τ_{n,k} = f^{−1}(t_{n,k}). Pust~ Y_n(t) – sluqaænye lomannye, postroennye po znaqeniØm processa X v uzlah {τ_{n,k}}.

Oboznaqim (Y_n) – raspredeleniØ v C(A), poroßdennye sluqaænymi lomanymi i Y_n(t).

Lemma 1. Predpoloßim, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ 1) max_k |tn,k+1 − tn,k| → 0 , pri n → ∞; 2) posledovatel~nost~ (Xn) slabo kompaktna.

Togda posledovatel~nost~ (Y_n) takße slabo kompaktna.

Dokazatel~stvo. Pust~ g(h) – modul~ nepreryvnosti funkcii

f, to est~ |f(τ^′) − f(τ^{′′})| 6 g(h) pri |τ^′ − τ^{′′}| < h, i g(h) → 0 pri h → 0.

146 A. V. LIBER, O. V. RUSAKOV

Tak kak pri vseh dostatoqno bol~xih n, obuslovlennyh usloviØmi 1),2) nastoØweæ lemmy, ime¸t mesto ocenki, sup |t0_{−t}00_|6_h

|Y_n(t^′) − Y_n(t^{′′})| 6 max |t_{n,k}−t_{n,l}|6g(h) |X_n(t_{n,k}) − X_n(t_{n,l})|+ +2 max_k |X_n(t_{n,k+1}) − X_n(t_{n,k})| 6 3 sup_{|t}

0_{−t}00_|6_{g(h)} |X_n(t^′) − X_n(t^{′′})| , to lim n→∞ P{ sup_{|t} 0_{−t}00_|6_h |Y_n(t^′) − Y_n(t^{′′})| > ϵ} 6 lim_{n→∞} P{ sup_{|t0−t00|6g(h)} |Xn(t^′) − Xn(t^{′′})| > ϵ/3} Tak kak l¸boæ modul~ nepreryvnosti ØvlØetsØ monotonno neubyva¸weæ funkcieæ, to poluqaem trebuemoe.

Zameqanie k lemme 1. DlØ naxih celeæ v kaqestve f sleduet

vybrat~ funkci¸ f(x) ≡ f_{γ;β} ≡^1_β ln(x^{1/γ} ), i kompaktom B budet otrezok [^1_β ln^{ψ(1)}_{ψ(T )} , 0].

Lemma 2. Pust~ suwestvuet n0 > 0 takoe, qto dlØ vseh n > n0

suwestvu¸t konstanty C > 0 i δ >^2_γ − 2 takie, qto posledovatel~nost~ nakoplennyh summ (S_n), postroennaØ po nekotoroæ stacionarnoæ posledovatel~nosti (x_j ), udovletvorØet sootnoxeniØm:

1) D Sn = n^γ h(n), 2) E|Sn |^{2+δ} 6 C · (D Sn )^{1+δ/2},

dlØ nekotoroæ medlenno menØ¸weæsØ (po Karamata) na beskoneqnosti funkcii h(n).

Togda posledovatel~nost~ (P_n), postroennaØ po uzlam (1), (1t), slabo kompaktna.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim Yn(t) – nepreryvnu¸ lomanu¸,

postroennu¸ lineænoæ interpolØcieæ po posledovatel~nosti

(x_j) s ravnomernymi uzlami t_{n,k} = k/n, zadannymi na zamknu-

tom simmetriqnom intervale prØmoæ [−N, N ];

Q_n – sootvetstvu¸wee fftomu ravnomernomu razbieni¸ raspredelenie.

Togda pri nekotorom c > 0, verno neravenstvo E|Yn (t) − Yn(s)|^{2+δ} 6 cE|Sm_n − Sk_n |^{2+δ}/(D Sn )^{1+δ/2},

O SLUQA`NYH LOMANYH 147 gde m_n ≡ m_n(s) i k_n ≡ k_n(t) – natural~nye qisla, takie, qto s ∈ [m_n/n, (m_n + 1)/n]; t ∈ [k_n/n, (k_n + 1)/n]. Ots¸da, ispol~zuØ stacionarnost~ X_j , poluqim E|Yn (t) − Yn(s)|^{2+δ} 6 C|t − s|^{γ(2+δ)/2}. Posledovatel~nost~ {P_n} slabo kompaktna, tak kak γ(2+δ)/2 > 1. PrimenØØ Lemmu 1 dlØ f(x) =^1_β ln(x^{1/γ} ), poluqim slabu¸ kompaktnost~ semeæstva {P_n}.

Lemma 3. Esli dlØ posledovatel~nosti nakoplennyh summ (Sn),

postroennoæ po nekotoroæ stacionarnoæ posledovatel~nosti

(x_j), E|S_n |^{2k} < ∞, to dlØ nekotoroæ postoØnnoæ C > 0 vypol-

nØetsØ neravenstvo E|S_n |^{2k} 6 C(D S_n )^k.

Dokazatel~stvo. Sm. [2].

Lemma 4. Pust~ DSn = n^γ h(n), gde h(n) – medlenno menØ¸waØsØ

(po Karamata) na beskoneqnosti funkciØ. Togda dlØ proizvol~nogo nabora toqek {s_1, s_2, ..., s_k} iz intervala [−N, N ] koneqnomer- nye raspredeleniØ P^{{s1,s2,...,sk}} n sluqaænyh lomanyh (1), (1t) shodØtsØ k koneqnomernym raspredeleniØm centrirovannogo gaussovskogo processa s korrelØcionnoæ funkcieæ B_γ (t, s).

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo standartno, sm. [1, 3].

Rassmotrim raspredelenie P^{{s1,s2,...,sk; τ}} n , obrazovannoe sluqaænoæ veliqinoæ

Z_n ≡ Z_n(k) = ∑_k i=1 X_n(s_i)τ_i s vektornoznaqnym parametrom τ = (τ_1, . . . τ_k) ∈ R^k.

Oboznaqim sledu¸wu¸ celu¸ qast~, m_j ≡ m_j (n) ≡ [ne^{βsj /γ} ],j =

1, . . . , k. Togda, kak legko videt~, D S_{mj} /D S_n → e^{βsj} pri n → ∞.

Sledovatel~no,

Z_n = (D S_n )^{−1/2} k∑ j=1 τ_j m_j∑

i=1 x_i + R_n ,

gde D Rn → 0, pri n → infty. Vvedem Z^′_n i dlØ l ∈ Zkofffficienty d_{l,n}, Z^′_n^△= Z_n − R_n = (D S_n )^{−1/2} ∞∑ l=−∞ (_k ∑ i=1 τ_i m_i∑

r=1 c_{l−r} ) ξ_l^△= ∞∑ l=−∞ d_{l,n}ξ_l,

148 A. V. LIBER, O. V. RUSAKOV kotorye predstavimy, d_{l,n} = k∑ i=1 τ_ia^{(n)}_{i,l} ; a^{(n)}_{i,l}^△= (D S_n )^{−1/2} m_i∑

r=1 c_{l−r} . (15) Pust~ ϵ_n → 0, pri n → ∞. Voz~mem posledovatel~nost~ seriæ nezavisimyh sluqaænyh veliqin {η_{n,1}, ..., η_{n,ln}}, n = 1, 2, ...,, vida η_{n,1} = ∑ |l|>N0 d_{l,n}ξ_l, η_{n,2} = d_{−N,n}ξ_{−N0} , η_{n,3} = d_{1−N,n}ξ_{1−N0} , . . . , η_{n,ln} = d_{N,n}ξ_{N0} , gde (ξ_l) iz (5). Natural~noe N_0 ≡ N_0(ϵ) takovo, qto ∑ |l|>N0 d^2_{l,n} < ϵ_n. Takoe N_0 naædetsØ, poskol~ku ∞∑ l=−∞ d^2_{l,n} 6 k(D S_n )^{−1} k∑ i=1 τ^2_i D S_{mj} < ∞

Proverim vypolnenie usloviØ Lindeberga dlØ veliqin η_{n,1}, ..., η_{n,ln} . Soglasno, 18.6.4 [3], d_{l,n} 6 a_n = O((D S_n )^{−1/4}) pri n → infty, pofftomu, l_n∑

j=1 ∫ |z|>ϵ z^2dP {η_{n,j} < z} 6 ϵ_n + ∞∑ l=−∞ d^2_{l,n} ∫ |z|>ϵ/a_n z^2dP {ξ_0 < z} = o(1) . Sledovatel~no, kak Z_n, tak i Z^′_n, asimptotiqeski normal~ny s parametrami (0, σ_{s;τ} ),

σ_{s;τ} = lim_{n→∞} +∞∑ l=−∞ d^2_{l,n} = lim_{n→∞} k∑ i,j=1 τ_iτ_jB_n(s_i, s_j). Poslednee ravenstvo privodit k celi s pomow~¸ sledu¸wih vykladok:

2B_n(s_i, s_j) = D X_n (s_i) + D X_n (s_j ) − D {X_n(s_i) − X_T (s_j )} i pri n → ∞ D Xn (si) → e^{βsi} , a D {Xn(si) − Xn(sj )} ∼ D S|m_i −m_j |/D Sn ∼ | e^{βsi/γ} − e^{βsj /γ} |^γ , otkuda sleduet,

σ_{s;τ} = ∑_k i,j=1 τiτjBγ (si, sj ) . Lemma dokazana. Dokazatel~stvo teoremy vytekaet neposredstvenno iz lemm 2, 3 i 4.

O SLUQA`NYH LOMANYH 149 Literatura 1. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. — Nauka, M. (1977). 2. ı. A. Davydov, Princip invariantnosti dlØ stacionarnyh processov.

— Teor. Ver. Prim., t.XV v.3 (1970), 498–509.

3. I. A. Ibragimov, ı. V. Linnik, Nezavisimye i stacionarno svØzannye

veliqiny. — Nauka, M. (1965).

4. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ. — Mir, M. (1984).

5. O. E. Barndorff-Nielsen and Victor Perez-Abreu, Stationary and Selfsimilar Pro-

cesses Driven by Levy Processes. — MaPhySto Research Report No.1, University of Aarhus, Denmark (1998), 21p.

6. J. W. Lamperti, Semi-stable Stochastic Processes. — Trans. Amer. Math. Soc. 104

(1962), 62–78.

7. M. Jakobsen and M. York, Multi-self-similar Markov Processes on Rn+ and their

Lamperti Representation. — MaPhySto report, August 1 (2002), Aarhus, 31p.

8. F. Comte and E. Renault, Long Memory in Continuous-Time Stochastic Volatility

Model. — Mathematical Finance, Vol. 8, No.4, 291–323.

Liber A. V., Rusakov O. V. On random broken lines weakly converging to fractional Ornstein–Uhlenbeck process.

The behavior of sequences of continuous broken lines corresponding to sums of stationary sequences is studied. Conditions of weak convergence of distributions of these broken lines to Gaussian processes of Ornstein– Uhlenbeck type and fractional Brownian movement type are established.

Postupilo 10 sentØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet