Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

V. V. Petrov

O ROSTE SUMM INDIKATOROV SOBYTI`

1. Vvedenie

Pust~ A_1, A_2, . . . – proizvol~naØ posledovatel~nost~ sobytiæ na veroØtnostnom prostranstve (Ω, F, P ). Pust~ I(A) – indikator mnoßestva A toqek ω ∈ Ω. Poloßim

S_n = nX_{k=1 I(Ak ), Mn =} nX_{k=1 P (Ak). (1)} V silu ravenstva EI(A_k) = P (A_k) imeem M_n = ES_n. Soglasno lemme BorelØ–Kantelli, uslovie

1X_{n=1 P (An) = ∞ (2)}

neobhodimo dlØ ravenstva P (A_ni.o.) = 1. PredstavlØ¸t interes ocenki rosta summ S_n poqti navernoe pri n → ∞ v terminah M_n pri vypolnenii usloviØ (2), oznaqa¸wego, qto M_n → ∞ (n → ∞).

Nekotorye ocenki rosta summ S_n sledu¸t neposredstvenno iz izvestnyh obwih teorem o roste summ sluqaænyh veliqin poqti navernoe i o roste summ izmerimyh funkciæ poqti vs¸du (sm., naprimer, [1–6]). Odnako dlØ summ indikatorov sobytiæ mogut byt~ poluqeny bolee sil~nye rezul~taty. V rabote Filippa [7] dokazano sledu¸wee predloßenie. Esli posledovatel~nost~ sobytiæ A_1, A_2, . . . udovletvorØet uslovi¸

P (A_iA_k) 6 P (A_i)P (A_k) + c_i�_kP (A_i) (3)

dlØ vseh i, k, takih, qto i > k, gde c_1, c_2, . . . – neotricatel~nye postoØnnye, i esli P c_n < ∞, to

S_n = M_n + O(M^{1/2}_n (log M_n)^{3/2+δ}) p. n. (4)

Rabota byla podderßana grantom RFFI 02-01-00779 i grantom veduwih nauqnyh xkol NX-2258.2003.1. 150

O ROSTE SUMM INDIKATOROV SOBYTI` 151 dlØ l¸bogo δ > 0. Uslovie (3) vypolneno, esli

P (A_iA_k) 6 P (A_i)P (A_k) (i ≠ k). (5)

Sledovatel~no, posledovatel~nost~ poparno nezavisimyh sobytiæ {A_n} udovletvorØet usloviØm teoremy Filippa. V silu izvestnogo rezul~tata �rdexa i Ren~i (sm., naprimer, [8, str. 200]) usloviØ (2) i (5) vlekut za soboæ ravenstvo P (A_ni.o.) = 1. Netrudno pokazat~, qto poslednee utverßdenie ostanetsØ vernym i pri zamene v nem usloviØ (5) bolee slabymi usloviØmi Filippa. Cel~ nastoØweæ raboty – obobwenie i usilenie teoremy Filippa.

2. Rezul~taty

V dal~neæxem Ψ_c budet oboznaqat~ mnoßestvo funkciæ ψ(x) takih, qto kaßdaØ ψ(x) poloßitel~na i ne ubyvaet v oblasti

x > x_0 pri nekotorom x_0 i rØd Σ1/(nψ(n)) shoditsØ. Znaqenie x_0

ne predpolagaetsØ odnim i tem ße dlØ razliqnyh funkciæ ψ(x). Primerami funkciæ klassa Ψ_c ØvlØ¸tsØ funkcii x^p i (log x)^{1+p} dlØ l¸bogo p > 0. Osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema. Pust~ A1, A2, . . . – proizvol~naØ posledovatel~nost~

sobytiæ. Poloßim S_{m,n} = nX_{k=m+1 I(Ak), Mm,n =} nX_{k=m+1 P (Ak)} dlØ 0 6 m < n, S_n = S_{0,n}, M_n = M_{0,n}. Pust~ vypolneny usloviØ (2) i VarS_{m,n} 6 CM_{m,n} (6) dlØ l¸byh m < n i vseh dostatoqno bol~xih n, gde C – postoØnnaØ, ne zavisØwaØ ot m i n. Togda

S_n = M_n + o((M_nψ(log M_n))^{1/2}(log M_n)^{3/2}) p. n. (7)

dlØ l¸boæ funkcii ψ ∈ Ψ_c.

Zametim, qto ocenka (4) sleduet iz (7) pri ψ(x) = x^p, p > 0. Neskol~ko bolee sil~naØ po sravneni¸ s (4) ocenka moßet byt~ poluqena iz (7), naprimer, pri ψ(x) = (log x)^{1+p}, p > 0.

152 V. V. PETROV Pokaßem, qto esli vypolneno uslovie (3) i rØd Σc_n shoditsØ, to vypolneny neravenstva (6) dlØ l¸byh m i n, takih, qto m < n. My imeem

VarS_{m,n} = ES^2_{m,n} − M^2_{m,n} = Σ_{m+1}6_{i,k}6_nP (A_iA_k) − M^2_{m.n}

= Σ_{m+1}6_i6_nP (A_i) + 2Σ_{m<k<i}6_nP (A_iA_k) − M^2_{m,n} 6 Mm,n + 2Σm<k<i6n{P (Ai)P (Ak) + ci�kP (Ai)} − Mm,n v silu (3), pofftomu

VarS_{m,n} 6 M_{m,n} + (Σ_{m<i}6_nP (A_i))^2 − Σ_{m<i}6_n(P (A_i))^2

+2Σ_{m<k<i}6_nc_i�_kΣ_{m<i}6_nP (A_i) − M^2_{m,n} 6 CM_{m,n}.

Takim obrazom, sformulirovannaØ teorema ØvlØetsØ obobweniem i usileniem teoremy Filippa. Moßno ukazat~ bolee slabye po sravneni¸ s (3) usloviØ, kotorye dostatoqny dlØ usloviØ (6). Dostatoqno, naprimer, potrebovat~ vypolneniØ neravenstv (3) lix~ dlØ takih i i k, qto i > k + h, gde h – poloßitel~- naØ postoØnnaØ (s sohraneniem usloviØ shodimosti rØda Σc_n). DlØ dokazatel~stva sformulirovannoæ teoremy budem ispol~zovat~ metod raboty [7], osnovannyæ na modifikacii metoda Rademahera dlØ ortogonal~nyh posledovatel~nosteæ, predloßennoæ Xmidtom [9]. Pust~ u – celoe poloßitel~noe qislo. Opredelim N_u kak naibol~xee celoe qislo, dlØ kotorogo M (N_u) < u. Zdes~ i v dal~neæxem my budem pol~zovat~sØ zapis~¸ M (n) vmesto M_n = P (A_1) + ...... + P (A_n) i zapis~¸ M (k, n) vmesto

M_{k,n} = P (A_{k+1)} + ... + P (A_n). DlØ l¸bogo celogo r ¿ 1 obozna-

qim qerez L_r mnoßestvo intervalov (u, v] takih, qto u = 2^st,

v = (t + 1)2^s 6 2^r, gde s i t – celye neotricatel~nye qisla. Ime-

¸t mesto neravenstva

ΣM (N_u, N_v) 6 M (N_2r ) < 2^r, (8)

gde summirovanie proizvoditsØ po vsem intervalam (u, v] ∈ L_r , sootvetstvu¸wim fiksirovannomu znaqeni¸ s. �to utverßdenie sleduet iz togo, qto ukazannye nepereseka¸wiesØ intervaly pokryva¸t interval (0, 2^r] i, sledovatel~no, sootvetstvu¸wie intervaly (N_u, N_v] pokryva¸t interval (0, N_2r ].

V silu neravenstva s 6 r imeem

ΣM (N_u, N_v) < (r + 1)2^r. (9)

O ROSTE SUMM INDIKATOROV SOBYTI` 153 Poloßim

T_r = Σ(S_{Nv} − S_{Nu} − E(S_{Nv} − S_{Nu}))^2.

Zdes~ i v (9) summirovanie proizvoditsØ po vsem intervalam

(u, v] ∈ L_r , otveqa¸wim fiksirovannomu znaqeni¸ r i vsem s 6 r.

UqityvaØ uslovie (6), poluqaem

ET_r = ΣVar(S_{Nv} − S_{Nu}) 6 CΣ(M (N_v) − M (N_u)) = CΣM (N_u, N_v).

V silu (9) imeem

ET_r = O(r2^r) (r → ∞). (10)

Pofftomu rØd (r^22^rψ(r))�^1ET_r shoditsØ dlØ l¸boæ funkcii ψ ∈

Ψ_c. Ots¸da sleduet, qto rØd Σ(r^22^rψ(r))�^1T_r shoditsØ poqti na-

vernoe dlØ l¸boæ funkcii ψ ∈ Ψ_c. Sledovatel~no,

T_r = o(r^22^rψ(r)) p.n. (r → ∞). (11)

Pust~ w – celoe qislo, takoe, qto 2^r�^1 < w 6 2^r. Interval (0, w] soderßitsØ v ob¨edinenii ne bolee qem r + 1 intervalov vida

(2^k�^1, 2^k], gde k – celoe qislo, k 6 r, i takoe ße utverßdenie

spravedlivo dlØ intervala (0, N_w]. Pofftomu S_{Nw} − M_{Nw} = Σ(S_{Nv} − S_{Nu} − E(S_{Nv} − S_{Nu})), (12) gde summirovanie proizvoditsØ po ne bolee qem r+1 intervalam

(u, v] ∈ L_r. DlØ l¸byh deæstvitel~nyh qisel b_1, . . ., b_n i l¸bogo

n imeem (b_1 + · · · + b_n)^2 6 n(b^2_1 + · · · + b^2_n). Ots¸da s uqetom (11) i (12) poluqaem

(S_{Nw} − M_{Nw} )^2 = o(r^32^rψ(r)) p.n.

dlØ l¸boæ ψ ∈ Ψ_c. Ots¸da sleduet (7) dlØ n = N_w. Pust~ n – proizvol~noe celoe poloßitel~noe qislo. Pust~ celoe qislo w takovo, qto N_w 6 n < N_{w+1}. My imeem S(N_w ) 6 S(n) 6 S(N_{w+1}) dlØ l¸bogo ω ∈ Ω v silu monotonnosti funkcii S(n) = S_n(ω),

ω ∈ Ω. Dalee, M (N_w) 6 M (n) 6 M (N_{w+1}) < w + 1 s uqetom opre-

deleniØ qisla N_{w+1}. Oqevidno, M (N_w + 1) = M (N_w ) + P (A_{Nw+1}). Pofftomu M (N_w) ¿ w − 1, M (N_{w+1}) − M (N_w) < w + 1 − w + 1 = 2. �ti ocenki privodØt k zaverxeni¸ dokazatel~stva teoremy.

154 V. V. PETROV

Literatura

1. I. S. Gal, J. F. Koksma, Sur l’ordre de grandeur des fonctions sommables. — Proc.

Koninkl. Akad. Wetensch. 53, N 5 (1950), 638–653.

2. V. V. Petrov, Ob usilennom zakone bol~xih qisel. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 14, N 2 (1969), 193–202.

3. V. V. Petrov, O porØdke rosta summ zavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 18, N 2 (1973), 358–361.

4. V. V. Petrov, Ob usilennom zakone bol~xih qisel dlØ posledovatel~no-

sti ortogonal~nyh sluqaænyh veliqin. — Vestnik Leningrad. univ. N 7

(1975), 52–57.

5. V. V. Petrov, O roste summ izmerimyh funkciæ. — Litovskiæ matem.

sb. 16, N 1 (1976), 189–192.

6. V. F. Gaposhkin, On the growth order of partial sums of non-orthogonal series.

— Analysis Math. 6 (1980), 105–119.

7. W. Philipp, Some metrical theorems in number theory. — Pacific J. Math. 20, N 1 (1967), 109–127.

8. V. V. Petrov, Limit theorems of probability theory. — Oxford University Press (1995).

9. W. M. Schmidt, Metrical theorems on fractional parts of sequences. — Trans.

Amer. Math. Soc. 110 (1964), 493–518.

Petrov V. V. On the growth of sums of the indicators of events. Some almost sure estimates of the growth of sums of the indicators of events are proved. A generalization of Philipp’s result is obtained.

Postupilo 10 sentØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet