Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

V. A. Rovskiæ

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSOVSKIH GIPOTEZ

Pust~ na gil~bertovom prostranstve H zadany dve (vzaimno) absol¸tno nepreryvnye centrirovannye gaussovskie mery γ_0 i γ_1 i ρ = dγ_1/dγ_0 – proizvodnaØ Radona-Nikodima. Skaßem, qto zadaqa razliqeniØ fftih mer korrektna, esli funkciØ nepreryvna v norme gil~bertova prostranstva H. �kvivalentnost~ dvuh gaussovskih mer na fiksirovannom gil~bertovom prostranstve ne oznaqaet suwestvovaniØ nepreryvnoæ versii plotnosti ρ, qto vpolne oqevidno, tak kak dlØ proizvol~noæ ne ravnoæ toßdestvenno edinice plotnosti moßno tak oslabit~ gil~bertovu normu, qto v novoæ norme plotnost~ perestanet byt~ nepreryvnoæ. Pri fftom dlØ sohraneniØ svoæstva gil~bertovosti prostranstvo pridetsØ popolnit~, no na ffkvivalentnosti gaussovskih mer ffto nikak ne otrazitsØ, poskol~ku svoæstvo ffkvivalentnosti fftih mer proverØetsØ po pare ih kovariacionnyh kvadratiqnyh form na prostranstve lineænyh izmerimyh funkcionalov F , t.e. po sootnoxeni¸ ffkvivalentnyh L^2(γ_i) -norm (i = 0, 1) na fftom prostranstve, ne menØ¸wemsØ pri izmenenii “nositelØ” mer H. S drugoæ storony, esli proizvodnaØ Radona-Nikodima fftih gaussovskih mer ne nepreryvna po norme H, moßno popytat~sØ pereæti k bolee sil~noæ norme, sußaØ pri fftom zapas fflementov gil~bertova nositelØ. PonØtno, qto neograniqenno sußat~ nositel~ mer γ_i nel~zØ. Voznikaet vopros: vsegda li vozmoßno

podobrat~ takoæ gil~bertov nositel~ H, na kotorom zadaqa razliqeniØ naxih mer stanovitsØ korrektnoæ? V kaqe-

stve fiksirovannoæ versii plotnosti my budem rassmatrivat~ estestvenno voznika¸wu¸ versi¸, opisannu¸ niße, a v kaqestve norm, poroßda¸wih gil~bertovy nositeli mer – tol~ko vesovye normy.

Gaussovsku¸ meru my sqitaem zadannoæ, esli zadana ee kovariacionnaØ kvadratiqnaØ forma, inaqe govorØ – kvadrat neko-

Rabota podderßana grantom NX-2258.2003.1. 155

156 V. A. ROVSKI` toroæ gil~bertovoæ normy na vektornom prostranstve F . Uslovie ffkvivalentnosti dvuh rassmatrivaemyh gaussovskih mer pozvolØet rassmatrivat~ ih kak dve gaussovskie prodakt-mery na prostranstve RN. Pri fftom masxtab po kaßdoæ koordinate moßno vybrat~ tak, qtoby odna iz mer byla standartnoæ: γ_0 =^∞⊗_{k=1}N(0, 1), a vtoraØ imela vid γ_1 =^∞⊗_{k=1}N (0, σ^2_k), gde {σ_k} udovletvorØ¸t uslovi¸_∞ ∑ k=1 (σ_k − 1)^2 < ∞. (1)

Togda po zapasu fflementov (a dlØ γ_0 i po norme) Ødro H_{γi} kaßdoæ iz fftih mer sovpadaet s podprostranstvom l^2 ⊂ RN, soprØßennym s gil~bertovym prostranstvom F . Takim obrazom, oboznaqaØ qerez Q_i kvadrat normy Ødra sootvetstvu¸weæ gaussovskoæ mery, my poluqaem Q_0(x) =^∞ ∑ k=1 x^2_k, Q_1(x) =^∞ ∑ k=1 x2_k σ2_k . Rassmotrim normu

vida: ‖x‖_{{δk}} = ∞∑ k=1 x^2_kδ_k, δ_k > 0 dlØ vseh k, ∞∑ k=1 δ_k < ∞, (2) i sformuliruem bez dokazatel~stva sledu¸wee utverßdenie:

Lemma 1. Pust~ ‖ · ‖ – nekotoraØ vesovaØ norma. DlØ togo qtoby

mnoßestvo H = {x ∈ RN: ‖x‖ < ∞} s normoæ ‖ · ‖ bylo gil~bertovym nositelem mer γ_0 i γ_1 neobhodimo i dostatoqno, qtoby ffta norma imela vid (2).

Pereformuliruem zadaqu i neskol~ko uprostim ee. Vypixem v Øvnom vide plotnost~ i ee logarifm: ρ(x) = dγ_1 dγ_0 (x) = ∞∏ k=1 1 σ_k exp ( − x^2_k 2 · 1 − σ^2_k

σ^2_k ) , x = (x_1, x_2 . . . ) ∈ RN,

ln ρ(x) = ∞∑ k=1 ( − ln σ_k + x^2_k 2 · σ^2_k − 1

σ^2_k ) . (3)

Rassmotrim funkci¸ s(x) = ∞∑ k=1 β_k(x^2_k − 1),

v kotoroæ β_k =^{σk −1}_2 ,^∞ ∑ k=1 β^2_k < ∞.

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSOVSKIH GIPOTEZ 157

Lemma 2. DlØ togo qtoby suwestvovalo gil~bertovo prostran-

stvo polnoæ mery (poroßdennoe vesovoæ normoæ), v kotorom korrektna zadaqa razliqeniØ mer γ_0 i γ_1 neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvovalo gil~bertovo prostranstvo polnoæ mery (poroßdennoe vesovoæ normoæ), v kotorom nepreryvna funkciØ s(x).

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Oboznaqim qerez ‖·‖ vesovu¸

gil~bertovu normu, popolnØ¸wu¸ Ødro do gil~bertova prostanstva polnoæ mery (H, ‖·‖), otnositel~no kotoroæ ρ(x) nepreryvna na H. Po lemme 1 ffta norma imeet vid (2), dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti {δ_k}.

Rassmotrim dve funkcii:

p_1(x) = ∞∑ k=1 ( − (σ_k − 1) + x^2_k(σ^2_k − 1) 2σ^2_k )

i p_2(x) = ∞∑ k=1 ( (σ_k − 1) 2 · (x^2_k − 1) ) . Netrudno proverit~, qto ffti funkcii koneqny γ_0-p.n. (i γ_1- p.n.). Pri fftom ln ρ i p_1 nepreryvny odnovremenno:

ln ρ(x) − p_1(x) = ∑ ((σ_k − 1) − ln σ_k) = const < ∞. (4) Pokaßem, qto naædetsØ gil~bertovo prostranstvo polnoæ mery (poroßdennoe vesovoæ normoæ), v kotorom nepreryvna p_2:

p_1(x) − p_2(x) = = ∑ ((x2_k −1)(σ_k −1) 2 − (σ_k −1)^2 2σ_k · x^2_k −

(σ_k −1)^2(σ_k +1)

2σ^2_k · x^2_k ) . (5)

Vvedem dve normy:

‖x‖^2_1 :=

∑ (σ_k − 1)2 2σ_k x^2_k, (6)

‖x‖^2 :=

∑ (σ_k − 1)2(σ_k + 1) 2σ_k x^2_k, (7)

Na osnove norm ‖ · ‖, ‖ · ‖_1 i ‖ · ‖_2 sozdadim novu¸:

‖x‖^2_s := ∞∑ k=1 x^2_kd_k,

158 V. A. ROVSKI`

d_k := max ( δ_k, (σ_k − 1)^2 2σ_k , (σ − 1)^2(σ_k + 1) 2σ^2_k ) . (8)

Oqevidno, novaØ vesovaØ gil~bertova norma sil~nee kaßdoæ iz treh, opisannyh vyxe, i popolnennoe po neæ Ødro ØvlØetsØ gil~- bertovym nositelem mer γ_0 i γ_1. Oboznaqim qerez (H_s, ‖ · ‖_s) novoe gil~bertovo prostranstvo. Nepreryvnost~ funkciæ ln ρ i p_1 sohranitsØ v novom prostranstve, i ravenstvo (5) moßno perepisat~ tak:

2p_2(x) = p_1(x) + ‖x‖^2_1 + ‖x‖^2,

gde kaßdoe slagaemoe, oqevidno, nepreryvno po norme ‖·‖_s. Sledovatel~no, p_2 takße nepreryvna po norme ‖ · ‖_s v H_s, i lemma v odnu storonu dokazana.

Dostatoqnost~. Pust~ ‖ · ‖ – vesovaØ norma vida (2) i (H, ‖ · ‖) – popolnennoe po fftoæ norme Ødro. Predpoloßim, qto funkciØ p_2 nepreryvna na (H, ‖ · ‖). Rassmotrim normy ‖ · ‖_1 i ‖ · ‖_2, opredelennye vyxe (sm. (6) i (7)) i opredelim novu¸ gil~bertovu normu ‖ · ‖_{s,1}, skombinirovannu¸ iz ‖ · ‖, ‖ · ‖_1 i ‖ · ‖_2, kak ffto ukazano v (8). �ta norma takße popolnØet Ødro H_{γ0} do gil~- bertova prostranstva polnoæ mery (H_{s,1}, ‖ · ‖_{s,1}). DlØ fflementov fftogo prostranstva vypolnØetsØ ravenstvo (5) i iz nego moßno vyrazit~ p_1:

p_1(x) = 2p_2(x) − ‖x‖^2_1 − ‖x‖^2.

Ots¸da sleduet nepreryvnost~ funkcii p_1 na (H_{s,1}, ‖ · ‖_{s,1}), a v silu (4) i nepreryvnost~ ρ. Lemma dokazana. •

Pereædem k voprosu o korrektnom razliqenii mer:

Teorema 1. Pust~ vmeste s (1) shoditsØ rØd^{∞∑}_{k=1} |σk − 1|. Togda

suwestvuet gil~bertovo rasxirenie Ødra H_{γ0} , v kotorom zadaqa razliqeniØ mer γ_0 i γ_1 korrektna.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva teoremy vospol~zuemsØ

lemmoæ 2. Rassmotrim funkci¸ s(x) = ∑ β_k(x^2_k − 1), gde po uslovi¸ teoremy ∑ |β_k| < ∞, i pokaßem, qto suwestvuet gil~bertovo prostranstvo polnoæ mery, v kotorom s(x) nepreryvna. Vvedem normu ‖x‖^2_{{βk}} := ∑ x^2_k|β_k|. Po lemme 1 ona poroßdaet gil~bertovo prostranstvo polnoæ mery. Pust~ H = {x ∈ RN: ‖x‖_{{βk}} < ∞}.

Rassmotrim dva podprostranstva H: H_1 := {x ∈ H : x_k = 0, β_k < 0} i H_2 := {x ∈ H : x_k = 0, β_k ¿ 0}. Oqevidno, H_1 ⊥ H_2

O KORREKTNOM RAZLIQENII GAUSOVSKIH GIPOTEZ 159 i H_1 ⊕ H_2 = H. Pust~ P_1 i P_2 – proektory na sootvetstvu¸- wie podprostranstva. Rassmotrim dve funkcii: s_1(x) = s(P_1x), s_2(x) = s(P_2x). Netrudno videt~, qto kaßdaØ iz nih nepreryvna po norme ‖ · ‖_{{βk}}:

s_1(x) = ∑ β_k>0 |β_k|(x^2_k − 1) = ‖P_1x‖^2_{{βk}} − ∑ β_k>0 |β_k|,

s_1(x) = −‖P_2x‖^2_{{βk}} + ∑ β_k<0 |β_k|. Sledovatel~no, funkciØ takße nepreryvna na prostranstve (H, ‖ · ‖_{{βk}}). • Teorema 2. Pust~^{∞∑}_{k=1} |σk − 1| = ∞. Togda ne suwestvuet vesovoæ

normy, poroßda¸weæ gil~bertovo prostranstvo polnoæ mery, v kotorom zadaqa razliqeniØ gaussovskih mer γ_0 i γ_1 byla by korrektna.

Dokazatel~stvo. Pust~ ‖x‖^2 =^∑ x^2_kδk – proizvol~naØ norma vi-

da (2), poroßda¸waØ gil~bertovo prostranstvo (H, ‖ · ‖) polnoæ mery. Rassmotrim funkci¸ s(x) = ∑ β_k(x^2_k − 1), β_k =^{σk −1}_2 , i predpoloßim, qto ∑ β_k>0 β_k = ∞. Pust~ a ∈ (H, ‖·‖) – proizvol~naØ

toqka, takaØ, qto s(a) < ∞, i U_ε(a) = {x ∈ H : ‖x − a‖ < ε} – ε-okrestnost~ toqki a. Togda dlØ l¸bogo θ : 0 < θ < √ ε toqka x(θ) = (x_1(θ), x_2(θ), . . . ,

x_n(θ) = a_n + sgn a_n ·^θr P βk >0 δ_k , βn > 0, a_n, β_n < 0 prinadleßit okrestnosti , no pri fftom s(x(θ))= ∑ n β_n ( a^2_n+

2θ · a_n sgn a_n √ ∑ β_k>0 δ_k ·1I_{[0,∞)}(β_n)+ θ^2∑ β_k>0 δ_k ·1I_{[0,∞)}(β_n)−1 )

= s(a) + 2θ · ∑ β_n>0 β_n|a_n| √ ∑ β_k>0 δ_k + θ^2 · ∑ β_n>0 β_n ∑ β_k>0 δ_k = ∞.

160 V. A. ROVSKI`

Sledovatel~no, s(x) razryvna vo vsØkom vesovom gil~bertovom prostranstve polnoæ mery. Ostalos~ vospol~zovat~sØ lemmoæ 2. •

Avtor priznatelen V. N. Sudakovu, obrativxemu ego vnimanie na odno zameqanie A. M. Verxika v ego sovmestnoæ s V. N. Sudakovym rabote [2], v kotorom upominaetsØ konkretnyæ primer, navodØwiæ na mysl~ o bolee obwem fenomene, rassmotrennom v nastoØweæ rabote.

Literatura

1. V. Sudakov, Gaussian Measures. A Brief Survey. Rendiconti dell’Istituto di Matematica dell’Univ. di Trieste, vol. XXVI, 1994, supplemento, 289–325.

2. A. M. Verxik, V. N. Sudakov, VeroØtnostnye mery v beskoneqnomernyh

prostranstvah. — Zapiski nauqn. semin. LOMI 12 (1969), 7–67.

Rovskii V. A. Correct discrimination of the Gaussian hypotheses. Given two equivalent Gaussian weak distributions, the problem of existence of Hilbert support with continuous likelyhood ratio of these distributions is under investigation.

Postupilo 25 dekabrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet