Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

L. V. Rozovskiæ

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` DL˚ NEKOTORYH KLASSOV RASPREDELENI`, UDOVLETVOR˚ıWIH USLOVIı KRAMERA.

1. Vvedenie i rezul~taty

Rassmotrim posledovatel~nost~ {X_i}_i¿_1 nezavisimyh sluqaænyh veliqin s obwim raspredeleniem V , udovletvorØ¸wem pravostoronnemu uslovi¸ Kramera

L(λ) = Ee^{λX1} < ∞, λ > 0. (1.1)

Poloßim

S_n = X_1 + . . . + X_n, m(h) = ( ln L(h) )_′ , σ^2(h) = m^′(h). (1.2)

ProdolßaØ issledovaniØ G. Kramera [1], V. V. Petrov [2] pokazal (sm. takße [3–5]),qto esli X_1 imeet nerexetqatoe raspredelenie, to

P^(Sn ¿ x^) =^1_{hσ(h)}√_{2πn} L^n(h)e^{−hx}(1 + o(1)), n → ∞, (1.3)

ravnomerno po x, nm(ε) 6 x 6 nm(λ − ε), gde h = h(^x_n ) – rexenie uravneniØ m(h) = x n , (1.4)

ε - skol~ ugodno malaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Esli ße X_1 imeet rexetqatoe raspredelenie so znaqeniØmi vida N · H (N celoe), gde H > 0 – maksimal~nyæ xag raspredeleniØ, i x = kH(k celoe), to pri n → ∞

P^(Sn = x^) =^H_{σ(h)}√_{2πn} L^n(h)e^{−hx(}1 + O^{( 1}_n^{))}, (1.5a)

Rabota nad stat~eæ byla podderßana grantom Min. ObrazovaniØ No. E02-1.0-219, grantom RFFI No. 02-01-01099 i grantom NX No. 2258.2003.01. 161

162 L. V. ROZOVSKI`

P^(Sn ¿ x^) =^H_{σ(h)}√_{2πn} L^n(h)e^{−hx}(1−e^{−hH} )^{−1 (}1+O^{( 1}_n^{))}, (1.5b)

ravnomerno otnositel~no x iz togo ße intervala. Pri fftom, h ∈ [ε, λ − ε] i −∞ < m(h) < ∞, 0 < σ^2(h) < ∞ ravnomerno v fftom promeßutke; krome togo, s(x) = ln L(h) − hm(h) = inf_{t>0} (ln L(t) − t^x_n ),

a m(h) i σ^2(h) ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno srednim i dispersieæ sluqaænoæ veliqiny X^{(h)}, ime¸weæ “soprØßennoe” raspredelenie V^{(h)}(x), dlØ kotorogo

V^{(h)}(dx) = 1 L(h) e^{hx} V (dx), 0 6 h 6 λ. (1.6)

V [6] A. V. Nagaevym bylo otmeqeno, qto formula (1.3) sohranit spravedlivost~ pri nm(ε) 6 x 6 nm(λ), esli vmesto (1.1) sdelat~ qut~ bolee ograniqitel~noe predpoloßenie σ^2(λ) < ∞; tam ße issledovan sluqaæ σ^2(λ) = ∞.

Poloßim D_λ(z) =^∞ ∫ z x^2 e^{λx} V (dx), z ¿ 0. PonØtno, qto esli

σ^2(λ) < ∞ , to D_λ(z) = O(e^{−g(z)}), z → ∞, (1.7) gde g(z) – nekotoraØ funkciØ, stremØwaØsØ k beskoneqnosti.

Osnovnoæ cel~¸ nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ izuqenie asimptotiqeskogo povedeniØ veroØtnosti togo, qto summa S_n prevzoædet uroven~ x, kogda x soderßitsØ v promeßutke [n m(λ), n m(λ)+ Λ_n]. Zdes~ posledovatel~nost~ Λ_n rastet k beskoneqnosti “proporcional~no” rostu funkcii g(z).

Udalos~ takße neskol~ko uprostit~ klassiqesku¸ metodiku dokazatel~stv za sqet ispol~zovaniØ pri approksimacii funkcii raspredeleniØ summy soprØßennyh sluqaænyh veliqin ocenki v central~noæ predel~noæ teoreme, kotoraØ zavisit ot dliny intervala, v kotoryæ ffta summa popadaet. Ranee podobnye soobraßeniØ ispol~zovalis~ lix~ v mnogomernom sluqae([7, 8]).

Naqnem s obobweniØ sootnoxeniæ (1.3) i (1.5).

Teorema 1. Pust~ σ^2(λ) < ∞. Esli X1 imeet nerexetqatoe ras-

predelenie, to

P^(x + y > Sn ¿ x^) = 1 hσ(h) √ 2πn L^n(h)e^{−hx}(1 − e^{−hy} )(1 + o(1)), n → ∞, (1.8)

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 163 ravnomerno po x ∈ [nm(ε), nm(λ)] i y ¿ ε, gde h udovletvorØet uravneni¸ (1.4), ε – skol~ ugodno malaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Esli X_1 imeet rexetqatoe raspredelenie so znaqeniØmi vida N · H (N celoe), gde H – maksimal~nyæ xag raspredeleniØ, i x = kH(k celoe), to

P^(x + y > Sn ¿ x^) = H σ(h) √ 2πn L^n(h)e^{−hx} 1 − e^{−h y} 1 − e^{−h H} (1 + o(1)), n → ∞, (1.9)

ravnomerno otnositel~no x iz togo ße intervala i y = mH (m poloßitel~noe celoe).

Sootnoxenie (1.8) utoqnØet odin rezul~tat iz [9]; krome togo, pri y = ∞ iz nego sleduet ravenstvo (1.3). Rezul~taty (1.5a) i (1.5b) (s zamenoæ O (^1_n ) na o(1)) vyteka¸t iz (1.9) pri y = H i y = ∞, sootvetstvenno.

Poloßim

B^2_λ = nσ^2(λ), x_λ = x − nm(λ), I_λ(x) = 1 B_λ √ 2π L^n(λ)e^{−λx}, P_n(x, y) = P ( x + y > S_n ¿ x ) , K(t) = (1 − e^{−t})/t. (1.10)

Zameqanie. Pust~ σ^2(λ) < ∞. Esli X1 imeet nerexetqatoe ras-

predelenie, to

P_n(x, y) = yK(λy) I_λ (x)e^{−x2λ/2B2λ} (1 + o(1)), 0 6 x_λ = O (B_λ), y ¿ ε, n → ∞, (1.11a) pri l¸bom poloßitel~nom ε;

esli X_1 imeet rexetqatoe raspredelenie, takoe ße kak v teoreme 1, to P_n(x, y) = y K(λy) K(λH) I_λ(x)e^{−x2λ/2B2λ} (1 + o(1)), 0 6 xλ = O (Bλ), n → ∞, (1.11b)

ravnomerno po y = mH, gde m – l¸boe celoe poloßitel~noe qislo (napominaem, qto x/H – celoe).

Ravenstvo (1.11a) pri nekotoryh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh moßet byt~ utoqneno.

164 L. V. ROZOVSKI`

Pust~ V_λ(t) = V ( min(t, B_λ) ) , L_λ(h) = ∞∫ −∞ e^{ht} V_λ(dt), m_λ(h) = ( ln L_λ(h) )_′ , σ^2_λ(h) = ( ln L_λ(h) )_{′′} , a sluqaænaØ veliqina X_λ imeet funkci¸ raspredeleniØ V_λ(t) taku¸, qto

V_λ(dt) = 1 L_λ(λ) e^{λt} V_λ(dt), −∞ < t < ∞. (1.12) Poloßim ~X_λ = X_λ − m_λ(λ) (zametim, qto m_λ(λ) = EX_λ, )

~L(δ) = Ee^δ e^Xλ , ~s(t) = inf_{δ>0} ( ln ~L(δ) − δ t n ) ; Λ_n = min_y¿_{Bλ} y ( 1 2 + g(y) y^2

B^2_λ ) . (1.13)

Spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. Pust~ X1 imeet nerexetqatoe raspredelenie, 0 < λ = sup{h : L(h) < ∞} < ∞ i σ^2(λ) < ∞. Esli vypolnØetsØ uslovie (1.7), priqem pri z → ∞ g(z) ∼ g(z), gde g(z) z , ↓ 0. (1.14) to P_n(x, y) = yK(λy) I_λ (x) e^ne^{s(xλ )}(1 + o(1)), n → ∞, (1.15)

ravnomerno po x, 0 6 x_λ 6 (1 − ε)Λ_n, i y ¿ ε, gde ε – skol~ ugodno malaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

V usloviØh teoremy 2 σ^2(λ + ε) = ∞ ∀ε > 0. Legko ponØt~, qto poslednee sootnoxenie vypolnØetsØ togda (i tol~ko togda) kogda imeet mesto (1.7), gde g(z) – nekotoraØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ lim inf_{z→∞} g(z)/z = 0. Takim obrazom, usloviØ (1.7), (1.14) ne slixkom ograniqitel~ny.

Sootnoxenie (1.15) ostaetsØ spravedlivym, esli 0 < λ < sup{h : L(h) < ∞}, odnako v fftom sluqae bolee prostoæ i toqnyæ rezul~tat vytekaet iz (1.8). Po toæ ße priqine (1.15) predstavlØet osnovnoæ interes pri x_λ ¿ ρ_n √ n, gde ρ_n dostatoqno medlenno stremitsØ k beskoneqnosti.

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 165 Zametim ewe, qto ravenstvo (1.15) moßno zapisat~ v sledu¸- wem ravnosil~nom vide: P_n(x, y) = y K(h y) B_λ √ 2π L^n_λ(h) e^{−h x}(1 + o(1)), n → ∞, (1.15^′)

gde h = h(^x_n ) – rexenie uravneniØ

m_λ(h) = x n , (1.16)

Interesno, qto takim obrazom pereformulirovannaØ teorema 2 v celom sohranØet spravedlivost~ i pri λ = 0( sm. [11, sledstvie 4 pri c_n(λ_n) = B_n]).

Privedem nekotorye sledstviØ teoremy 2.

Sledstvie 1. V usloviØh teoremy 2 pri n → ∞

P_n(x, y) = y K(λ y) I_λ (x) exp { − x^2_λ 2B^2_λ

(1 + o(1)) } , B_λ 6 x_λ 6 (1 − ε)Λ_n, y ¿ ε, ∀ε > 0.

Qut~ pozße svoæstva funkcii ~s(x_λ) budut opisany bolee detal~no, a poka izuqim povedenie granicy zony bol~xih ukloneniæ Λ_n.

Zameqanie 1. Pust~ pri z → ∞ funkciØ η = η(z) udovletvorØet

uslovi¸ η^2/g(η) ∼ z^2, (1.17) a funkciØ g(z) ∼ z^αg_0(z), gde postoØnnaØ α ∈ [0, 1].

Esli yg^′_0(y) = o(g_0(y)), y → ∞, to

Λ_n ∼ c_αη(B_λ) ∼ c_ασ^{22}�^α (λ) η( √ n), n → ∞, gde c_α = (2 − α)(2 − 2α)^{− 1}

�α_2�_α

; (1.18) esli ße yg^′_0(y) = o(g_0(y)/(1 + | ln g_0(y)|)), y → ∞, (1.19) i, krome togo, max y_16y6y_2

g_0(y) = O(max_i g_0(y_i)) ili max y_16y6y_2

|yg^′_0(y)| = O(max_i |y_ig^′_0(y_i)|) pri y_i → ∞, i = 1, 2,

(1.20)

166 L. V. ROZOVSKI` to η(z) ∼ ( z^2g_0(z^{22}�^α )

) 1_2�_α

, z → ∞, i, sledovatel~no,

Λ_n ∼ c_α ( B^2_λg_0(B^{22}�^α_λ )

) 1_2�_α

∼ c_ασ^{22}�^α (λ) ( ng_0(n^{12}�^α )

) 1_2�_α , n → ∞. Otmetim, qto c_0 = √ 2 i c_1 = 1, a v sluqae vypolneniØ usloviæ (1.19), (1.20) Λ_n pri α = 0 i α = 1 ffkvivalentno σ(λ) √ 2ng( √ n) i σ^2(λ)g(n), sootvetstvenno. Zametim takße, qto uslovie (1.20) vypolnØetsØ, esli funkciØ g_0 monotonna ili vognuta.

Sleduet skazat~, qto zona bol~xih ukloneniæ v teoremah 2 i 3, skoree vsego optimal~na: po analogii s teoremoæ 2 iz [10] moßno predpoloßit~, qto P_n(x, y) pri x_λ > (1 + ε)Λ_n imeet drugu¸ asimptotiku.

Proanaliziruem teper~ povedenie funkcii ~s(x_λ). Ono vo mnogom zavisit ot “pravil~nosti” povedeniØ g(z) i izuqalos~ v [10, lemmy 1] (sm. takße [11–13]).

Zameqanie 2. Pust~ pri λ ¿ 0 vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.7),

(1.14). Togda, esli

g(z)/z^α ↓ 0 (∃0 < α < 1/2), (1.21) to ~s(x_λ) = − x^2_λ 2B^2_λ

+ o(1), B_λ 6 x_λ 6 Λ_n, n → ∞; (1.22)

esli pri nekotorom celom k ¿ 1 ∞∫ 0 x^{k+3} e^{λx} V (dx) < ∞ (1.23) i g(z) = o ( z^{k+1k+2} ) , z → ∞, (1.24) to ~s(x_λ) = − x^2_λ 2B^2_λ + x^2_λ B^2_λ k∑ ν=1 λ_{ν−1} ( x_λ n )_ν + o(1),

B_λ 6 x_λ 6 Λ_n, n → ∞, (1.25)

gde {λ_ν } – naqal~nye kofffficienty rØda Kramera, zavisØwie ot kumulØntov sluqaænoæ veliqiny X = ( X^{(λ)} − m(λ) ) /σ(λ) do

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 167 porØdka ν + 2 vkl¸qitel~no(sm. [14, gl. 8]); v qastnosti, λ_0 = 1 6 EX^3._{Zametim, qto uslovie (1.23) sleduet iz sootnoxeniØ} ∞∫ 0 x^ke^{−g(x)}dx < ∞, kotoroe, v svo¸ oqered~, vytekaet iz usloviØ lim inf_{z→∞} g(z)/ ln z > k + 1.

Sledu¸wie sledstviØ teoremy 2, odno iz kotoryh bylo anonsirovano v [15], spravedlivy, esli X_1 imeet nerexetqatoe raspredelenie.

Sledstvie 2. Pust~ λ > 0. Esli vypolnØetsØ uslovie (1.7), gde

funkciØ g(x) pravil~no menØetsØ s pokazatelem α ∈ [0, 1/2), to pri n → ∞ ∀ε > 0 P^(Sn ¿ x^) =^1_λ Iλ(x) e^{−x2λ/2B2λ} (1 + o(1)), 0 6 xλ 6 (1 − ε) cασ^{22�α} (λ)ηn, gde c_α opredeleno v (1.18), η_n udovletvorØet uslovi¸ η^2_n/g(η_n) ∼ n, n → ∞. V qastnosti, esli g(z) ∼ exp {√ z∫ 0 δ(u) 1 + u du } , z → ∞, gde δ(u) →

+0, a integral ∞∫ 0 δ(u) 1 + u du rashoditsØ, to

P^(Sn ¿ x^) =^1_λ Iλ(x) e^{−x2λ /2B2λ} (1 + o(1)), 0 6 xλ 6 (1 − ε) σ(λ)^√2n g(^√n).^{(1.26)} Sledstvie 3. Pust~ λ > 0 i vypolnØetsØ uslovie (1.7), priqem

g(x) = ax^α, gde α ∈ [1/2, 1) i a > 0. Togda pri n → ∞ ∀ε > 0

P_n(x, y) = y K(λ y) I_λ(x) exp { − x^2_λ 2B^2_λ + x^2_λ B^2_λ k∑ ν=1 λ_{ν−1}( x_λ n )^ν } (1+o(1)), σ(λ) √ n 6 xλ 6 (1 − ε)cα(aσ^2(λ)n)^{12�α} , y ¿ ε,

gde k = [α/(1 − α)], λ_ν , c_α opredeleny v (1.25) i (1.18), sootvetstvenno.

168 L. V. ROZOVSKI`

2. Dokazatel~stvo teoremy 1 Pust~ h > 0 i 0 < σ^2(h) < ∞ (sm.(1.1), (1.2)).

Oboznaqim qerez F^{(h)}(x) funkci¸ raspredeleniØ centrirovannoæ i normirovannoæ summy n nezavisimyh sluqaænyh veliqin s obweæ funkcieæ raspredeleniØ V^{(h)}(x) (sm. (1.6)). Poloßim

f^{(h)}(t) = ∞∫ −∞ e^{itx} F^{(h)}(dx), δ^{(h)}(t) = f^{(h)} (t) − e^{−t2/2},

δ_ε = 1/ε∫ 0 |δ^{(h)}(t)| dt (ε > 0). (2.1)

Lemma 1. Pust~ u < v 6 ∞. Togda P (u 6 Sn − n m(h) < v) = L^n(h)e^{−n h m(h)} (^{v h}τ∫ u^h_τ e^{−τt} Φ(dt) + θ e^{−h u} − e^{−h v} τ ε^{(h)}(v − u) ) , (2.2)

gde Φ(t) oboznaqaet standartnu¸ normal~nu¸ funkci¸ raspredeleniØ, τ = h σ(h) √ n, ε^{(h)}(y) = inf_{ε>0} { δ_ε + (1 + δ_ε) ( 1 + 1 y h ) τ ε } , (2.3)

|θ| 6 c, a c – nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Dokazatel~stvo lemmy 1. Oboznaqim dlØ kratkosti L(h), m(h)

qerez L i m, sootvetstvenno, i poloßim u = u^h_τ , v = v^h_τ . Standartnye rassußdeniØ (naprimer, [14, gl. 8] privodØt k ravenstvu P (u 6^{Sn − n m} σ(h) √ n < v) = L^n e^{−n h m} v∫ u e^{−τt} F^{(h)}(dt). (2.4)

Pust~ Δ(t) = F^{(h)}(t) − Φ(t). Oqevidno, v∫ u e^{−τt} F^{(h)}(dt) = v∫ u e^{−τt} Φ(dt) + v∫ u e^{−τt} Δ(dt). (2.5)

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 169 Oboznaqim modul~ vtorogo integrala v pravoæ qasti (2.5) qerez J i ocenim ego. Imeem, J 6 e^{−τv} |Δ(v) − Δ(u)| + τ e^{−τu} v−u∫ 0 |Δ(u + t) − Δ(u)| e^{−τt}dt. (2.6) Dalee nam ponadobitsØ sledu¸waØ ocenka, analog kotoroæ, priqem srazu v mnogomernoæ situacii, byl dokazan v [8, lemmy 3 i 4].

Lemma 2. Pust~ λ, ε > 0. Togda (sm. (2.1), (2.5))

sup_z |Δ(λ + z) − Δ(z)| 6 C_1 (ε + (λ + ε) δ_ε), (2.7)

gde C_1 – nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Ispol~zuØ ocenku (2.7) v (2.6) i uqityvaØ, qto e^{−τ u} = (e^{−τ u} − e^{−τ v}) + e^{−τ v} 6 e^{−τ u} − e^{−τ v} τ (τ + 1/(v − u)), legko naædem J 6 C1^{e−τ u − e−τ v}_τ (δε + ε (1 + δε) (τ + 1/(v − u))). (2.8) Sootnoxenie (2.2) sleduet iz (2.4), (2.5) i (2.8). Lemma 1 dokazana.

Lemma 3. Pust~ τ > 0 i 0 6 γ < β. Togda e^{−τ γ} − e^{−τ β} τ √ 2π e^{−γ2 /2} > β∫ γ e^{−τt} Φ(dt) > e^{−τ γ} − e^{−τ β} τ √ 2π e^{−γ2 /2} (1 − (1 + τ γ)/τ^2). (2.9)

Dokazatel~stvo lemmy 3. UqityvaØ, qto

U = e^{γ2 /2} τ √ 2π β∫ γ e^{−τt} Φ(dt) = τ β∫ γ e^{−τt−(t2−γ2)/2} dt,

170 L. V. ROZOVSKI` a e^{−(t2−γ2)/2} ∈ [1 − (t^2 − γ^2)/2, 1], nahodim e^{−τ γ} − e^{−τ β} > U > e^{−τ γ} − e^{−τ β} − τ 2 β∫ γ e^{−τt} (t^2 − γ^2) dt. Ots¸da i iz ocenki τ β∫ γ e^{−τt} (t^2 − γ^2) dt < 2 τ^2 (1 + τ γ) (e^{−τ γ} − e^{−τ β}), kotoru¸ moßno poluqit~ integrirovaniem po qastØm, sleduet sootnoxenie (2.9). Lemma 3 dokazana.

Lemma 4. Pust~ (sm. (1.1), (1.2), (1.6), (2.3))

D^{(h)}_n (u) = 1 σ^2(h) ∫ |x|>u τ/h x^2dV^{(h)}(x + m(h)), u ¿ 0;

Ψ^{(h)}_n = 1∫ 0 D^{(h)}_n (u)du. (2.10)

Togda (sm. (2.1)) pri l¸bom ε > 0

|f^{(h)}(t)| 6 exp {− 2 π^2

(1 − 2 D^{(h)}_n (ε)) t^2}, |t| 6 π 2ε ; (2.11)

krome togo, esli Ψ^{(h)}n 6 1/8, to

|δ^{(h)}(t)| 6 2 (t^2 + 0.36 |t|^3) e^{−t2/2} Ψ^{(h)}_n , |t| 6 (Ψ^{(h)}_n )^{−1/3}. (2.12) Ocenka (2.11) vytekaet iz [16, lemma pri α = π] i [17, teorema 3]. Neravenstvo (2.12) moßet byt~ poluqeno s pomow~¸ standartnyh rassußdeniæ s ispol~zovaniem [16, (3) i zameqanie 1].

Dokazatel~stvo teoremy 1. Preßde vsego zametim, qto esli

σ^2(λ) < ∞, to

0 < inf_ε6_h6_λ σ^2(h) < sup_ε 6h6λ^{σ2(h) < ∞ ∀ε > 0} i (sm. (2.10)) sup_ε 6h6λ^ψ (h) n → 0, n → ∞.

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 171 Pust~ qislo r udovletvorØet uslovi¸ (sm.(2.10), (2.3)) D^{(h)}_n (1 r h τ ) 6 1/4. (2.13)

Snaqala rassmotrim nerexetqatyæ sluqaæ. DlØ proverki (1.8) vospol~zuemsØ lemmami 1 i 3 pri u = γ = 0, v = y, β = y^h_τ i h iz usloviØ (1.4). Imeem, priderßivaØs~ oboznaqeniæ iz (2.2), (2.3)

P (x 6 Sn < x + y) = 1 − e^{−hy} τ √ 2π L^n(h)e^{−hx} ( 1 + θ ( 1 τ^2

+ ε^{(h)}(y) )) . (2.14)

Voz~mem proizvol~noe k > 1 i poloßim γ =^1_k^h_τ . Esli ε 6 h 6 λ

i y ¿ ε, to (sm.(2.1), (2.3))

ε^{(h)}(y) 6 δ_γ + (1 + δ_γ )(1 + ε^{−2}) λ/k,

δ_γ 6 (^α∫ 0 + r^τ_h∫

α + k^τ_h∫

r^τ_h ) |δ^{(h)}(t)|dt = I_1 + I_2 + I_3,

(2.15)

gde α = (ψ^{(h)}n )^{−1/3}.

Po (2.11)–(2.13) I_1 + I_2 6 c ψ^{(h)}_n (2.16)

pri vseh dostatoqno bol~xih n (c–absol¸tnaØ postoØnnaØ). Dalee,

I_3 6 ∞∫ r^τ_h e^{−t2/2}dt + γ^{−2} q^n_k , (2.17)

gde q_k = sup r6|t|6k, ε6h6λ^| E^{eitX} (h) |. Poskol~ku q_k < 1 pri l¸bom k > 1

(napominaem, qto sluqaænaØ veliqina X_1 i, sledovatel~no, X^{(h)}, imeet nerexetqatoe raspredelenie; sm. takße [5, str. 114]), po (2.15)–(2.17) zakl¸qaem, qto sup_y ¿ε, ε6h6λ^{ε(h)(y) → 0} pri n → ∞.

Ots¸da i iz (2.14) sleduet sootnoxenie (1.18).

Pereædem k rexetqatomu sluqa¸. DlØ udobstva poloßim H = 1. Legko proverit~, qto pri ε 6 h 6 λ i l¸byh celyh k ¿ 0 i

172 L. V. ROZOVSKI` x ∈ [n m(ε), n m(λ)] p_k = P (S_n = x + k) = L^n(h) e^{−h (x+k)} h 2πτ I_k, (2.18)

gde I_k = ∫ |t|6^{πτ}_h^f (h)(t)e^{−it h}τ^{(x+k−n m(h))}dt, a proqie oboznaqeniØ za-

imstvovany v (2.1), (2.3).

Pust~ h udovletvorØet uravneni¸ (1.4). Tak ße, kak v (2.15),

I_k = ∫ |t|6α e^{−t2/2−i t k hτ} dt + θ_1 ∫ |t|6α |δ^{(h)}(t)|dt+

θ_2 ∫ α<|t|6r^τ_h |f^{(h)}(t)|dt + θ_3 ∫ r^τ_h <|t|6π^τ_h |f^{(h)}(t)|dt, |θ_i| 6 1. (2.19)

Pervyæ integral v pravoæ qasti (2.19) raven √ 2π e^{−( k hτ )2/2} + θ_4 ∫ |t|>α e^{−t2/2}dt, |θ_4| 6 1; vtoroæ i tretiæ po (2.12), (2.11) pri vseh dostatoqno bol~xih n ne prevoshodit c ψ^{(h)}n (c – absol¸tnaØ postoØnnaØ), a qetvertyæ ne bolee^{πτ}_h q^n, gde

q = sup ε6h6λ, r6|t|6π^| E^e itX^{(h)} | < 1 poskol~ku X^{(h)} imeet rexetqatoe raspredelenie s maksimal~- nym xagom H = 1 (sm.takße [5, lemma 3.2]).

Sootnoxenie (1.9) sleduet iz (2.18), (2.19) i vyxeskazannogo, tak kak pri s = e^{−h}, a =^{h2}_{2τ 2} i l¸bom celom y ¿ 1 1 − s^y 1 − s > y−1∑ k=0 s^k e^{−k2a} > 1 − s^y 1 − s (1 − a s(2(1 − s)^{−2} − 1)). (2.20)

Teorema 1 polnost~¸ dokazana.

Proverim zameqanie. DlØ dokazatel~stva (1.11b) vospol~zuemsØ ravenstvom (2.18) pri h = λ. Tak ße, kak v (2.19) poluqim (sm.(2.3)) pri vseh dostatoqno bol~xih n I_k = √ 2π e^{−(k+xλ )2/2B2λ} + θ (ψ^{(λ)}_n + B_λ q^n), (2.20)

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 173 gde q = sup_r 6|t|6π^| E^e itX^{(λ)} |, |θ| < c. Nußnoe nam utverßdenie (napo-

minaem, qto x_λ = 0(B_λ), n → ∞) sleduet iz (2.18), (2.21) i (2.20) pri s = e^{−(λ+xλ /b2λ)}, a = (2B^2_λ)^{−1}.

Dokaßem (1.11a). Iz lemmy 1 pri h = λ, u = x_λ, v = y + x_λ (sm. (1.10)) i lemmy 3 pri γ =^{xλ}_{Bλ} i β =^{y+xλ}_{Bλ} (napominaem, qto τ h = B_λ pri h = λ) poluqim (sm. (2.2)) P_n(x, y) = y K(λy) I_λ (x)e^{−x2λ/2B2λ} ( 1 + θ ( 1 + λ x_λ λ^2B^2_λ + e x2λ 2B2 λ ε^{(λ)}(y) )) . (2.21)

Sootnoxenie (1.11a) vytekaet iz (2.21), poskol~ku x_λ = 0(B_λ), sup_y

¿ε^{ε(λ)(y) = o(1)} pri n → ∞ (sm. (2.15) i niße).

Zameqanie dokazano.

3. Dokazatel~stvo teoremy 2 Predpoloßim, qto pri λ > 0 vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.7), (1.14). Vnaqale dokaßem rØd vspomogatel~nyh rezul~tatov.

Pust~ η – proizvol~no malaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ, 0 6 δ 6 δλ = (1 − η) g(Bλ)/Bλ. (3.1) Pokaßem (sm. oboznaqeniØ v (1.12) i vyxe), qto pri h = λ + δ i k = 0, 1 ili 2

L^{(k)}_λ (h) = L^{(k)}(λ) + o(1), n → ∞, (3.2) ravnomerno po δ, udovletvorØ¸wim (3.1).

Pust~ k = 2. Esli δB_λ 6 1, to pri n → ∞ L^{′′}_λ(h) = B_λ∫

−∞ e^{δy}y^2e^{λy} V (dy) = ∫ |y|6Bλ (1 + δye^{θδy} ) y^2e^{λy} V (dy) + o(1) =

L^{′′}(λ) + o(1) + θ_1 1 B_λ ∫ |y|6Bλ |y|^3e^{λy} V (dy) = L^{′′}(λ) + o(1) (naprimer, [11, (67)]), gde |θ| 6 1, |θ_1| 6 e.

174 L. V. ROZOVSKI`

Esli ße δB_λ > 1, to pri n → ∞ L^{′′}_λ(h) = ∫ |y|61/δ (1 + δye^{θδy}) y^2e^{λy} V (dy) + B_λ∫

1/δ e^{δy} y^2e^{λy} V (dy) + o(1). (3.3) Pervyæ integral zdes~ raven L^{′′}(λ)+o(1), a vtoroæ pri γ = η/2 ne prevoshodit (sm. (1.7)) e D_λ(1/δ)+δ B_λ∫

1/δ D_λ(y)e^{δy} dy 6 e D_λ(1/δ)+D^γ_λ (1/δ) δ B_λ∫

1/δ D^{1−γ}_λ (y)e^{δy} dy =

O (e^{−g(1/δ)} + e^{−γ g(1/δ)}δ B_λ∫

1/δ e^{−γδy} e^{y(1+γ)(δ−τg(y)/y)}dy),

gde τ =^{1−γ}_{1+γ} > 1 − η.

UqityvaØ usloviØ (1.14) i (3.1), ots¸da zakl¸qaem, qto vtoroæ integral v (3.3) stremitsØ k nul¸ i, sledovatel~no, kak i v sluqae δB_λ 6 1, L^{′′}_λ(h) = L^{′′}(λ) + o(1), n → ∞. Ravenstvo (3.2) pri k = 2 dokazano. Sluqai k = 0 i k = 1 proverØ¸tsØ analogiq- no. Iz (3.2) sleduet, qto

σ^2_λ(h) = σ^2(λ) + o(1), λ 6 h 6 λ + δ_λ, n → ∞. (3.4)

Pokaßem teper~, qto 0 6 m(λ) − mλ(λ) 6^{1 + o(1)}_{L(λ)} Dλ(Bλ)/Bλ, Bλ → ∞. (3.5) Imeem, m(λ) − m_λ(λ) = 1 L(λ) ∞∫ B_λ (y − m_λ(λ))e^{λy} V (dy). (3.6)

Ots¸da, s uqetom neravenstva m_λ(λ) 6 B_λ, poluqim ocenku snizu v (3.5).

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 175 Iz (3.6) sleduet, qto

m(λ) = m_λ(λ)(1 − 1 L(λ) ∞∫ B_λ e^{λy} V (dy)) + 1 L(λ) ∞∫ B_λ y e^{λy} V (dy), i, v qastnosti, m_λ(λ) = m(λ) + o(1), B_λ → ∞. Ispol~zuØ ffto sootnoxenie v pravoæ qasti (3.6), dokaßem verhn¸¸ ocenku v (3.5).

Teper~ rassmotrim funkci¸ Δ(u) = m_λ(λ + u) − m_λ (λ), 0 6 u 6 δ_λ. Imeem,

Δ(u) = u dm_λ(λ + θ u) du = u σ^2_λ(λ + θ u), (3.7) gde |θ| < 1. FunkciØ Δ(u) vozrastaet i, sledovatel~no, uravnenie Δ(u) = a, 0 6 u 6 Δ(δ_λ), (3.8) imeet edinstvennoe rexenie u = u(a).

Po (3.4) i (3.7) Δ(u) ∼ u σ^2(λ), 0 6 u 6 δ_λ, n → ∞, (3.9) i, v qastnosti, pri n → ∞

Δ(δ_λ) ∼ δ_λ σ^2(λ) = (1 − η)

B_λ g(B_λ) n . (3.10)

Pust~ (sm. (1.10), (1.13)) B_λ 6 x_λ 6 (1 − ε)Λ_n, ε < η. ObratimsØ k uravneni¸ (1.16). Ego moßno perepisat~, uqityvaØ (3.5) i poloßiv δ = h − λ, v sledu¸wem vide

m_λ(h) − m_λ(λ) = Δ(δ) = x_λ n + m(λ) − m_λ(λ) ∼ x_λ n , n → ∞. (3.11) Poskol~ku Λ_n 6^1_2 B_λ + B_λ g(B_λ) ∼ B_λ g(B_λ), B_λ → ∞, iz (3.8)– (3.11) zakl¸qaem, qto rexenie h uravneniØ (1.16) udovletvorØet sootnoxeni¸ h − λ = δ ∼ x_λ B^2_λ

, B_λ 6 x_λ 6 (1 − ε)Λ_n, n → ∞. (3.12)

Poloßim

s_λ(x) = ln L_λ(h) − h m_λ(h), 0 6 x_λ 6 (1 − ε)Λ_n, (3.13)

176 L. V. ROZOVSKI` gde h – rexenie uravneniØ (1.16).

Pokaßem, qto ravnomerno po x, B_λ 6 x_λ 6 (1 − ε)Λ_n,

s_λ(x) = ln L(λ) − λ x n + ~s(x_λ) + o(1/n), n → ∞. (3.14) Imeem (pri δ = h − λ)

s_λ(x) − ln L(λ) + λ x n = I_1 + I_2, (3.15) gde I_1 = ln L_λ(λ) L(λ) , I_2 = ln

L_λ(λ + δ) L_λ(λ) − δ x n . OkazyvaetsØ,

I_2 = ln ~L(δ) − δ x_λ n = ~s(x_λ), (3.16)

gde x_λ = x − n m_λ(λ). Deæstvitel~no (sm. (1.13)),

(ln ~L(δ))^′ = ~L′(δ) ~L(δ) = L_λ(λ) L_λ(λ + δ) E

~X_λe^δ e^Xλ^{+δm}λ^{(λ)} = L_λ(λ) L_λ(h) ( E X λe^{(h−λ)X λ} − mλ(λ) E e^{(h−λ)X λ )} = (3.17) (L_λ(h))^′ L_λ(h) − m_λ(λ) = x n − m_λ(λ) = x_λ n . Poskol~ku x_λ − x_λ = m(λ) − m_λ(λ), to (sm. (3.5)) ~s(x_λ) ¿ ~s(x_λ) = ln ~L(δ) − δ x_λ n − δ (x_λ − x_λ) n ¿ ~s(x_λ) − δ (m(λ) − m_λ(λ)). (3.18)

Pust~ (sm. (1.14)) ω_n ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ^{g(ωn)}_{ω2n} = 1 B^2_λ . Oqevidno, qto Λn < 2 ωn pri vseh dostatoqno bol~xih n.

Pofftomu (sm. (3.5), (3.12), (1.7)) n δ (m(λ) − m_λ(λ)) = O(Λ_n D_λ(B_λ)/B_λ) = O ( ω_n B_λ e^{−g(Bλ )} ) = o(1), n → ∞, (3.19)

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 177 s uqetom togo, qto g(B_λ) ∼ g(B_λ) ¿^{Bλ}_{ωn} g(ω_n) ¿^{ωn}_{Bλ} .

Dalee,

0 < −I_1 6 L(λ) − L_λ(λ) L_λ(λ) = o ( 1 n ) , n → ∞ (sm. (3.2), (1.7)). Ots¸da i iz (3.15)–(3.19) sleduet (3.14).

Nam budut nußny takie svoæstva ~s(x_λ), kak ~n s(x_λ) ∼ − 1 2 x^2_λ B^2_λ , n → ∞, (3.20) n (~s(x_λ − t) − ~s(x_λ)) ∼ t B^2_λ ( x_λ − 1 2 t ) , 0 6 t 6 xλ, n → ∞, (3.21) ravnomerno po x ∈ [0, (1 − ε)Λ_n].

Snaqala dokaßem (3.21). Predvaritel~no zametim, qto Δ(t) = (ln ~L(t))^′ (sm. (3.17)). Imeem, ~s^′(v) = − 1 n u ( v n ) , ~s^{′′}(v) = ( n σ_λ ( λ + u ( v n )))_{−2} , (3.22)

gde u(a) – rexenie uravneniØ (3.8).

Takim obrazom, ~s(x_λ − t) − ~s(x_λ) = −t ~s^′(x_λ) + 1 2 t^2 ~s^{′′}(θ), x_λ − t < θ < x_λ. PravaØ qast~ zdes~ pri n → ∞ v sootvetstvii s (3.22), (3.9) i (3.8) pri a =^{xλ}_n ravna^t_{nB}2_λ (x_λ(1 + o(1)) − (^1_2 + o(1)) t) =^t_{nB}2_λ (x_λ − 1 2 t) (1 + o(1)), qto i dokazyvaet (3.21). Ocenka (3.20) vytekaet iz (3.21) pri t = x_λ, tak kak ~s(0) = 0.

Pristupim k dokazatel~stvu teoremy 2. Esli 0 6 x_λ 6 ρ_n B_λ, gde ρ_n stremitsØ k beskoneqnosti dostatoqno medlenno, to ravenstvo (1.15) vytekaet iz (1.11a) i (3.20). Pofftomu v dal~neæxem budem predpolagat~, qto ρ_n B_λ < x_λ 6 (1 − ε) Λ_n. (3.23) Oboznaqim qerez A interval [x, x + y). Netrudno pokazat~ (sm.

[12, (27), (45)]), qto

V^{∗n}_λ (A) 6 V^{∗n}(A) 6 V^{∗n}_λ (A) + n ∞∫ B_λ V_{n−1}(x − t) V (dt), (3.24)

178 L. V. ROZOVSKI` gde v sootvetstvii s oboznaqeniØmi pered (1.12)

V^{∗n}_λ (A) = P (S_n ∈ A, max_16_i6_n X_i 6 B_λ),

V^{∗n}(A) = P (S_n ∈ A) i V_m(z) = P (S_m ¿ z).

(3.25)

Poloßim I = ∞∫ B_λ V_{n−1}(x − t) V (dt) = (^xλ∫ B_λ + x−k∫ x_λ + ∞∫ x−k ) V_{n−1}(x − t) V (dt) = I_1 + I_2 + I_3, (3.26)

gde k = n m(α), priqem α ∈ (0, λ) i udovletvorØet uslovi¸ f(α) = ln L(λ) − λ m(α) > 0. Takoe α suwestvuet. Deæstvitel~no, esli

0 6 v, u 6 λ, to

ln L(u) = ln L(v) + (u − v) m(v) + 1 2 (u − v)^2 σ^2(θ), θ ∈ (v, u), otkuda pri u = 0, v = λ poluqim f(λ) < 0; pri u = λ, v = 0 i m(0) > −∞ imeem f(0) > 0 (esli m(0) = −∞, to f(0) = +∞). OstaetsØ zametit~, qto funkciØ f(α) ubyvaet na [0, λ], poskol~ku f^′(α) = −σ^2(α) < 0.

Snaqala ocenim I_3. Imeem,

I_3 6 ∞∫ x−k V (dt) 6 1 (x − k)^2 e^{−λ(x−k)}D_λ(x − k). Poskol~ku x − k ¿ x_λ (napominaem, qto m(h) vozrastaet), ots¸da pri y ¿ ε poluqim (sm.(1.7) i (3.20)) ravnomerno v intervale (3.23) n I_3 = O(1) n x^2_λ e^{−λx} L^n(λ) e^{−nf(α)−g(x−k)} = o(1) (1 − e^{−λy}) I_λ(x) e^n e^{s(xλ)}, n → ∞. (3.27) Teper~ rassmotrim I_2:

I_2 6 1 V_1(0) x−k∫ x_λ V_n(x − t) V (dt), (3.28)

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 179 priqem V_1(0) = P (X_1 ¿ 0) > 0, tak kak λ < ∞.

Po (1.8) pri y = ∞ zakl¸qaem

V_n(x − t) =

1 + o(1) hσ(h) √ 2πn e^{Q(x−t)}, x − t n ∈ [m(α), m(λ)], n → ∞, (3.29) gde h = h(^{x−t}_n )– rexenie uravneniØ m(h) =^{x−t}_n , Q(x−t) = n L(h)− (x − t) h. Iz (3.28), (3.29) i togo, qto h ∈ [α, λ], a (Q(x−t)−λt)^′_t = h−λ 6 0, sleduet

I_2 =O(1) 1 x^2_λ 1 B_λ x−k∫ x_λ e^{Q(x−t)−λt} t^2 e^{λt} V (dt) =

O(1) 1 x^2_λ B_λ e^{Q(x−xλ )−λxλ} D_λ(x_λ) = (3.30) O ( 1 x^2_λ ) I_λ(x) e^{−g(xλ )}, n → ∞, poskol~ku x − x_λ = n m(λ) i Q(x − x_λ) = n ln L(λ) − λ (x − x_λ).

Dalee, pust~ γ =^2_{2(1−ε)} i ω = ω(γ/B^2_λ ) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ^{g(ωn)}_{ω2n} =^γ_{B2λ} . Togda (sm. (1.13) i (1.14)) pri vseh n > n_ε x_λ 6 (1 − ε)Λ_n 6 (1 − ε)ω

(_1 2 + (1 + ε)^{g(ω)}_{ω2} B^2_λ ) = ω i g(x_λ) ¿ (1 − ε/2) x^2_λ^{g(xλ)}_{x2λ} ¿ (1 − ε/2) x^2_λ^{g(ω)}_{ω2} =^{2−ε}_{2−2ε}^{x2λ}_{2 B2λ} .

Ots¸da, iz (3.30) i (3.20) poluqim pri y ¿ ε ravnomerno v intervale (3.23)

n I_2 = o(1) I_λ(x) e^n e^{s(xλ)} =

o(1) yK(λy) I_λ (x) e^n e^{s(xλ)}, n → ∞. (3.31)

ZaæmemsØ I_1. My vidim, qto

I_1 6 1 V_1(0) x_λ∫

B_λ V_n(x − t) V (dt) 6

180 L. V. ROZOVSKI` 1 V_1(0) max x−x_λ6z6x−B_λ V_n(z) I_λ(z) e^n e^{s(zλ)} x_λ∫

B_λ I_λ(x − t) e^n e^{s(xλ −t)} V (dt), (3.32)

gde z_λ = z − n m(λ). Posledniæ integral perepixem v vide

J = I_λ(x) e^n e^{s(xλ)} J_1, gde J_1 = x_λ∫

B_λ e^{n (}e^{s(xλ −t)−}e^{s(xλ)} e^{λt}V (dt). (3.33) Imeem po (3.21) pri n ¿ n_ε, integriruØ po qastØm,

J_1 6 1 B^2_λ x_λ∫

B_λ e^{(1+ε) t (xλ− 12 t)/B2λ} t^2 e^{λt}V (dt) 6

1 B^2_λ ( e^{(1+ε) (xλ− 12 Bλ)/Bλ} D_λ(B_λ)+ (3.34)

(1 + ε) x_λ B^2_λ x_λ∫

B_λ D_λ(t)e^{(1+ε) t (xλ− 12 t)/B2λ} dt ) . Pust~ γ =^ε_{1−ε} . Togda pri t ¿ B_λ (1+γ)t ( x_λ − 1 2 t ) /B^2_λ −g(t) 6 (1+γ) t B^2_λ ( x_λ − t 1 + γ (1 2 + g(t) t^2 ) B^2_λ ) 6 (1 + γ) t B^2_λ ( (1 − ε) Λ_n − 1 1 + γ min t¿Bλ^t (1 2 + g(t) t^2

B^2_λ )) = 0,

otkuda

(1 + ε) t (x_λ − 1 2 t)/B^2_λ − g(t) 6 −ε t ( x_λ − 1 2 t ) /B^2_λ 6 − ε t x_λ 2B^2_λ , ε = γ − ε, B_λ 6 t 6 x_λ. (3.35) Ispol~zuØ (1.7) i (3.35) v (3.34) legko poluqim

n J_1 = o(1)(1 − e^{−λy}), ρ_nB_λ 6 x_λ 6 (1 − ε) Λ_n, n → ∞. (3.36)

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 181 Vvedem nekotorye dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Poloßim (sm. (1.10), (3.25)) τ (x, y) = P_n(x, y) yK(λy)I_λ (x) e^n e^{s(xλ )} , τ_λ(x, y) = V^{∗n}_λ ([x, x + y)) yK(λy)I_λ (x) e^n e^{s(xλ )} . (3.37)

Po (3.24)

τ_λ(x, y) 6 τ (x, y) pri vseh x, vseh y > 0 i n ¿ 1; (3.38) krome togo, iz (3.26), (3.27), (3.31)–(3.33) i (3.36) sleduet, qto ravnomerno po y ¿ ε i x iz intervala (3.23) τ (x, y) 6 τ_λ(x, y) + o(1)(1 + max_06_{zλ<xλ} τ (z, ∞)) =

τ_λ(x, y) + o(1)(1 + τ_n), n → ∞, (3.39) gde τ_n = max

ρ_nB_λ 6x_λ6(1−ε) Λ_n

τ (x, ∞) (napominaem, qto sootnoxenie (1.15) pri 0 6 x_λ 6 ρ_nB_λ vypolnØetsØ).

Predpoloßim, qto sup y¿ε, ρn Bλ6xλ 6(1−ε) Λn^{|τλ(x, y) − 1| → 0, n → ∞.} (3.40)

Togda iz (3.38), (3.39) poluqim ravnomerno po y ¿ ε, ρ_nB_λ 6 x_λ 6 (1 − ε) Λ_n 1 + o(1) 6 τ (x, y) 6 1 + o(1)(1 + τ_n), n → ∞.

Ots¸da pri y = ∞, v qastnosti, sleduet, qto τ_n → 1, n → ∞, i, sledovatel~no, sup y¿ε, ρn Bλ6xλ6(1−ε) Λn^{|τ (x, y) − 1| → 0, n → ∞,} qto (sm.(3.37)) sovpadaet s zakl¸qeniem teoremy 2.

Itak, nam ostaetsØ proverit~ uslovie (3.40).

DlØ dokazatel~stva (3.40) primenim rassußdeniØ, kotorye ranee pozvolili poluqit~ (2.14), k nezavisimym sluqaænym veliqinam X_{λ1}, . . . , X_{λn} s obweæ funkcieæ raspredeleniØ V_λ(t) (sm.

182 L. V. ROZOVSKI` (1.12)) vmesto sluqaænyh veliqin X_1, . . . , X_n. UqityvaØ, qto

P (Xλ1 + · · · + Xλn ∈ A) = L^{−n}_λ (λ) V^{∗n}_λ (A), poluqim

V^{∗n}_λ ([x, x + y)) = 1 − e^{−h y} τ_λ √ 2π e^{n sλ(x)} (1 + θ (τ^{−2}_λ + ε^{(h)}_λ (y))), (3.41)

gde τ_λ = h σ_λ(h) √ n, h ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (1.16), s_λ(x) takoe ße, kak v (3.13), a ε^{(h)}_λ (y) otliqaetsØ ot ε^{(h)}(y) (sm.(2.3), (2.1)) tem, qto v nem vmesto sluqaænoæ veliqiny X^{(h)} s raspredeleniem (1.6) ispol~zuetsØ sluqaænaØ veliqina X^{(h)}_λ s raspredeleniem V^{(h)}_λ (dx) = 1 L_λ(h) e^{hx} V_λ(dx). (3.42)

Srazu otmetim, qto iz (3.4) i (3.1) sleduet τ_λ ∼ λ B_λ, n → ∞. (3.43) Dalee, pri y > 0 i 0 < δ = h − λ < λ

1 − e^{−h y} = (1 − e^{−λ y}) ( 1 + θ δ λ ) , 0 < θ < 1. (3.44)

V samom dele, pust~ f(t) =^{(1−e} �γ t_{)e}�t 1−e�t , gde γ =^δ_λ . Togda 1 − 1−e�h y 1−e�λ y = f(λ y). Poloßim t =^1_γ ln (1 + γ). Esli λ y ¿ t, to f(λ y) 6 1 1−e�t max_t¿_t e^{−t} (1 − e^{−γ t}) = f(t) =^γ1+γ (e^t − 1)^{−1} 6^γ1+γ , tak kak γ 6 1

i t 6 ln 2. Esli ße 0 < t = λ y < t, to f(λ y) = γ^{t e�t}_{1−e}�t^{1−e�γ t}_{γ t} 6 γ,

poskol~ku t e^{−t} 6 1 − e^{−t}, a funkciØ^{1−e} �v v ubyvaet. Prodelannye rassußdeniØ privodØt k (3.44).

Iz (3.43), (3.44), (3.14) i (3.41) sleduet, qto (3.40) vypolnØetsØ, esli sup y¿ε, λ6h6λ+δλ^ε (h) λ (y) → 0, n → ∞. (3.45) Ocenka (3.45) dokazyvaetsØ s uqetom (3.2) vmeste s sootvetstvu¸wimi vykladkami, (3.4), (3.5), (3.12) i (3.43) analogiqno (2.15)–(2.17). Pri fftom, v analoge sootnoxeniØ (2.16) vmesto ψ^{(h)}n moßno vospol~zovat~sØ ocenkoæ^1_{σ3 (h)}√_n E |X^{(h)}_λ − m_λ(h)|^3, kotoraØ, kak legko pokazat~ s uqetom (3.23) i (3.12), ravna o(^1_δ^√_n ) = o(1), n → ∞.

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 183 Teper~ (sm. (3.42) i (1.16)), pri 0 6 δ = h − λ 6 δ_λ | E e^{itX(h)λ} | =^1_{Lλ(h)}^|^{Bλ∫}_{−∞} e^{itx+hx} V (dx)^| = L(λ) L_λ(h) | | E e^{itX(λ)} −^{∞∫}_B λ e^{itx} V^{(λ)}(dx) + B_λ∫

−∞ e^{itx}(e^{(h−λ)x} − 1) V^{(λ)}(dx) | | 6 L(λ) L_λ(h) ( | E e^{itX(λ)} | +^{∞∫}_B λ V^{(λ)}(dx) + (e − 1)δ 1/δ∫ −∞ |x| V^{(λ)}(dx)+ B_λ∫

1/δ e^{δx} V^{(λ)}(dx) ) = | E e^{itX(λ)} | + o(1), n → ∞, qto pozvolØet poluqit~ neobhodimye ocenki v analoge sootnoxeniØ (2.17).

Teorema 2 dokazana.

Ravnosil~nost~ sootnoxeniæ (1.15) i (1.15’) sleduet iz (3.44) i (3.14).

Sledstvie 1 vytekaet iz teoremy 2 po (3.20).

PervaØ qast~ zameqaniØ 1 dokazana v [10, (19)]. Proverim vtoru¸ ego qast~. Rassmotrim sootnoxenie η(t) ~g(η(t)) = t, t ¿ t_0 > 0, (3.46)

gde ~g(u) = g^{12}�^α_0 (u). Iz usloviØ (1.19) sleduet, v qastnosti, qto funkciØ g_0(u) medlenno menØetsØ pri u → ∞. Pofftomu, funkciØ η(z), udovletvorØ¸waØ uravneni¸ (1.17), takova, qto η(z) ∼ η(z^{12}�^α ), z → ∞, i nam dostatoqno pokazat~, qto η(z) ∼ t~g(t), t → ∞, ili ~g(η(t)) ∼ ~g(t), t → ∞, ili (sm. (3.46)) ~g(ψ(u)) ∼ ~g(u), u → ∞, (3.47) gde ψ(u) =^ue_{g(u)} .

Poloßim ψ(u) = ue^v, v = ln^1e_{g(u)} . Togda ~g(ψ(u)) − ~g(u) = v~g^′(ue^θ)ue^θ, 0 < θ < v. (3.48)

184 L. V. ROZOVSKI` Pust~ vypolnØetsØ pervoe predpoloßenie v (1.20). UqityvaØ (1.19) i vyteka¸wee ottuda sootnoxenie ln ~g(ψ(u)) ∼ ln ~g(u), u → ∞, iz (3.48) poluqim pri n → ∞ |~g(ψ(u)) − ~g(u)| = o(1)| ln ~g(u)| max_{y∈(u,ψ(u))} ~g(y) 1 + | ln ~g(y)| = o(1) ( | ln ~g(u)| 1 + | ln ~g(u)| + | ln ~g(ψ(u))| 1 + | ln ~g(ψ(u))| ) = o(1)(~g(u) + ~g(ψ(u)). Ots¸da sleduet (3.47). Vtoroæ sluqaæ v (1.20) analiziruetsØ analogiqno. Zameqanie 1 dokazano.

Sootnoxenie (1.22) vytekaet, kak uße upominalos~, iz [10, zameqanie 1 i lemma 1a]. Nado lix~ zametit~, qto (sm. [10, (17a), (5)]) –_n ≍ η(B_λ)), n → ∞, i qto analog usloviØ (21) iz [10] takße vypolnØetsØ, poskol~ku iz (1.7), (1.14), (1.21),(1.6) i (1.17) sleduet, qto pri η = η(z) ∫ |y|>^{z2}_η = O(e^{−g(z2/η)}) = o( z^2 η /z)^2, z → ∞

(v samom dele, po (1.21) i (1.17) g(z^2/η) ∼ g((^z_η )^2 η) ¿ (^z_η )^{2α}g(η) ∼ (^η_z )^{2−2α}.)

Predstavlenie (1.25) ØvlØetsØ sledstviem [10, lemma 1b]. SledstviØ 2 i 3 vyteka¸t iz teoremy 2 i zameqaniæ 1 i 2 (ravenstvo (1.26) sootvetstvuet sootnoxeniØm (1.19), (1.20)).

Literatura

1. G. Kramer, Ob odnoæ novoæ teoreme teorii veroØtnosteæ. — Uspehi matem. nauk X (1944), 166–178.

2. V. V. Petrov, O veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 10, ˝ 2 (1965), 310–322.

3. R. R. Bahadur, Rao R. Ranga, On deviations of the sample mean. — Ann. Math.

Stat. 31 no. 4 (1960), 1015–1027.

4. A. A. Borovkov, B. A. Rogozin, O central~noæ predel~noæ teoreme v mnogomernom sluqae. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 10, ˝ 1 (1965), 61–69.

5. T. Höglund, A unified formulation of the central limit theorem for small and large deviations from the mean. — Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 49 (1979), 105–117.

6. A. V. Nagaev, The Cramer large deviations when the extreme conjugate dis-

tribution is heavy-tailed. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 43, ˝ 3 (1998),

456–475.

VERO˚TNOSTI BOL^XIH UKLONENI` 185

7. B. von Bahr, Multi-dimensional integral limit theorems for large deviations. — Ark. Mat. 7 (1967), 89–99.

8. L. V. Osipov, On large deviations for sums of random vectors in Rk. — J. Mult.

Anal. 11 no. 2 (1981), 115–126.

9. L. V. Kim, A. V. Nagaev, O nesimmetriqnoæ probleme bol~xih ukloneniæ. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 22, ˝ 2 (1977), 335–346.

10. L. V. Rozovskiæ, VeroØtnosti bol~xih ukloneniæ na vseæ osi. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 38, ˝ 1 (1993), 79–109.

11. L. V. Rozovskiæ, VeroØtnosti bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s obweæ funkcieæ raspredeleniØ iz oblasti pritØßeniØ normal~nogo zakona. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 34, ˝ 4 (1989), 686–705.

12. L. V. Rozovskiæ, O predel~nyh teoremah dlØ bol~xih ukloneniæ v uzkih zonah. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 26, ˝ 4 (1981), 847–857.

13. L. V. Rozovsky, Asymptotic Expansions for Probabilities of Large Deviations. — Probab. Theor. Related Fields 73 no. 2 (1986), 299–318.

14. V. V. Petrov,, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1972).

15. L. V. Rozovsky, Large deviation probabilities for sums of independent unlattice random variables under unilateral Cramer condition. — In: 22nd European Meeting of Statisticians, 7th Vilnius Conf. on Probab. Theory and Math. Stat, Abstracts, TEV, Vilnius (1998), p. 394.

16. L. V. Rozovskiæ, O toqnosti normal~nogo priblißeniØ. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 177 (1989), 129–137.

17. L. V. Rozovskiæ, O neravenstve Duba dlØ harakteristiqeskih funkciæ.

— TeoriØ veroØtn. i ee primen. 44, ˝ 3 (1999), 650–652.

Rozovsky L. V. Large deviation probabilities for some classes of distributions, satisfying the Cramer condition.

In the note limit theorems on large deviations of sum X_1 + · · ·+ X_n of i.i.d. random variables under the assumption E X^2_1 e^{λX1} < ∞ for some λ > 0 are studied.

Postupilo 29 sentØbrØ 2003 g.

Sankt-PeterburgskaØ Himiko-FarmacevtiqeskaØ AkademiØ