Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

B. P. Harlamov

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR DIFFUZIONNOGO PROCESSA

1. Vvedenie

V nastoØweæ rabote my prodolßaem issledovanie nepreryvnyh polumarkovskih processov. Polumarkovskiæ process opredelØetsØ kak process, dlØ kotorogo markovskoe svoæstvo vypolnØetsØ dlØ vseh vnutrennih markovskih momentov – takih, kak momenty pervogo vyhoda iz fiksirovanenyh mnoßestv i ih iteracii. �ti processy moßno rassmatrivat~ kak obobwenie strogo markovskih processov [4]. Suwestvu¸t specifiqeskie metody izuqeniØ i oblasti priloßeniØ nepreryvnyh polumarkovskih processov [8].

V nastoØweæ stat~e my issleduem harakteristiqeskiæ operator, izvestnyæ v teorii markovskih processov. DlØ polumarkovskogo processa ego opredelenie analogiqno. Odnako ego suwestvovanie v fftoæ situacii trebuet special~nogo dokazatel~stva. My pokaßem, qto dlØ polumarkovskogo processa diffuzionnogo tipa suwestvovanie harakteristiqeskogo operatora ØvlØetsØ svoæstvom rexeniæ differencial~nogo uravneniØ fflliptiqeskogo tipa, zavisØwego ot parametra, opredelØ¸wego raspredelenie hoda vremeni.

Issledovanie mnogomernyh processov opiraetsØ na rezul~taty raboty [7], gde bylo poluqeno asimptotiqeskoe razloßenie plotnosti raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda processa iz maloæ okrestnosti ego naqal~noæ toqki (sm. takße [8]). V nastoØweæ rabote my utoqnØem fftot rezul~tat, qtoby privesti ego k vidu, udobnomu dlØ issledovaniØ harakteristiqeskogo operatora. DlØ vyvoda asimptotiki matematiqeskogo oßidaniØ vremeni pervogo vyhoda iz maloæ okrestnosti naqal~noæ toqki issleduetsØ proizvodnaØ po parametru ot rexeniØ ishodnogo differencial~nogo uravneniØ. Odnomernyæ sluqaæ trebuet otdel~no-

Podderßano grantom veduwih nauqnyh xkol NX.2258.2003.1. 226

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 227 go izuqeniØ vvidu oqevidnogo kaqestvennogo otliqiØ granicy (sostoØweæ iz dvuh toqek) odnomernoæ okrestnosti ot granicy, naprimer, dvumernoæ okrestnosti. Odnako s formal~noæ toqki zreniØ odnomernye formuly moßno vyvesti iz obwih formul, poluqennyh dlØ mnogomernyh processov.

Polumarkovskiæ process obwego vida. Polumarkovskie pro-

cessy obwego vida – ffto processy so znaqeniØmi v metriqeskom prostranstve X, oblada¸wih markovskim svoæstvom otnositel~- no momenta pervogo vyhoda iz l¸bogo mnoßestva G ∈ A, gde A – klass vseh otkrytyh podmnoßestv mnoßestva X[8].

Takimi, v qastnosti, budut vse stupenqatye polumarkovskie processy, a takße vse strogo markovskie processy, v tom qisle – nepreryvnye. Pust~ (P_x) (x ∈ X) – izmerimoe soglasovannoe semeæstvo raspredeleniæ dannogo polumarkovskogo processa, gde

P_x – veroØtnostnaØ mera na izmerimom mnoßestve nepreryvnyh

otobraßeniæ ξ : R_+ → X, pri fftom P_x(ξ(0) = x) = 1. Polumarkovskoæ perehodnoæ funkcieæ dlØ dannogo processa nazyvaetsØ Ødro F_G(A × B| x) = P_x(σ_G ∈ A, ξ(σ_G) ∈ B), gde A ∈ B(R_+),

B ∈ B(X), σ_G(ξ) – vremØ pervogo vyhoda processa iz mnoßestva

G. Polumarkovskoæ perehodnoæ proizvodØweæ funkcieæ my nazyvaem Ødro f_G(λ, B| x) = ∞∫ 0 e^{−λt}F_G(dt × B| x), gde λ ≥ 0. Polumarkovskoe svoæstvo processa otraßeno v uravnenii, kotoromu podqinØ¸tsØ funkcii f_G pri raznyh G ∈ A:

(∀G_1, G_2 ∈ A, G_1 ⊂ G_2) f_{G2} (λ, B| x) = ∫ X^{fG2 (λ, B| x1)fG1 (λ, dx1| x). (1)} Qtoby ffto uravnenie imelo smysl dlØ vseh x ∈ X, a ne tol~ko dlØ x ∈ G_1, my doopredelØem f_G(λ, B| x) na X\G znaqeniem I_B (x) (indikatornaØ funkciØ mnoßestva B).

Process diffuzionnogo tipa. V nastoØweæ stat~e my rassma-

trivaem polumarkovskie processy diffuzionnogo tipa v oblasti S ⊂ X= R^d (d > 1). Tak my budem nazyvat~ nepreryvnye polumarkovskie processy, perehodnye proizvodØwie funkcii ko-

228 B. P. HARLAMOV toryh poroßda¸tsØ v fftoæ oblasti differencial~nym uravneniem vtorogo porØdka fflliptiqeskogo tipa. Osnovnoe soderßanie stat~i sostavlØet rexenie zadaqi: po dannomu differencial~nomu uravneni¸ naæti asimptotiqeskie lokal~nye svoæstva Ødra operatora zadaqi Dirihle, kotoryæ interpretiruetsØ kak raspredeleniæ toqki pervogo vyhoda iz maloæ okrestnosti naqal~noæ toqki processa. Sootvetstvu¸waØ prØmaØ zadaqa: vyvod differencial~nogo uravneniØ iz lokal~nyh svoæstv Ødra, – v dannom sluqae svoditsØ k vyqisleni¸ harakteristiqeskogo operatora processa.

2. Mnogomernyæ diffuzionnyæ process

My oboznaqaem toqku mnogomernogo prostranstva X = R^d

(d ¿ 2) v vide p = (p^1, . . . , p^d), a qastnye proizvodnye ot funkcii,

zadannoæ v fftom prostranstve, kak D_iu = ∂u ∂p^i , D_{ij}u = ∂^2u ∂p^i∂p^j . V privedennyh niße integralah my oboznaqaem peremennu¸ integrirovaniØ p_1, p_2, . . . i t.d. V fftih sluqaØh D^{(k)}_i , D^{(k)}_{ij} , . . . oznaqaet, qto differencirovanie vedetsØ po koordinatam toqki p_k. DlØ oboznaqeniØ koordinat my budem ispol~zovat~ takße operator proektirovaniØ π_i : π_i(p_k) = p^i_k – i-taØ koordinata toqki

p_k.

Rassmotrim v oblasti S ∈ A qastnoe differencial~noe uravnenie fflliptiqeskogo tipa

Lu = 0, (2) gde Lu ≡ 1 2 d∑ i,j=1 a^{ij}D_{ij} u + d∑ i=1 b^iD_iu − cu. (3) Zdes~ a^{ij}, b^i, c – nepreryvnye vewestvennye funkcii, zadannye na S, takie, qto (∀p ∈ S) ( a^{ij} (p) ) – poloßitel~no opredelennaØ matrica, normirovannaØ usloviem d∑ i=1 a^{ii}(p) = d (4)

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 229 i c(p) ≥ 0. Nepreryvnyæ polumarkovskiæ process nazyvaetsØ polumarkovskim processom diffuzionnogo tipa v oblasti S, esli dlØ l¸bogo λ ≥ 0 suwestvuet differencial~nyæ operator fflliptiqeskogo tipa L (zavisØwiæ ot λ) s opisannymi vyxe kofffficientami, tak qto pri l¸bom G ∈ A ∩ S funkcional vida ϕ → f_G(λ, ϕ| ·) ≡ ∫Xϕ(x) fG(λ, dx| ·) fftogo processa ØvlØetsØ rexe-

niem zadaqi Dirihle dlØ uravneniØ Lu = 0 v G so znaqeniem ϕ na ∂G. V dal~neæxem budet ponØtno, qto differencial~nyæ operator L, zavisit ot λ tol~ko qerez kofffficient c = c(λ, p).

My budem rassmatrivat~ sluqaæ, kogda dlØ oblasti G s kusoqno gladkoæ graniceæ perehodnaØ proizvodØwaØ funkciØ imeet plotnost~ h_G(λ, x| p) otnositel~no lebegovoæ mery na granice:

f_G(λ, dx| p) = h_G(λ, x| p) dS(x). Uravnenie (1) v fftom sluqae pere-

hodit v integral~noe uravnenie otnositel~no plotnosti h_{G2} (λ, x| p) = ∫ ∂G1 h_{G2} (λ, x| p_1) h_{G1} (λ, p_1| p) dS(p_1). (5)

Nas budet interesovat~ asimptotika fftoæ plotnosti pri G ↓ p dlØ l¸boæ toqki p ∈ S.

Rassmotrim uravnenie (2) v oblasti S. Pust~ ffta oblast~ soderßit naqalo koordinat – toqku 0. Na pervom fftape issledovaniØ my predpoloßim, qto 0 – naqal~naØ toqka processa i

(∀i, j) a^{ij}(0) = δ^{ij} (simvol Kronekera). V dal~neæxem ffti pred-

poloßeniØ budut snØty.

Pust~ 0 ∈ G, RG = {p : (∃p_1 ∈ G) p = Rp_1} (R > 0) – preobrazovanie masxtaba mnoßestva G. Pri izmenenii masxtaba budet menØt~sØ plowad~ granicy izmenennogo mnoßestva – ee lebegova mera: | ∂(RG)| = R^{d−1}| ∂G| . ˚sno, qto vsØkaØ razumnaØ asimptotika veroØtnostnyh plotnosteæ na ∂(RG) dolßna uqityvat~ fftot normiru¸wiæ kofffficient. DlØ proizvol~nyh p ∈ G,

x ∈ ∂G oboznaqim ~h^R_G(λ, x| p) ≡ R^{d−1}h_{RG}(λ, Rx| Rp), ~f^R_G (λ, ϕ| p) ≡ ∫ ∂G ϕ(x) ~h^R_G(λ, x| p) dS(x). Klass oblasteæ A^∘(β). V knige [2, s. 95] opredelen sledu¸wiæ

klass oblasteæ. Oblast~ G i ee granica prinadleßat klassu

230 B. P. HARLAMOV

C^{k,α} (k = 0, 1, 2, . . ., 0 ≤ α ≤ 1), esli dlØ kaßdoæ toqki p_0 ∈ ∂G

suwestvuet xar B = B(p_0, r) (p_0 – centr, r – radius) i vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie f fftogo xara na G ⊂ R^d takie, qto:

(i) f(B ∩ G) ⊂ R^{d−1} × R_+; (ii) f(B ∩ ∂G) ⊂ ∂(R^{d−1} × R_+); (iii) f ∈ C^{k,α}(B), f^{−1} ∈ C^{k,α}(D). Zdes~ C^{k,α}(A) oznaqaet prostranstvo k raz differenciruemyh funkciæ, k-e proizvodnye kotoryh nepreryvny po Gœl~deru s pokazatelem α na mnoßestve A.

Pust~ R(G) ≡ inf{r > 0 : G ⊂ B(0, r)}. V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ normirovannye okrestnosti nulØ vida G^∘ =

(1/R(G)) G, kasa¸wiesØ poverhnosti sfery B(0, 1).

DlØ poloßitel~nogo qisla β ≥ 1 oboznaqim A^∘(β) semeæstvo normirovannyh okrestnosteæ nulØ takoe, qto (∀G ∈ A^∘(β)) suwestvuet diffeomorfizm f klassa C^{2,α}(G), otobraßa¸wiæ G na B(0, 1), takoæ, qto (∀p_1, p_2 ∈ G) β^{−1}‖p_1 − p_2‖ ≤ | f(p_1) − f(p_2)| ≤

β ‖p_1 − p_2‖. ˚sno, qto A^∘(β) ⊂ C^{2,α}.

Oboznaqim funkci¸ Grina dlØ operatora Laplasa v oblasti G i, sootvetstvenno, proizvodnu¸ ot funkcii Grina (kak funkcii ot vtorogo argumenta) po napravleni¸ vnutrenneæ normali k granice oblasti kak

Q_G(p_1, p_2) (p_1, p_2 ∈ G), K_G(p_1, p_2) =

∂Q_G(p_1, p_2) ∂n_2 (p_2 ∈ ∂G). V sledu¸weæ teoreme rassmatrivaetsØ semeæstvo okrestnosteæ nulØ vida R G, gde R > 0 i G ∈ A^∘(β) pri nekotorom β ¿ 1.

Teorema 1. Pust~ kofffficienty b^i nepreryvno differenciruemy

v okrestnosti nulØ i a^{ij} ∈ C^{2,α}(S) pri nekotorom α > 0. Pust~ krome togo (∀ij) a^{ij}(0) = δ^{ij} i suwestvu¸t poloßitel~nye qisla Λ_1 i Λ_2 takie, qto ∑ ij a^{ij}(x)p^ip^j ≥ Λ_1‖p‖^2 (∀p ∈ S),

| b^i(x)| , | c(x)| , | a^{ij}(x) − δ^{ij}| /‖x‖ ≤ Λ_2 pri vseh i, j i x v nekotoroæ okrestnosti nulØ.

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 231 Togda pri R → 0 imeet mesto slabaØ asimptotika ~h^R_G(λ, p| 0) = K_G(0, p)+ + ∫ G Q_G(0, p_1) ( 2R ∑ i b^i(0)D^{(1)}_i K_G(p_1, p) + R X_G(p_1, p)−

−2R^2c(0)K_G(p_1, p) + R^2Y_G(p_1, p) ) dV (p_1)+ +o(R^2) ∫ G Q_G(0, p_1) dV (p_1) (6)

(p ∈ ∂G). Pri l¸bom β ≥ 1 qlen o(R^2) ravnomeren po vsem

G ∈ A^∘(β) i x ∈ G. On ponimaetsØ v slabom smysle (integral

po ∂G ot fftogo qlena, pomnoßennogo na l¸bu¸ ograniqennu¸ na fftom mnoßestve funkci¸ klassa C^{2,α}(S) (α > 0), delennyæ na R^2, stremitsØ k nul¸ pri R → 0). Pri fftom

X_G(p_1, p) = ∑ ij ∑ m D_ma^{ij}(0)π_m(p_1)D^{(1)}_{ij} K_G(p_1, p),

Y_G(p_1, p) = 6∑ i=1 Y_i(p_1, p), gde Y_1(p_1, p) = 1 2 ∑ ij ∑ mn D_{mn}a^{ij}(0)π_m(p_1)π_n(p_1)D^{(1)}_{ij} K_G(p_1, p),

Y_2(p_1, p) = 2 ∑ i ∑ m D_mb^i(0)π_m(p_1)D^{(1)}_i K_G(p_1, p),

Y_3(p_1, p) = ∑ ij ∑ m D_ma^{ij}(0) ∑ kl ∑ n D_na^{kl}(0)π_m(p_1)×

×D^{(1)}_{ij} ∫ G Q_G(p_1, p_2)π_n(p_2)D^{(2)}_{kl} K_G(p_2, p) dV (p_2),

Y_4(p_1, p) = 2 ∑ i b^i(0) ∑ kl ∑ n D_na^{kl}(0)×

×D^{(1)}_i ∫ G Q_G(p_1, p_2)π_n(p_2)D^{(2)}_{kl} K_G(p_2, p) dV (p_2),

232 B. P. HARLAMOV

Y_5(p_1, p) = 2 ∑ ij ∑ m D_ma^{ij} (0) ∑ k b^k(0)π_m(p_1)×

×D^{(1)}_{ij} ∫ G Q_G(p_1, p_2)D^{(2)}_k K_G(p_2, p) dV (p_2),

Y_6(p_1, p) = 4 ∑ i b^i(0) ∑ k b^k(0)×

×D^{(1)}_i ∫ G Q_G(p_1, p_2)D^{(2)}_k K_G(p_2, p) dV (p_2).

Dokazatel~stvo. Na granice oblasti RG my rassmotrim funk-

ci¸ ϕ_R, gde ϕ_R(Rp) = ϕ(p) (p ∈ ∂G). Pri fftom f_{RG}(λ, ϕ_R| p) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Dirihle dlØ uravneniØ (2) v oblasti RG so znaqeniem ϕ_R na granice oblasti. Uravnenie Lu = 0 perepixem v vide Δu = −(2L − Δ)u, gde Δ – operator Laplasa. Togda, soglasno izvestnoæ formule rexeniØ zadaqi Dirihle dlØ uravneniØ Puassona (sm. [2] i dr.), my imeem f_{RG}(λ, ϕ_R| p) = ψ_R(p) + ∫ RG Q_{RG}(p, p_1) (2L − Δ)f_{RG}(λ, ϕ_R| p_1) dV (p_1), (7) gde ψ_R(p) = ∫ ∂ RG K_{RG}(p, p_1)ϕ_R(p_1) dS(p_1).

Takim obrazom my poluqaem integral~noe uravnenie otnositel~no funkcionala f_{RG}(λ, ϕ_R| p). Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ issledovanie plotnosti ~h^R_G(λ, x| p) i funkcionala ~f^R_G (λ, ϕ| p), gde, soglasno oboznaqeni¸ (13), imeem f_{RG}(λ, ϕ_R| Rp) = ~f^R_G (λ, ϕ| p). Pol~zuØs~ predstavleniem

Q_{RG}(p_1, p_2) =

{_1

(d−2)ω_dr^d�212 + g1(p1, p2), d ≥ 3 1 2π ln^1_{r12} + g_2(p_1, p_2), d = 2

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 233 i ego edinstvennost~¸ (sm. [6, s. 302]), gde r_{ij} = ‖p_i − p_j ‖, ω_d – plowad~ poverhnosti ediniqnogo xara v d-mernom prostranstve, g_i(p_1, p_2) (i = 1, 2) – regulØrnye garmoniqeskie funkcii, my poluqaem sootnoxeniØ

R^{d−2}Q_{RG}(Rp_1, Rp_2) = Q_G(p_1, p_2), R^{d−1}K_{RG}(Rp_1, Rp_2) = K_G(p_1, p_2).

Ots¸da ψ_R(Rp) = ∫ ∂G K_{RG}(Rp, Rp_1)ϕ_R(Rp_1)R^{d−1}dS(p_1) =

= ∫ ∂G K_G(p, p_1)ϕ(p_1)dS(p_1) ≡ ψ(p). (8)

Krome togo, esli my oboznaqim F (p) = F (Rp), to D_iF (Rp) = D_iF (p)/R, D_{ij} F (Rp) = D_{ij}F (p)/R^2. Ots¸da ∫ RG Q_{RG}(Rp, p_1)(2L − Δ)f_{RG}(λ, ϕ_R| p_1) dV (p_1) =

= ∫ G Q_{RG}(Rp, Rp_1)(2L_R − Δ_R)f_{RG}(λ, ϕ_R| Rp_1) R^d dV (p_1) =

= ∫ G Q_G(p, p_1)(2L_R − Δ_R) ~f^R_G (λ, ϕ| p_1) R^2 dV (p_1), gde L_Ru = 1 2 ∑ ij a^{ij}D_{ij} u/R^2 + ∑ i b^iD_iu/R − c u, Δ_Ru = Δu/R^2. Po uslovi¸ teoremy funkciØ (a^{ij}(p) − δ^{ij})/R = (a^{ij} (Rp) − δ^{ij})/R ograniqena v ediniqnom xare dlØ dostatoqno malyh R. Pol~zu- Øs~ fftim, my rassmotrim operator M_R ≡ R (2L_R − Δ_R), s pomow~¸ kotorogo integral~noe uravnenie (7) perepixem v vide ~f^R_G (λ, ϕ| p) = ψ(p) + R ∫ G Q_G(p, p_1) M^{(1)}_R ~f^R_G (λ, ϕ| p_1) dV (p_1) (p ∈ G) (9)

234 B. P. HARLAMOV

(p ∈ G). Zametim takße, qto ~f^R_G (λ, ϕ| ·) ØvlØetsØ rexeniem urav-

neniØ L_Ru = 0 na G s graniqnym znaqeniem ϕ na ∂G.

DlØ ocenki ostatoqnogo qlena asimptotiki nam potrebuetsØ norma funkcii, uqityva¸waØ ee proizvodnye, vida

| f|_{2;G} ≡ sup_{p∈G} sup_{ij} | D_{ij}f(p)| + sup_{p∈G} sup_i | D_if(p)| + sup_{p∈G} | f(p)|.

ApriornaØ ocenka fftoæ normy dlØ funkcii ~f^R_G (λ, ϕ| ·) sleduet iz teoremy 6.6 [2, s. 100]:

| ~f^R_G (λ, ϕ| ·)|_{2;G} ≤ C_0 | ϕ|_{2;G}, (10)

s postoØnnoæ C_0 = C_0(d, Λ_1, Λ_2, β), gde G ∈ A^∘(β). Zdes~, kak i vyxe, predpolagaetsØ, qto funkciØ ϕ zadana i ravnomerno dvaßdy nepreryvno differenciruema na B(0, 1). S drugoæ storony | M_Ru| ≤ ∑ ij | a^{ij} − δ^{ij} | R | D_{ij}u| + 2 ∑ i | b^i| · | D_iu| +2R | c| · | u| ≤ C_1 | u|_{2;G}, gde C_1 = C_1(d, Λ_2). Dalee, funkciØ u = ∫ G Q(·, p)f(p) dV (p) ØvlØet- sØ rexeniem zadaqi Dirihle dlØ uravneniØ Puassona Δu = −f v oblasti G s nulevymi graniqnymi znaqeniØmi. Iz toæ ße teoremy 6.6 [2] sleduet: | u|_{2;G} 6 C_2| f|_{2;G}, gde C_2 = C_2(d, Λ_2). Iz uravneniØ (9) i privedennyh ocenok sleduet predstavlenie ~f^R_G (λ, ϕ| p) = ψ(p) + R ∫ G Q_G(p, p_1) M^{(1)}_R ψ(p_1) dV (p_1)

+R^2 ∫ G Q_G(p, p_1) M^{(1)}_R ∫ G Q_G(p_1, p_2) M^{(2)}_R ψ(p_2) dV (p_2) dV (p_1) + ε(p),

(11) gde ε(p) = R^3 ∫ G Q_G(p, p_1) M^{(1)}_R ∫ G Q_G(p_1, p_2) M^{(2)}_R ∫ G Q_G(p_2, p_3)

×M^{(3)}_R ~f^R_G (λ, ϕ| p_3) dV (p_3) dV (p_2) dV (p_1) = R^3 Z(p) ∫ G Q_G(p, p_1) dV (p_1),

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 235 Z(p) – ograniqennaØ funkciØ na B ≡ B(0, 1) ravnomerno po vsem

G ∈ A^∘(β) dlØ dannogo β > 1. Predstavim operator MR v vide

M_R = M_0 + R N_0 + W_R, gde M_0u = ∑ ij ∑ m D_ma^{ij}(0)π_m(p)D_{ij} u + 2 ∑ i b^i(0)D_iu, N_0u = 1 2 ∑ ij ∑ mn D_{mn}a^{ij}(0)π_m(p)π_n(p) D_{ij}u +2 ∑ i ∑ m D_mb^i(0)π_m(p) D_iu − 2c(0) u, W_Ru = ∑ ij α^{ij}_R (p) D_{ij} u + ∑ i β^i_R(p) D_iu − 2R (c(Rp) − c(0)) u, gde α^{ij}_R (p) = (a^{ij}(Rp) − δ^{ij})/R − ∑ m D_ma^{ij}(0)π_m(p) − 1 2 R ∑ mn D_{mn}a^{ij}(0)π_m(p)π_n(p)), β^i_R(p) = 2b^i(Rp) − 2b^i(0) − 2R ∑ m D_mb^i(0)π_m(p).

Kofffficienty α^{ij}_R (p), β^i_R(p), R (c(Rp) − c(0)) oqevidno ime¸t porØdok o(R) pri R → 0 ravnomerno po vsem p ∈ B. Iz predyduwih ocenok i usloviæ teoremy sleduet, qto | M_0u|_{2;G} i | N_0u|_{2;G} ograniqeny i | W_Ru|_{2;G} = o(R) dlØ l¸boæ funkcii u s ograniqennoæ normoæ | u|_{2;G} ravnomerno po vsem G ∈ A^∘(β). Ots¸da v razloßenii funkcii ~f^R_G (λ, ϕ| x) po stepenØm R kofffficient pri pervoæ stepeni raven ∫ G Q(x, p)M_0ψ(p) dV (p), pri vtoroæ – ∫ G Q(x, p)N_0ψ(p) dV (p)

+ ∫ G Q(x, p_1)M^{(1)}_0 ∫ G Q(p_1, p)M_0ψ(p) dV (p) dV (p_1).

236 B. P. HARLAMOV Ostal~nye qleny v sovokupnosti da¸t pod znakom integrala funkci¸, ime¸wu¸ porØdok o(R) dlØ l¸boæ funkcii ϕ iz klassa dvaßdy nepreryvno differenciruemyh na B funkciæ ravnomerno po vsem G ∈ A^∘(β). PolagaØ x = 0, podstavlØØ v kofffficienty razloßeniØ znaqenie funkcii ψ(p) i menØØ porØdok integrirovaniØ, my poluqaem formulu (6) s sootvetstvu¸wimi znaqeniØmi Øder X_G(p_1, p) i Y_G(p_1, p). •

Zametim, qto funkciØ X_G(p_1, ·) ortogonal~na l¸boæ postoØnnoæ i l¸boæ lineænoæ funkcii na granice, funkciØ Y_G(p_1, ·) ortogonal~na l¸boæ postoØnnoæ funkcii na granice, qto sleduet iz svoæstv ∫ ∂G K(p_1, p_2) dS(p_2) = 1, ∫ ∂G K(p_1, p_2)(π_k(p_2) − π_k(p_1)) dS(p_2) = 0,

kotorye ØvlØ¸tsØ usloviem normirovki i prØmym sledstviem formuly Grina sootvetstvenno (sm. [2, 6] i dr.).

3. Matrica kofffficientov obwego vida

Rassmotrim polumarkovskiæ process, naqina¸wiæsØ v proizvol~noæ toqke x proizvol~nogo podmnoßestva G ⊂ S (G ∈ A) do momenta pervogo vyhoda iz G. DlØ toqki x, voobwe govorØ, ne vypolnØetsØ uslovie a^{ij}(x) = δ^{ij}. Funkcional f_G(λ, ϕ| ·) fftogo processa udovletvorØet uravneni¸ (2) s proizvol~noæ nevyroßdennoæ poloßitel~no opredelennoæ nepreryvnoæ matriceæ

(a^{ij}) kofffficientov pri vtoryh proizvodnyh, dlØ kotoroæ vy-

polneno uslovie normirovki (4). My budem uqityvat~ predstavlenie fftoæ matricy v vide (a^{ij}(x)) = M^T_x M_x, gde M_x ≡ (M^{ij}_x ) – nekotoraØ matrica nevyroßdennogo lineænogo preobrazovaniØ,

M^T_x – transponirovannaØ matrica M_x.

DlØ vybrannoæ toqki x preobrazuem vse toqeqnye mnoßestva ishodnogo prostranstva X≡ R^d v sootvetstvii s otobraßeniem

p → y = N_xp ≡ M_x(p − x), gde M_x – matrica, obratnaØ k M_x

(M_x = M^{−1}_x ). Otobraßenie N_x induciruet otobraßenie funkcional~nogo prostranstva D v sebØ, kotoroe my oboznaqim toæ ße bukvoæ. Takim obrazom, po opredeleni¸, (N_xξ)(t) = N_x(ξ(t))

(ξ ∈ D, t ≥ 0). Pri fftom σ_{Nx G}(N_xξ) = σ_G(ξ), π_{σNx G} (N_xξ) = N_xπ_{σG} (ξ)

(zdes~ ispol~zovano oboznaqenie π_τ (ξ) ≡ ξ(τ ) na mnoßestve {τ < ∞}, τ – markovskiæ moment). DlØ zadannogo polumarkovskogo

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 237 semeæstva mer (P_p) otobraßenie N_x induciruet semeæstvo mer

(P^{Nx}_p ), gde P^{Nx}_{Nxp}(N_xS) = P_p(S) (S ∈ F), a vmeste s nim – semeæstvo

polumarkovskih perehodnyh i perehodnyh proizvodØwih funkciæ: F^{Nx}_{NxG}(A×N_xS | N_xp) = F_G(A×S | p), f^{Nx}_{Nx G}(λ, N_xS | N_xp) = f_G(λ, S | p). Oqevidno, qto lineænoe otobraßenie prostranstva sostoØniæ v sebØ sohranØet polumarkovskoe svoæstvo processa i diffuzionnyæ tip processa. Oboznaqim u(p) ≡ u(N^{−1}_x p). Iz predyduwego ravenstva mer sleduet ravenstvo funkcionalov f^{Nx}_{Nx G}(λ, ϕ| N_xp) = f_G(λ, ϕ| p). Pri fftom funkcional f^{Nx}_{G1} (λ, ϕ_1| ·) udovletvorØet preobrazovannomu differencial~nomu uravneni¸ 1 2 ∑ ij ~a^{ij} D_{ij}u + d∑ i=1 ~b^iD_iu − ~c u = 0, (12) na mnoßestve G_1 so znaqeniem ϕ_1 na granice fftogo mnoßestva. V fftom uravnenii imeem ~c(x) = c(x). ZnaqeniØ drugih kofffficientov uravneniØ vyteka¸t iz pravil differencirovaniØ. Pri fftom D_iu(p) = d∑ k=1 D_ku(N_xp) M^{ki}_x , D_{ij}u(p) = ∑ kl D_{kl}u(N_xp) M^{ki}_x M^{lj}_x . Ots¸da d∑ i=1 b^i(p)D_iu(p) = ∑ ik M^{ki}_x b^i(N_xp)D_ku(N_xp). ∑ ij a^{ij}(p)D_{ij} u(p) = ∑ kl D_{kl}u(N_xp) ∑ ij a^{ij}(N_xp)M^{ki}_x M^{lj}_x . Sledovatel~no,

~b^k =^d ∑ i=1 M^{ki}_x b^i, ~a^{kl} = ∑ ij M^{ki}_x M^{lj}_x a^{ij} . (13)

238 B. P. HARLAMOV Pri fftom

~a^{kl}(0) = ∑ ij M^{ki}_x M^{lj}_x a^{ij}(x) = ∑ ij M^{ki}_x M^{lj}_x d∑ m=1 M^{mi}_x M^{mj}_x

= d∑ m=1 δ^{km}δ^{lm} = δ^{kl}. Takim obrazom, provedennoe v teoreme 1 issledovanie asimptotiki pri malyh znaqeniØh parametra primenimo k plotnosti toqki pervogo vyhoda h^{Nx}_G (λ, p| y) preobrazovannogo processa. Nam trebuetsØ naæti asimptotiku dlØ ishodnogo processa. ZamenØØ peremennye v integrale, poluqaem ∫ ∂G ϕ(p) h_G(λ, p| x) dS(p) = ∫ N_x ∂G ϕ(N^{−1}_x p) h_G(λ, N^{−1}_x p| x) J^{Nx}_G (N^{−1}_x p) dS(p), gde J^{Nx}_G (p) – kofffficient izmeneniØ razmera fflementa poverhnosti ∂G pri otobraßenii p → y = N_xp, zavisØwiæ ot poloßeniØ i orientacii fftogo fflementa v prostranstve (analog Økobiana), t.e. J^{Nx}_G (p) ∼ |N_xΔS| |ΔS| = |M_x(ΔS − x)| |ΔS − x| ∼ J^{Mx}_{G−x}(p − x) (diam ΔS → 0), gde p ∈ ΔS ⊂ ∂G, |ΔS| – lebegova mera mnoßestva ΔS, opredelennaØ na sprØmlØemoæ poverhnosti. V qastnosti, pri N_xp ≡

R(p − x) (umnoßenie vektora (p − x) na skalØr R) imeem J^{Nx}_G (p) = R^{d−1} (sm. formulu (13)). Toqnoe znaqenie fftogo kofffficienta

dlØ N_x obwego vida nam zdes~ ne ponadobitsØ, tak kak v naxem rasporØßenii imeetsØ issledovannaØ nami plotnost~, ravnaØ podyntegral~nomu otnoxeni¸ h^{Nx}_{NxG}(λ, p| 0) ≡ h_G(λ, N^{−1}_x p| x) J^{Nx}_G (N^{−1}_x p) . PolagaØ G = G_R ≡ N^{−1}_x RG_0 = RM_xG_0 + x i p = RM_xy + x, gde 0 ∈ G_0 i y ∈ ∂G_0, my poluqaem h_{GR} (λ, p| x) = J^{Nx}_{GR} (p) h^{Nx}_{Nx GR} (λ, N_xp| 0) = J^{Mx}_{M xRG0} (M_xRy) h^{Nx}_{RG0} (λ, Ry| 0) = J^{Mx}_{M xG0} (M_xy) h^{Nx}_{RG0} (λ, Ry| 0).

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 239 UmnoßaØ qleny ravenstva na R^{d−1} my poluqaem formulu ~h^R_{GR} (λ, p| x) = J^Mx_{M xG0} (M_xy) ~h^{Nx ,R}_{G0} (λ, y| 0), (14) gde, soglasno teoreme 1, plotnost~ ~h^{Nx ,R}_{G0} (λ, y| 0) imeet asimptotiqeskoe razloßenie (6) s sootvetstvu¸weæ zamenoæ parametrov (a^{ij} , b^i, c, G, p) → (~a^{ij} ,~b^i, ~c, G_0, y). My vospol~zuemsØ fftoæ formuloæ dlØ nahoßdeniØ asimptotiki integrala ot funkcii ϕ otnositel~no plotnosti h_G(λ, p| x) pri

G ↓ x. My imeem ∫ ∂G_R ϕ(p) h_{GR} (λ, p| x) dS(p) = ∫ ∂N_x G_R ϕ(p) h^{Nx}_{NxGR} (λ, p| 0) dS(p)

= ∫ ∂RG0 ϕ(p) h^{Nx}_{RG0} (λ, p| 0) dS(p) = ∫ ∂G0 ϕ(Rp) h^{Nx}_{RG0} (λ, Rp| 0) R^{d−1} dS(p)

= ∫ ∂G0 ϕ(Rp) ~h^{Nx,R}_{G0} (λ, p| 0) dS(p). (15) Pust~ ϕ ∈ C^{2,α}(S). Formula Teælora vtorogo porØdka dlØ funkcii ϕ(N^{−1}_x Rp) pri R → 0 imeet vid ϕ(Rp) ≡ ϕ(N^{−1}_x Rp) = ϕ(x) + R ∑ ik D_iϕ(x)M^{ik}_x p^k + R^2 2 ∑ ij ∑ kl D_{ij} ϕ(x)M^{ik}_x M^{jl}_x p^kp^l + R^{2+α} Z_x(p),

gde Z_x(p) – funkciØ, ograniqennaØ otnositel~no mery | · |_{2,G} v okrestnosti toqki x. S drugoæ storony, soglasno formule (6), ~h^{Nx ,R}_{G0} (λ, p| 0) = K_{G0} (0, p) + ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) ( 2R ∑ i ~b^i(0)D^{(1)}_i K_{G0} (p_1, p)

+R ~X_{G0} (p_1, p) − 2R^2~c(0)K_{G0} (p_1, p) + R^2 ~Y_{G1} (p_1, p) ) dV (p_1)

+o(R^2) ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p),

240 B. P. HARLAMOV ravnomerno po vsem G_0 ∈ A^∘(β) (slabaØ asimptotika), gde formuly dlØ ~X_{G0} , ~Y_{G0} poluqa¸tsØ iz sootvetstvu¸wih formul dlØ

X_G, Y_G (sm. teoremu 1) s pomow~¸ podstanovki (a^{ij}, b^i, G) → (~a^{ij},~b^i, G_0). V sootvetstvii s razloßeniem Ødra ~h^{Nx,R}_{G0} iskomyæ

integral raspadaetsØ na 4 qasti. PervaØ qast~: ∫ ∂G0 K_{G0} (0, p) ϕ(Rp) dS(p) = ϕ(x)

+ R^2 2 ∫ ∂G0 K_{G0} (0, p) (∑ ij ∑ kl D_{ij} ϕ(x)M^{ik}_x M^{jl}_x p^kp^l + 2R^α Z_x(p) ) dS(p)

= ϕ(x) +

R^2 2 ∑ ij ∑ k D_{ij} ϕ(x)M^{ik}_x M^{jk}_x 2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p)

+R^{2+α} ∫ G0 Q_{G0} (0, p) ΔZ_x(p) dV (p)

= ϕ(x) + ( R2 2 ∑ ij a^{ij} (x) D_{ij}ϕ(x) + o(R^2) ) 2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p), gde my ispol~zovali formulu ∫ ∂G0 K_{G0} (y, p) f(p) dS(p) = ∫ G0 Q_{G0} (y, p) Δf(p) dV (p), (16) spravedlivu¸ dlØ l¸boæ dvaßdy differenciruemoæ funkcii f (sm. [2, 6] i dr.), a takße ravenstvo a^{ij}(x) = ∑ k M^{ik}_x M^{jk}_x . VtoraØ qast~: ∫ ∂G0 ϕ(Rp) ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) ( 2R d∑ j=1 ~b^j(0)D^{(1)}_j K_{G0} (p_1, p)

+R ~X_{G0} (p_1, p) ) dV (p_1) dS(p) = ∫ ∂G0 ( R ∑ ik D_iϕ(x)M^{ik}_x p^k + R^2Z^{(1)}_x (p) )

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 241 ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) ( 2R d∑ j=1 ~b^j(0)D^{(1)}_j K_{G0} (p_1, p)

+R ~X_{G0} (p_1, p) ) dV (p_1) dS(p)

= 2R^2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) ∑ ik D_iϕ(x)M^{ik}_x d∑ j=1 ~b^j (0)D^{(1)}_j

∫ ∂G0 K_{G0} (p_1, p) p^k dS(p) dV (p_1)

+2R^3 ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) ∫ ∂G0 Z^{(1)}_x (p) (^d∑ j=1 ~b^j(0)D^{(1)}_j K_{G0} (p_1, p)

+ ~X_{G0} (p_1, p) ) dS(p) dV (p_1) = ( R^2 ∑ ij ~b^j (0)D_iϕ(x)M^{ij}_x + o(R^2) ) 2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) dV (p_1)

= ( R^2 ∑ i b^i(x)D_iϕ(x) + o(R^2) ) 2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) dV (p_1),

gde |Z^{(1)}x (p)|_{2,G0} < ∞ ravnomerno po G_0 ∈ A^∘(β), ispol~zovana formula (13) (pervaØ), a takße ortogonal~nost~ Øder

D^{(1)}_i K_{G0} (p_1, p) i ~X_{G0} (p_1, p) na granice G_0 po otnoxeni¸ k edi-

nice.

Tret~Ø qast~: ∫ ∂G0 ϕ(Rp) ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) ( −2R^2~c(0)K_{G0} (p_1, p)

+R^2 ~Y_{G1} (p_1, p) ) dV (p_1) dS(p) = ∫ ∂G0 (ϕ(x) + RZ^{(2)}_x (p))

242 B. P. HARLAMOV ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) ( −2R^2~c(0)K_{G0} (p_1, p)

+R^2 ~Y_{G1} (p_1, p) ) dV (p_1) dS(p)

= (−R^2~c(0) ϕ(x) + o(R^2)) 2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p_1) dV (p_1)

= (−R^2c(x) ϕ(x) + o(R^2)) 2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p),

gde |Z^{(2)}x (p)|_{2,G0} < ∞ ravnomerno po G_0 ∈ A^∘(β), a takße ispol~- zovana ortogonal~nost~ Ødra ~Y_{G0} (p_1, p) na granice G_0 po otnoxeni¸ k edinice. QetvertaØ qast~: ∫ ∂G0 ϕ(Rp)o(R^2) dS(p) ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p) = o(R^2) ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p) ravnomerno po G_0 ∈ A^∘(β), gde ispol~zovana ravnomernaØ ograniqennost~ lebegovoæ mery poverhnosti vseh takih G_0. Iz predyduwih formul sleduet ravnomernoe po vsem G_0 ∈ A^∘(β) razloßenie ∫ ∂G_R ϕ(p) h_{GR} (λ, p| x) dS(p) = ϕ(x) + R^2 ( 1 2 ∑ ij a^{ij}(x)D_{ij} ϕ(x)

+ ∑ i b^i(x)D_iϕ(x) − c(x) ϕ(x) ) 2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p)

+o(R^2) ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p). (17)

O kofffficientah uravneniØ. Ispol~zuØ formulu (17), my do-

kaßem, qto kofffficienty a^{ij} i b^i ne zavisØt ot λ, gde parametr λ ØvlØetsØ parametrom preobrazovaniØ Laplasa. Pust~ ϕ – nepreryvnaØ ograniqennaØ poloßitel~naØ funkciØ: ϕ(p) =

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 243

1 + M (p^i − x^i), – v nekotoroæ okrestnosti toqki x, gde M – ne-

kotoraØ veliqina, otliqnaØ ot nulØ, znaqeniØ kotoroæ my zadadim niße. PodstavlØØ v formulu (17) fftu funkci¸, my poluqaem, qto funkciØ ϵ ≡ (∫ ∂G_R ϕ(p) hG^R (λ, p| x) dS(p) − ϕ(x) ) /R^2 ravna

(M b^i(x) − c(x) + o(1)) C_{G0} , gde C_{G0} > 0. Predpoloßiv, qto b^i(x)

zavisit ot λ, my prihodim k protivoreqi¸: s odnoæ storony, ϵ kak neubyva¸xaØ funkciØ ot preobrazovaniØ Laplasa ne vozrastaet na vseæ poluosi; s drugoæ storony, za sqet vybora M pravu¸ qast~ moßno sdelat~ vozrasta¸xeæ na nakotorom otrezke. Pust~ teper~ ϕ(p) = 1 + M (p^i − x^i)(p^j − x^j). V fftom sluqae

ϵ = (M a^{ij}(x) − c(x) + o(1)) C_{G0} . Toqno tak ße ubeßdaemsØ v tom,

qto a^{ij}(x) ne zavisit ot λ. Takim obrazom, zavisimost~ rexeniØ uravneniØ (12) ot λ opredelØetsØ zavisimost~¸ kofffficienta c ot λ : c = c(λ, x).

Vaßnyæ qastnyæ sluqaæ: c(λ, x) = λ γ(x) (γ(x) > 0), – sootvetstvuet diffuzionnomu markovskomu processu. V fftom sluqae uravnenie (2) poluqaetsØ v rezul~tate primeneniØ preobrazovaniØ Laplasa k obratnomu uravneni¸ Kolmogorova, kotoromu pri l¸boæ nepreryvnoæ funkcii ϕ udovletvorØet funkciØ u(x, t) ≡ ∫ X^{ϕ(x1)FG([0, t) × dx1| x).} Iz formuly (17) vidno, qto podhodØwim normiru¸wim delitelem dlØ srednego priraweniØ znaqeniØ funkcii ϕ otnositel~no mery f_{GR} (λ, dp| x) ØvlØetsØ veliqina, proporcional~naØ

R^2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p), naprimer,

n_{GR} (λ_0, x) ≡ 1 λ_0

(1 − f_{GR} (λ_0, X| x)) = ( R2c(λ_0, x) λ_0

+o(R^2) ) 2 ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p) pri l¸bom λ_0 > 0. Soglasno teoreme 1 i ee utoqneni¸ v sootvetstvii s formuloæ (14), dlØ l¸bogo β > 1 predel

A^{λ0}_λ (ϕ| x) ≡ lim_{R→0} f_{GR} (λ, ϕ| x) − ϕ(x) n_{GR} (λ, x)

244 B. P. HARLAMOV suwestvuet ravnomerno po vsem G_0 ∈ A^∘(β), gde G_0 – okrestnost~ toqki 0 i G_R = R M_xG_0 + x. BlagodarØ ravnomernosti, dlØ l¸- boæ posledovatel~nosti G ↓ x predel A^{λ0}_λ (ϕ| x) suwestvuet, esli suwestvuet takoe β > 1, qto vse normirovannye G (t.e. mnoßestva (1/R(G−x))(G−x)+x) prinadleßat A^∘(β). Sootvetstvu¸wiæ operator A^{λ0}_λ my nazyvaem lambda-harakteristiqeskim operatorom vtorogo roda. Ego znaqenie dlØ ϕ ∈ C^2(S):

A^{λ0}_λ ϕ = λ_0 c(λ_0, ·) 1 2 ∑ ij a^{ij}D_{ij} ϕ + ∑ i b^iD_iϕ − c(λ, ·) ϕ . DlØ analiza lambda-harakteristiqeskogo operatora Dynkina nam potrebuetsØ asimptotika matematiqeskogo oßidaniØ vremeni pervogo vyhoda iz maloæ okrestnosti naqal~noæ toqki traektorii, t.e.

m_G(x) = − ∂ ∂λ f_G(λ, X| x) | | |_{λ=0}. UqityvaØ dal~neæxie primeneniØ, my rassmotrim plotnost~

m_G(p| x), ravnu¸ pravoæ qasti predyduwego vyraßeniØ s zame- noæ f_G(λ, X| x) na h_G(λ, p| x). 4. Harakteristiqeskiæ operator Dynkina

Predpoloßim, qto pri vseh p ∈ S suwestvuet proizvodnaØ γ(p) ≡ ∂ ∂λ c(λ, p) | | |_{λ=0}< ∞. Togda dlØ l¸boæ nepreryvnoæ na S funkcii ϕ suwestvuet proizvodnaØ m_G(ϕ| x) ≡ ∫ ∂G ϕ(p) m_G(p| x) dS(p) = − ∂ ∂λ f_G(λ, ϕ| x)) | | λ=0 . DlØ nahoßdeniØ qastnogo differencial~nogo uravneniØ, kotoromu udovletvorØet plotnost~ m_G(ϕ| x), my ispol~zuem differencirovanie uravneniØ (2) po λ pri λ = 0. Vozmoßnost~ fftoæ operacii obosnovyvaetsØ teoremoæ Arcela, dlØ primeneniØ kotoroæ dostatoqno monotonnoæ shodimosti k predelam otnoxeniæ

(c(λ, p) − c(0, p))/λ i (f_G(λ, ϕ| p) − f_G(0, ϕ| p))/λ, kotoraØ sleduet iz

neotricatel~nosti vtoryh proizvodnyh po λ ot funkciæ −c(λ, p)

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 245 i f_G(λ, ϕ| p). V rezul~tate differencirovaniØ my poluqaem qastnoe differencial~noe uravnenie 1 2 ∑ ij a^{ij} D_{ij}m + ∑ i b^iD_im + γ f_G(0, ϕ| ·) = 0, (18)

kotoromu udovletvorØet m_G(ϕ| x) (x ∈ G). Kraevoe znaqeniem

m_G(ϕ| x) = 0 pri x ∈ ∂G vytekaet iz interpretacii fftoæ funkcii

kak integrala ot proizvedeniØ σ_G ϕ(π_{σG} ).

Teorema 2. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 1 i krome togo

dlØ l¸bogo p ∈ S c(0, p) = 0, (∀λ > 0) c(λ, p) > 0, c(+∞, p) = +∞, pervaØ proizvodnaØ ot fftoæ funkcii po λ v nule (t.e veliqina γ(p)) koneqna i poloßitel~na, priqem funkciØ γ nepreryvna na S. Togda spravedliva slabaØ asimptotika plotnosti ~m^R_G(p| 0) ≡ R^{d−1}m_{RG}(Rp| 0) pri R → 0 :

~m^R_G(p| 0) = 2R^2 γ(0) ∫ G Q_G(0, p_1) K_G(p_1, p) dV (p)

+o(R^2) ∫ G Q_G(0, p) dV (p) (19)

ravnomerno po vsem G ∈ A^∘(β).

Dokazatel~stvo v osnovnyh qertah povtorØet dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ 0 ∈ G i G ∈ A^∘(β) pri nekotorom β > 1, a takße ϕ_R – funkciØ vida ϕ_R(Rp) = ϕ(p). Ispol~zuØ funkci¸ Grina, standartnym metodom iz uravneniØ (18) my poluqaem integral~- noe uravnenie

m_{RG}(ϕ_R| Rx) = Ψ_R(Rx) + ∫ RG Q_{RG}(Rx, p) (2L^0 −Δ)m_{RG}(ϕ_R| p) dV (p), (20)

246 B. P. HARLAMOV gde Ψ_R(Rx) ≡ 2 ∫ RG Q_{RG}(Rx, p) γ(p) f_{RG}(0, ϕ_R| p) dV (p)

= 2R^2 ∫ G Q_G(x, p) γ(Rp) ~f^R_G (0, ϕ| p) dV (p) ≡ R^2 Ψ^R(x), ~f^R_G (0, ϕ| p) = f_{RG}(0, ϕ_R| Rp), L^0u = 1 2 ∑ ij a^{ij}D_{ij} u + ∑ i b^iD_iu. S drugoæ storony, m_{RG}(ϕ_R| Rx) ≡ ∫ ∂RG ϕ_R(p) m_{RG}(p| Rx) dS(p)

= ∫ ∂G ϕ_(p) m_{RG}(Rp| Rx) dS(p) R^{d−1} dS(p)

= ∫ ∂G ϕ_(p) ~m^R_G(p| x) dS(p) ≡ ~m^R_G(ϕ| x), otkuda uravnenie (20) perehodit v uravnenie

~m^R_G(ϕ| x) = R^2 Ψ^R(x) + ∫ G Q_G(x, p) (2L^0_R − Δ_R) ~m^R_G(ϕ| p) dV (p), gde L^0_Ru = 1 2 ∑ ij a^{ij}D_{ij} u/R^2 + ∑ i b^iD_iu/R, Δ_Ru = Δu/R^2, gde u(p) = u(Rp). ZameqaØ, qto operator M^0_R ≡ R(2L^0_R − Δ_R) ograniqen (|M^0_Ru|_{2,G} 6 C_0 |u|_{2,G}, C_0 = C_0(d, Λ_1, Λ_2, β)) i qto

| ~m^R_G(ϕ| ·)|_{2,G} < ∞ ravnomerno po vsem G ∈ A^∘(β) i vsem ravno-

merno ograniqennym ϕ ∈ C^2(S), ubeßdaemsØ, qto

~m^R_G(ϕ| 0) = R^2 Ψ^R(0) + o(R^2) ∫ G Q_G(0, p) dV (p). V svo¸ oqered~ γ(Rp) = γ(0) + o(R)/R i soglasno promeßutoqnomu rezul~tatu pri dokazatel~stve teoremy 1, ~f^R_G (0, ϕ| p) = ∫ ∂G K_G(p, p_1) ϕ(p_1) dS(p_1) + o(R)/R.

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 247 Ots¸da

Ψ^R(0) = 2γ(0) ∫ G Q_G(0, p_1) ∫ ∂G K_G(p_1, p) ϕ(p) dS(p) dV (p)

+ o(R) R ∫ G Q_G(0, p) dV (p), otkuda sleduet dokazatel~stvo teoremy. •

Toqno tak ße, kak v sluqae perehodnyh proizvodØwih funkciæ (formula (14)), poluqaem formulu dlØ proizvol~noæ toqki

x ∈ S i proizvol~noæ matricy kofffficientov pri vtoryh pro-

izvodnyh: (a^{ij}) = M^T_x M_x : m_G(p| x) = J^{Nx}_G (p) m^{Nx}_{Nx G}(N_xp| 0). PolagaØ G = G_R ≡ N^{−1}_x RG_0 = RM_xG_0 + x i p = RM_xy + x, gde 0 ∈ G_0 i y ∈ ∂G_0, my poluqaem m_{GR} (p| x) = J^{Mx}_{M x G0} (M_xy) m^{Nx}_{RG0} (Ry| 0). UmnoßaØ qleny ravenstva na R^{d−1} my poluqaem formulu ~m^R_{GR} (p| x) = J^{Mx}_{M xG0} (M_xy) ~m^{Nx ,R}_{G0} (y| 0), (21) gde, soglasno teoreme 2, plotnost~ ~m^{Nx ,R}_{G0} (y| 0) imeet asimptotiqeskoe razloßenie (19) s sootvetstvu¸weæ zamenoæ parametrov (a^{ij}, b^i, G, p) → (~a^{ij} ,~b^i, G_0, y), gde ~a^{ij}, ~b^i opredeleny formulami (13).

Iz dokazannoæ teoremy neposredstvenno sleduet, qto m_{GR} (x) ≡ ∫ ∂G_R m_{GR} (p| x) dS(p) = m^{Nx}_{RG0} (0)

≡ ∫ ∂RG0 m^{Nx}_{RG0} (p| 0) dS(p) = (2R^2γ(x) + o(R^2)) ∫ G0 Q_{G0} (0, p) dV (p). Ots¸da, soglasno formule (17), dlØ l¸bogo β > 1 suwestvuet predel

A_λ(ϕ| x) = lim_{R→0} f_{GR} (λ, ϕ| x) − ϕ(x) m_{GR} (x)

248 B. P. HARLAMOV ravnomerno po vsem G_0 ∈ A^∘(β). BlagodarØ ravnomernosti, dlØ l¸boæ posledovatel~nosti G ↓ x predel A_λ(ϕ| x) suwestvuet, esli suwestvuet takoe β > 1, qto vse normirovannye G (t.e. mnoßestva (1/R(G − x))(G − x) + x) prinadleßat A^∘(β). Sootvetstvu¸wiæ operator A_λ my nazyvaem lambda-harakteristiqeskim operatorom Dynkina. Ego znaqenie dlØ ϕ ∈ C^2(S): A_λϕ = 1 γ 1 2 ∑ ij a^{ij}D_{ij} ϕ + ∑ i b^iD_iϕ − c(λ, ·) ϕ . 5. Okrestnosti ffllipsoidal~noæ formy

Privedennye v teoreme 1 kofffficienty razloßeniØ plotnosti raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda poluqa¸t konkretnoe znaqenie pri izvestnom analitiqeskom vyraßenii Øder Q_G, K_G. Pust~ G = B ≡ B(0, 1) – ediniqnyæ xar. Togda v usloviØh teoremy 1 pri R → 0 spravedlivo slaboe asimptotiqeskoe razloßenie plotnosti pervogo vyhoda iz maloæ sferiqeskoæ okrestnosti naqal~noæ toqki processa: ~h^R_B(λ, p| 0) = 1 ω_d ( 1 + R (^d∑ i=1 b^i(0)π_i(p) + X(0, p) )

−R^2 ( c(λ, 0) d + Y (0, p) ) + o(R^2) ) , (22)

gde funkciØ X ortogonal~na l¸boæ postoØnnoæ i l¸boæ lineænoæ funkcii na granice, funkciØ Y ortogonal~na l¸boæ posto- Ønnoæ funkcii na granice, ω_d = 2π^{(d/2)}/Γ(d/2) – plowad~ poverhnosti ediniqnogo xara v d-mernom prostranstve (d ¿ 2). Pri fftom X(0, p) = ∑ k π_k(p) ( ∑ ij D_ka^{ij} π_i(p)π_j(p) − 1 d + 2 ∑ i (D_ka^{ii} + 2D_ia^{ik}) )

i dlØ odnorodnogo v prostranstve processa

Y (0, p) = ( ∑ i b^i π_i(p)

)_2 − 1 d ∑ i (b^i)^2,

gde ‖p‖ = 1. Vyvod posledneæ formuly moßno naæti v rabote [7] (gde ffta formula soderßit opeqatku).

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 249 DlØ proizvol~noæ naqal~noæ toqki i matricy kofffficientov obwego vida (a^{ij}(x)) = M^T_x M_x naibolee prostoæ vid imeet asimptotiqeskoe razloßenie dlØ plotnosti toqki pervogo vyhoda iz maloæ ffllipsoidal~noæ okrestnosti naqal~noæ toqki. Imeem ~h^R_{Ex +x}(λ, RM_xy + x| x) = J^Mx_{Ex} (M_xy) ~h^{Nx ,R}_B (λ, y| 0), gde E_x = M_xB – ffllipsoid, forma kotorogo zavisit ot matricy starxih kofffficientov, i, soglasno formule (22), ~h^{Nx ,R}_B (λ, y| 0) = 1 ω_d ( 1 + R (^d∑ i=1 ~b^i(0)π_i(y) + ~X(0, y) )

−R^2 ( ~c(λ, 0) d + ~Y (0, y) ) + o(R^2) )

= 1 ω_d ( 1 + R ( ∑ ik b^k(x)M^{ik}_x π_i(y) + ~X(0, y) )

−R^2 (c(λ, x) d + ~Y (0, y) ) + o(R^2) ) , gde ~X, ~Y poluqa¸tsØ iz X i Y zamenoæ (a^{ij}, b^i) → (~a^{ij},~b^i), pri kotoroæ sohranØ¸tsØ svoæstva ortogonal~nosti fftih Øder.

Uslovnye plotnosti. Rassmotrim uslovnye plotnosti pervo-

go vyhoda otnositel~no fiksirovannoæ toqki pervogo vyhoda iz ffllipsoidal~nyh okrestnosteæ, opredelennye poqti navernoe otnositel~no mery Lebega na poverhnosti ediniqnoæ sfery. Vo-pervyh, ffto otnoxenie h_{REx +x}(λ| x, RM_xy + x) ≡ h_{REx +x}(λ, RM_xy + x| x) h_{REx +x}(0, RM_xy + x| x) = 1 −

R^2 d c(λ, x) + o(R^2). Vo-vtoryh, m_{REx +x}(x, RM_xy + x) ≡ m_{REx +x}(RM_xy + x| x) h_{REx +x}(0, RM_xy + x| x) = R^2 d γ(x) + o(R^2).

250 B. P. HARLAMOV Interesno otmetit~, qto glavnye qleny asimptotiqeskogo raz- loßeniØ funkciæ 1−h_{REx+x}(λ| x, RM_xy+x) i m_{REx +x}(x, RM_xy+x) proporcional~ny R^2 i ne zavisØt ot toqki pervogo vyhoda. �tot fakt ispol~zuetsØ pri postroenii stohastiqeskogo integrala po sledu polumarkovskogo processa diffuzionnogo tipa [9].

Kofffficient preobrazovaniØ razmera. Rassmotrim nevyro-

ßdennoe lineænoe otobraßenie M : R^d → R^d, zadavaemoe matriceæ M = (M^{ij}), i oblast~ G, dlØ kotoroæ v toqke p ∈ ∂G opredelena vnexnØØ normal~ k poverhnosti: n = n(p). Pust~ M_{ij} – algebraiqeskoe dopolnenie fflementa M^{ij}. Togda kofffficient preobrazovaniØ razmera fflementa ΔS poverhnosti tela G vyraßaetsØ formuloæ |M ΔS| |ΔS| ∼ J^M_G (p) = d ∑ k=1 (^d∑ j=1 n^jM_{kj} )_2

. (23)

Dokazatel~stvo fftoæ formuly moßno naæti, naprimer, v knige [8 s. 232].

Literatura

1. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion. — Facts and Formulae.

Birkhäuser Verlag, (1996).

2. D. Gilbarg, N. Trudinger, �lliptiqeskie differencial~nye uravneniØ s

qastnymi proizvodnymi vtorogo porØdka. — M., Nauka, (1989).

3. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, TeoriØ sluqaænyh processov, tom I. — M.: Nauka, (1971).

4. E. B. Dynkin, Markovskie processy. — M. Fizmatgiz, (1963). 5. A. N. Kolmogorov, Ob analitiqeskih metodah v teorii veroØtnosteæ. — Uspehi matem. nauk, 5 (1938), 5–41.

6. S. L. Sobolev, UravneniØ matematiqeskoæ fiziki. — M. TTL, (1954). 7. B. P. Harlamov, Plotnost~ raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda diffu-

zionnogo processa iz maloæ okrestnosti ego naqal~noæ toqki. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ. — Nauka, M., 45 3, (2000), 536–554.

8. B. P. Harlamov, Nepreryvnye polumarkovskie processy. — SPb: Nauka, (2001).

9. B. P. Harlamov, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ mer v klasse polumarkovskih

processov diffuzionnogo tipa. — Zap. nauqn. semin. POMI, 294 (2002),

216–244.

Harlamov B. P. Characteristic operator of a diffusion process.

HARAKTERISTIQESKI` OPERATOR 251 Semi-Markov processes of diffusion type in the d-dimensional space (d > 1) are considered. The transition generating function of such a process is assumed to satisfy the second order differential equation of elliptical type. Using methods of differential equation theory, especially that of Dirichlet problem, the transition generating function for a small neighborhood of the initial point of the process is investigated. The asymptotic expansions on a small scale parameter are obtained both for the first exit point distribution density, and for the first exit time expectation, when the trajectory of the process leaves a small neighborhood of the initial point. The characteristic operator of E.B. Dynkin determined by a decreasing sequence of neighborhoods is proved to exist.

Postupilo 12 i¸lØ 2003 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN, SPb, V.O. Bol~xoæ pr. 61

E-mail: harlamov@random.ipme.ru