Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 298, 2003 g.

A. V. Qirina

BOL^XIE UKLONENI˚ NEKOTORYH SVOBODNYH OT PARAMETRA MASXTABA FUNKCI` OT VYBORKI IZ GAMMA-RASPREDELENI˚

1. Vvedenie

Pust~ X_1, . . . , X_n – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny (n.o.r.s.v.), X – ih vyboroqnoe srednee. Pust~ zadana funkciØ r(s): (0, ∞) → R. Opredelim statistiku

T_n sledu¸wim obrazom.

T_n = T_n(X_1, . . ., X_n) = 1 n n∑ i=1 r ( X_i X ) . (1)

Oqevidno, qto pri l¸bom β ∈ R 1 n n∑ i=1 r ( X_i X ) = 1 n n∑ i=1 ( r ( X_i X ) + β · ( X_i X − 1 ) ) , (2)

t.e. funkcii r(s) i r(s) + β · (s − 1) pri l¸bom β ∈ R opredelØ¸t odnu i tu ße statistiku vida (1).

˚sno takße, qto pri l¸bom γ > 0 T_n(γX_1, . . ., γX_n) = T_n(X_1, . . . , X_n). (3) Statistiki vida (1) qasto primenØ¸tsØ dlØ postroeniØ svobodnyh ot parametra masxtaba kriteriev dlØ proverki gipotez o vide raspredeleniØ. Svoæstva takih statistik neploho izuqeny: moßno soslat~sØ, naprimer, na [11], gde dokazany zakon bol~- xih qisel i central~naØ predel~naØ teorema dlØ neskol~kih klassov statistik, v kotoryh neizvestnyæ parametr zamenen ego ocenkoæ. Odnako o bol~xih ukloneniØh statistik takogo vida do sih por poqti niqego ne bylo izvestno (iskl¸qenie sostavlØet, poßaluæ, lix~ sluqaæ r(s) = −s^p, p > 1, detal~no izuqennyæ v [13]). Oqevidno, qto sluqaænye veliqiny X_i/X, i = 1, . . . , n zavisimy, i imenno ffto zatrudnØet vyqislenie bol~xih ukloneniæ. 252

BOL^XIE UKLONENI˚ 253

My budem izuqat~ grubu¸ (logarifmiqesku¸) asimptotiku veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ statistiki T_n pri nekotoryh ograniqeniØh na funkci¸ r(s) v sluqae, kogda kaßdaØ iz s.v. X_i imeet Γ-raspredelenie (v qastnosti, ffksponencial~noe). V silu (3) moßem, ne umalØØ obwnosti, sqitat~, qto parametr masxtaba raven 1 i, t.o., kaßdaØ iz s.v. X_i imeet plotnost~ f(s) = s^αe^{−s} Γ(1 + α) , α > −1, s > 0. Statistiki vida (1) estestvenno primenØt~ dlØ proverki gipotez o prinadleßnosti X_i k Γ(1 + α)-raspredeleni¸, kogda parametr masxtaba neizvesten. Pri α = 0 imeem klass kriteriev ffksponencial~nosti, sostoØtel~nost~ kotoryh protiv teh ili inyh al~ternativ zavisit ot vybora r(s). V qastnosti, esli

r(s) vognuta (vypukla), to, v silu teoremy 4.8 gl. 2 iz [2] i

teorem iz [11], kriteriæ, osnovannyæ na T_n, sostoØtelen protiv vseh al~ternativ s vozrasta¸weæ (sootvetstvenno, ubyva¸weæ) funkcieæ intensivnosti (VFI, UFI) otkazov. Takie kriterii dlØ r(s) = ln s i r(s) = −s^2 predlagalis~, naprimer, v [8] i [15]. Statistiki, sostoØtel~nye protiv vseh al~ternativ i predstavimye v vide supremumov semeæstv statistik vida (1), izuqalis~ v [7] i [5]. ZnaØ bol~xie ukloneniØ statistik vida (1), moßno nahodit~ bahadurovskie toqnye naklony i asimptotiqesku¸ ffffektivnost~ po Bahaduru sootvetstvu¸wih kriteriev (sm. [4]), a takße stroit~ na osnove fftih statistik lokal~no asimptotiqeski optimal~nye (LAO) po Bahaduru kriterii dlØ otdel~- nyh parametriqeskih semeæstv al~ternativ, lokal~no ffkvivalentnye kriteriØm otnoxeniØ pravdopodobiØ, no bolee prostye v vyqislitel~nom otnoxenii.

Nas interesuet vyqislenie funkcii ukloneniæ

k(a) := lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a), a > 0,

a takße asimptotiki k(a) pri a → 0. DlØ vyqisleniØ k(a) my vospol~zuemsØ teoremoæ Plaxki–Xtaænebaha [10]:

Predloßenie 1. Pust~ {Wn}n=1,2... – posledovatel~nost~ vewe-

stvennoznaqnyh sluqaænyh veliqin na veroØtnostnom prostranstve s meroæ P, udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm:

(i) m_n(t) = ∫ e^{tWn} dP < ∞ dlØ ∀t ∈ [0, T_1), T_1 > 0;

254 A. V. QIRINA

(ii) Ψ_n(t)/n → c_0(t) ∈ R dlØ ∀t ∈ (T_0, T_1), 0 ≤ T_0 < T_1, gde Ψ_n(t) = ln m_n(t).

Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti {a_n}, a_n ∈ R, n = 1, 2 . . ., gde a_n → a ∈ A = {c^′_0(h) | c^′_0(h) suwestvuet, nepreryvna sprava i strogo monotonna pri h ∈ (T_0, T_1)}, vypolneno [P(W_n > na_n)]^{1/n} → inf_{t≥0} {exp[c_0(t) − ta]}.^1

Kl¸qevu¸ rol~ dlØ primeneniØ fftoæ teoremy k posledovatel~nosti statistik T_n igraet funkciØ

φ(μ) := lim_{n→∞} n^{−1} ln Ee^{nμTn} .

Vyqisleni¸ funkcii φ(μ) posvØwen razdel 2, a ee issledovani¸ – razdel 3, gde sformulirovana teorema o vyqislenii k(a). �tot rezul~tat udaetsØ neskol~ko utoqnit~ v sluqae ograniqennoæ r(s), qto i sdelano v razdele 4. V razdele 5 rassmatriva- ¸tsØ primery primeneniØ poluqennyh rezul~tatov k kriteriØm ffksponencial~nosti i ravnomernosti.

2. Vyqislenie funkcii φ(μ) Zafiksiruem α > −1. Preßde vsego dokaßem odno vaßnoe asimptotiqeskoe neravenstvo – asimptotiqeskiæ analog neravenstva Bernxteæna dlØ statistik vida (1).

Lemma 1. Pust~ zadana posledovatel~nost~ funkciæ Rn(s1, . . . ,

s_n): (0, +∞)^n → R, takih, qto pri l¸bom n, esli s^′_i > s_i, i = 1, . . . , n, to R_n(s^′_1, . . . , s^′_n) > (6)R_n(s_1, . . . , s_n) (taku¸ funkci¸ budem nazyvat~, sootvetstvenno, “vozrasta¸weæ” ili “ubyva¸- weæ”). Opredelim po fftoæ posledovatel~nosti funkciæ interval Λ, ravnyæ (0, 1], esli vse R_n “ubyva¸t”, i [1, +∞), esli vse R_n “vozrasta¸t”. Togda

lim sup n→∞ n^{−1} ln P ( R_n ( X_1 X , . . . , X_n X ) > a )

                  6

6 inf_{λ∈Λ}^{(1 + α)(λ − 1 − ln λ)+ (4)

+ lim inf n→∞ n^{−1} ln P ( R_n ( X_1 λ(1 + α) , . . . , X_n λ(1 + α) ) > a ) } . 1Sohraneny oboznaqeniØ originala, nikak ne svØzannye s oboznaqeniØmi nastoØweæ stat~i.

BOL^XIE UKLONENI˚ 255 V qastnosti, vzØv R_n(s_1, . . . , s_n) =^1_n ∑_n i=1 r(s_i), gde r(s) ne ubyvaet (ne vozrastaet) na (0, +∞), poluqim

lim sup n→∞ n^{−1} ln P ( 1 n n∑ i=1 r ( X_i X ) > a )

                   6

6 inf_{λ∈Λ} inf_μ¿_0^{−μa + (1 + α)(λ − 1 − ln λ)+

+ ln E exp ( μr ( X_1 λ(1 + α) )) } . (5)

Dokazatel~stvo. Kak izvestno, esli n.o.r.s.v. Xi, i = 1, . . . , n

ime¸t Γ(1, α)-raspredelenie, to sluqaænaØ veliqina X i sluqaænyæ vektor (^{X1}_X , . . . ,^{Xn}_X ) nezavisimy. Pofftomu

P^{(( X1}_X , . . . ,^{Xn}_X^) > a,^X_{λ(1 + α)} ∈ Λ^) =

= P^{(( X1}_X , . . . ,^{Xn}_X^) > a^) · P^{( X}_{λ(1 + α)} ∈ Λ^)

i, sledovatel~no,

n^{−1} ln P ( R ( X_1 X , . . . , X_n X ) > a ) = =n^{−1} ln P ( R ( X_1 X , . . . , X_n X ) > a, X λ(1 + α) ∈ Λ ) − −n^{−1} ln P ( X λ(1 + α) ∈ Λ ) . (6)

Iz teoremy Qernova [6] legko vyvoditsØ ravenstvo

lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( X λ(1 + α) ∈ Λ ) = (1 + α)(ln λ − λ + 1), ∀ λ ∈ Λ. (7)

S drugoæ storony, v silu “monotonnosti” R_n imeem dlØ l¸bogo λ ∈ Λ n^{−1} ln P ( R ( X_1 X , . . . X_n X ) > a, X λ(1 + α) ∈ Λ )

                           6

6 n^{−1} ln P^(R^{( X1}_{λ(1 + α)} , . . .^{Xn}_{λ(1 + α)}^) > a,^X_{λ(1 + α)} ∈ Λ^) 6

256 A. V. QIRINA

6 n^{−1} ln P^(R^{( X1}_{λ(1 + α)} , . . .^{Xn}_{λ(1 + α)}^) > a^). (8)

KombiniruØ (6), (7) i (8) i perehodØ k predelu po n, iz proizvol~nosti λ ∈ Λ poluqaem (4). � VyØsnim teper~, kogda moßno v (5) zamenit~ neravenstvo ravenstvom, a verhniæ predel – obyqnym predelom. Pust~ Λ =

[1, +∞), esli r(s) vozrastaet, i Λ = (0, 1], esli r(s) ubyvaet na

poloßitel~noæ poluosi (moßet byt~, nestrogo). Vvedem sledu- ¸wie ograniqeniØ na funkci¸ r(s): +∞∫ 0 r ( s 1 + α ) s^αe^{−s} ds = 0, (9) +∞∫ 0 r^2 ( s 1 + α ) s^αe^{−s} ds < +∞, (10) i suwestvuet takoe poloßitel~noe μ_0, qto +∞∫ 0 s^α exp ( −s + μ_0r ( s 1 + α )) ds < +∞. (11) DlØ nevozrasta¸weæ funkcii r(s) predpoloßim takße, qto pri l¸bom μ ∈ (0, μ_0)

inf_{λ∈Λ} { (1 + α)(λ − 1) + ln +∞∫ 0 s^α exp ( −λs + μ_0r ( s 1 + α )) ds }

dostigaetsØ pri strogo poloßitel~nyh λ = λ(μ)

(12)

i qto suwestvuet takoe poloßitel~noe λ_0 < 1, qto +∞∫ 0 r^2 ( s 1 + α ) s^α exp(−λ_0s) ds < +∞. (13)

DlØ μ ∈ [0, μ_0), λ ∈ Λ opredelim funkci¸

ψ(μ, λ) = (λ−1)(1+α)+ln +∞∫ 0 s^α exp ( −λs+μr ( s 1 + α )) ds−ln Γ(1+α).

BOL^XIE UKLONENI˚ 257

Lemma 2. Esli vypolneno uslovie (11), to funkciØ ψ(μ, λ) koneq-

na pri μ ∈ [0, μ_0), λ ∈ Λ.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego dokaßem, qto ψ(μ, 1) koneqna

pri l¸bom μ ∈ [0, μ_0): 0 < +∞∫ 0 s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ds =

= ∫

{s: r (_s 1+α ) <0} s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ds+

+ ∫

{s: r (_s 1+α ) >0} s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ds 6

6^∫

{s: r (_s 1+α ) <0} s^α exp(−s)ds+

+ ∫

{s: r (_s 1+α ) >0} s^α exp ( −s + μ_0r ( s 1 + α )) ds < +∞.

DlØ proizvol~nogo λ ∈ Λ rassmotrim dva sluqaØ. 1. Pust~ r(s) – neubyva¸waØ funkciØ. Togda Λ = [1, +∞) i dlØ l¸bogo λ ∈ Λ 0 < +∞∫ 0 s^α exp ( −λs + μr ( s 1 + α )) ds 6

6

+∞∫ 0 s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ds < +∞. 2. Pust~ r(s) – nevozrasta¸waØ funkciØ. Togda 0 < +∞∫ 0 s^α exp ( −λs + μr ( s 1 + α )) ds =

258 A. V. QIRINA = 1∫ 0 s^α exp ( −λs + μr ( s 1 + α )) ds+

+ +∞∫ 1 s^α exp ( −λs + μr ( s 1 + α )) ds 6

6 e^{1−λ}

1∫ 0 s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ds+

+ +∞∫ 1 s^α exp ( −λs + μr ( 1 1 + α )) ds < +∞. Iz koneqnosti i poloßitel~nosti integralov sleduet koneqnost~ funkcii ψ(μ, λ). � Oqevidno,

ψ(μ, λ) = ln E exp ( μr ( X_1 1 + α ) + (λ − 1)(1 + α − X_1) ) , t.e. funkci¸ ψ(μ, λ) moßno rassmatrivat~ kak logarifm dvumernoæ proizvodØweæ funkcii momentov (p.f.m.) sluqaænogo vektora ( r ( X_1 1 + α ) , 1 + α − X_1 )

s argumentami (μ, λ−1), esli λ > 1, ili kak logarifm dvumernoæ p.f.m. sluqaænogo vektora ( r ( X_1 1 + α ) , X_1 − 1 − α )

s argumentami (μ, 1−λ), esli λ 6 1. Privedem bez dokazatel~stva nekotorye vaßnye svoæstva ψ(μ, λ).

Predloßenie 2. 1. ψ(μ, λ) nepreryvna na [0, μ0) × Λ (v graniqnyh

toqkah nepreryvnost~ odnostoronnØØ po sootvetstvu¸weæ peremennoæ).

2. ψ(0, λ) = (1 + α)(λ − 1 − ln λ); ψ(0, 1) = 0.

BOL^XIE UKLONENI˚ 259

3. Pri μ ∈ (0, μ_0), λ ∈ Λ \ {1} vse qistye i smexannye proizvodnye funkcii ψ(μ, λ) po μ i λ suwestvu¸t, nepreryvny i mogut byt~ poluqeny s pomow~¸ differencirovaniØ pod znakom integrala.

4. Suwestvu¸t pervye i vtorye qastnye proizvodnye v toqkah

(0, λ), gde λ ∈ Λ, λ > λ_0 dlØ ubyva¸weæ funkcii r(s) (pravostoronnie po μ) i v toqkah (μ, 1), gde μ ∈ [0, μ_0) (pravostoronnie po λ dlØ vozrasta¸weæ r(s) i levostoronnie dlØ ubyva¸weæ r(s)). �ti proizvodnye nepreryvny (sootvetstvenno, sprava ili sleva) i takße mogut byt~ vyqisleny s pomow~¸ differencirovaniØ pod znakom integrala. 5. ∂ψ ∂μ | | |_{(μ=0,λ=1)} = 0, ∂ψ ∂λ | | |_{(μ=0,λ=1)} = 0,

∂^2ψ ∂μ^2 | | | |_{(μ=0,λ=1)} = σ^2,

∂^2ψ ∂λ^2 | | | |_{(μ=0,λ=1)} = 1+ α,

∂^2ψ ∂λ ∂μ | | | |_{(μ=0,λ=1)} = −τ, gde σ^2 = Er^2 ( X_1 1 + α ) , τ = EX_1r ( X_1 1 + α ) . 6. FunkciØ ψ(μ, λ) strogo vypukla v (0, μ_0) × Λ \ {1}, t.e. imeet v fftoæ oblasti poloßitel~no opredelennu¸ matricu vtoryh proizvodnyh. Matricy odnostoronnih vtoryh proizvodnyh v toqkah (0, λ) i (μ, 1) takße poloßitel~no opredeleny. V qastnosti, σ^2(1 + α) − τ^2 > 0. DlØ μ ∈ [0, μ_0) opredelim funkci¸

φ(μ) = inf_{λ∈Λ} ψ(μ, λ). (14)

Sformuliruem i dokaßem osnovnoæ rezul~tat fftogo razdela.

Teorema 1. Pust~ X1, . . . , Xn, . . . – n.o.r.s.v., kaßdaØ iz kotoryh

imeet plotnost~ s^αe^{−s}/Γ(1+α), i pust~ monotonnaØ funkciØ r(s) udovletvorØet usloviØm (9)–(13). Togda dlØ l¸bogo μ ∈ [0, μ_0)

lim_{n→∞} n^{−1} ln E exp ( μ n∑ i=1 r ( X_i X )) = φ(μ), gde φ(μ) opredelØetsØ formuloæ (14).

Dokazatel~stvo. Sledu¸wie dve lemmy da¸t ocenki sverhu i

snizu.

260 A. V. QIRINA

Lemma 3. DlØ l¸bogo μ ∈ [0, μ0)

lim sup n→∞ n^{−1} ln E exp ( μ n∑ i=1 r ( X_i X ))

6 φ(μ).

Dokazatel~stvo. Rassußdaem tak ße, kak pri dokazatel~stve

lemmy 1. Pri l¸bom λ ∈ Λ verna cepoqka neravenstv:

ln E exp ( μ n∑ i=0 r ( X_i X ))

              6

6 ln E

( 1I_{{X∈Λ}} · exp μ n∑ i=0 r ( X_i X )) − ln P(X ∈ Λ) 6

6 ln E

( 1I_{{X∈Λ}} · exp μ n∑ i=0 r ( X_i λ )) − ln P(X ∈ Λ) 6

6 ln E exp

( μ n∑ i=0 r ( X_i λ )) − ln P(X ∈ Λ) =

= n ln E exp ( μr ( X_1 X )) − ln P(X ∈ Λ).

DlØ dokazatel~stva lemmy domnoßim pervu¸ i posledn¸¸ qasti neravenstva na n^{−1}, pereædem k predelu po n, vospol~zovavxis~ (7), i voz~mem infimum po λ ∈ Λ. �

Lemma 4. DlØ l¸bogo μ ∈ [0, μ0)

lim inf n→∞ n^{−1} ln E exp ( μ n∑ i=1 r ( X_i X ))

> φ(μ).

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem μ ∈ [0, μ0). Pust~ Z^{(μ)}_1 , . . . , Z^{(μ)}n

– nezavisimye sluqaænye veliqiny, kaßdaØ iz kotoryh imeet plotnost~

g_μ(s) = s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ·

· +∞∫ 0 s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) −1 ;

BOL^XIE UKLONENI˚ 261

pust~ Z^{(μ)}– ih vyboroqnoe srednee. Zametim, qto pri λ ∈ Λ

ψ(μ, λ) = ln E exp ( μr ( X_1 1 + α )) + + ln E exp ( (λ − 1)(1 + α − Z^{(μ)}_1 ) ) . (15)

Dalee,

E exp^(μ^{n∑}_{i=1} r^{(Xi}_X^{))} =

=E exp^(μ^{n∑}_{i=1}^(r^{( Z(μ)i}_{Z(μ)}^) − r^{( Z(μ)i}_{1 + α}^{)))}· ·E exp^(μ^{n∑}_{i=1} r^{( Xi}_{1 + α}^{))} =

=E exp^(μ^{n∑}_{i=1}^(r^{( Z(μ)i}_{Z(μ)}^) − r^{( Z(μ)i}_{1 + α}^{)))}· · ( E exp^(μr^{( X1}_{1 + α}^{)))n}.

Po neravenstvu Qebyxeva,

E exp ( μ n∑ i=1 ( r ( Z^{(μ)}_i Z^{(μ)} ) − r ( Z^{(μ)}_i 1 + α )))

                   >

> P

( r ( Z^{(μ)}_i Z^{(μ)} ) − r ( Z^{(μ)}_i 1 + α )

> 0

) . Iz monotonnosti r(s) i poloßitel~nosti Z^{(μ)}_i (i = 1, . . ., n) vytekaet P ( r ( Z^{(μ)}_i Z^{(μ)} ) − r ( Z^{(μ)}_i 1 + α )

> 0

)

> P^{(1 + α}_{Z(μ)} ∈ Λ^) .

Takim obrazom, pri l¸bom n ∈ N i pri l¸bom μ ∈ [0, μ_0)

n^{−1} ln E exp ( μ n∑ i=1 r ( X_i X ))

              >

> ln E exp^(μr^{( X1}_{1 + α}^{))} + n^{−1} ln P^{(1 + α}_{Z(μ)} ∈ Λ^) .

(16)

262 A. V. QIRINA

PravaØ qast~ (16) imeet predel, dlØ vyqisleniØ kotorogo moßno vospol~zovat~sØ teoremoæ Qernova [6]. Rassmotrim sluqai neubyva¸weæ i nevozrasta¸weæ r(s).

Esli r(s) – neubyva¸waØ funkciØ, to

lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( 1 + α Z^{(μ)} ∈ Λ ) = = lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( 1 + α − Z^{(μ)}_1 > 0 ) = = inf_ν¿_0 ln E exp ( ν ( 1 + α − Z^{(μ)}_1 ) ) . (17)

Posle zameny ν = λ − 1, kombiniruØ (15), (16) i (17), poluqim trebuemoe. DlØ nevozrasta¸weæ r(s) imeem

lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( 1 + α Z^{(μ)} ∈ Λ ) = = lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( Z^{(μ)} − (1 + α) > 0 ) = = inf_ν¿_0 ln E exp ( ν ( Z^{(μ)}_1 − (1 + α) )) = = inf_{1−λ}¿_0 ln E exp ( (1 − λ) ( Z^{(μ)}_1 − (1 + α) )) . Posledniæ infimum dostigaetsØ pri λ > 0. �to sleduet iz ravenstva (15), logarifmiqeskoæ vypuklosti po λ p.f.m.

E exp^((1 − λ)( Z^{(μ)}_1 − (1 + α))^) i usloviØ (12). Takim obrazom, i

v fftom sluqae utverßdenie lemmy verno. �

Iz lemm 3 i 4 vytekaet utverßdenie teoremy 1. �

3. Issledovanie funkcii φ(μ). Vyqislenie funkcii ukloneniæ

Lemma 5. Esli vypolneny usloviØ teoremy 1, to dlØ l¸bogo μ ∈

(0, μ_0) infimum v (14) dostigaetsØ pri nekotorom λ(μ), leßawem strogo vnutri intervala Λ, v to vremØ kak λ(0) = 1.

Dokazatel~stvo. Pri μ = 0 utverßdenie oqevidno. Pust~ μ ∈

(0, μ_0). Tak kak funkciØ ψ(μ, λ) strogo vypukla po λ, infimum

na l¸bom intervale dostigaetsØ v edinstvennoæ toqke (koneqnoæ

BOL^XIE UKLONENI˚ 263

ili beskoneqnoæ). Vospol~zuemsØ lemmoæ 2 i vyqislim proizvodnu¸ funkcii ψ(μ, λ) po λ v toqke (μ, 1). Imeem +∞∫ 0 s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ds · ∂ ∂λ ψ(μ, λ) | | | |_{(μ,1)} =

= +∞∫ 0 s^α(1 + α − s) exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ds =

= +∞∫ 0 ( s^{1+α} exp(−s) )_′ exp ( μr ( s 1 + α )) ds =

=s^{1+α} exp ( −s + μr ( s 1 + α )) | | | +∞ 0 −

− +∞∫ 0 s^{1+α} exp(−s)d exp μr ( s 1 + α ) =

= − +∞∫ 0 s^{1+α} exp(−s)d exp μr ( s 1 + α ) . ˚sno, qto posledniæ integral strogo poloßitelen, kogda r(s) – neubyva¸waØ funkciØ, i strogo otricatelen, kogda r(s) – nevozrasta¸waØ funkciØ. Pofftomu dlØ neubyva¸weæ r(s) ∂ ∂λ ψ(μ, λ) | | | |_{(μ,1)} < 0, a dlØ nevozrasta¸weæ r(s) ∂ ∂λ ψ(μ, λ) | | | |_{(μ,1)} > 0. Takim obrazom,

inf_{λ∈Λ} ψ(μ, λ) = inf_{λ∈}R_+ ψ(μ, λ) = inf_{λ∈Λ\{1}} ψ(μ, λ). (18)

DlØ nevozrasta¸weæ r(s) utverßdenie lemmy vytekaet iz (18) i usloviØ (12). DlØ neubyva¸weæ r(s) dokaßem, qto pri l¸bom

μ ∈ (0, μ_0) lim λ→+∞ ψ(μ, λ) = +∞ (19)

264 A. V. QIRINA

i, sledovatel~no, λ(μ) < +∞. Voz~mem kakoe-nibud~ poloßitel~- noe δ < 1 + α. +∞∫ 0 s^α exp ( −s + (λ − 1)(1 + α − s) + μr ( s 1 + α )) ds >

>

1+α−δ∫

0 s^α exp ( −s + (λ − 1)(1 + α − s) + μr ( s 1 + α )) ds >

>

1+α−δ∫

0 s^α exp ( −s + δ(λ − 1) + μr ( s 1 + α )) ds =

= 1+α−δ∫

0 s^α exp ( −s + μr ( s 1 + α )) ds · exp λδ −→_{λ→+∞} +∞, qto i trebovalos~ dokazat~. � Takim obrazom, imeem funkci¸ λ(μ) : [0, μ_0) → Λ, zadannu¸ uravneniem ∂ψ(μ, λ) ∂λ | | | |_{(μ, λ(μ))} = 0. (20)

Tak kak ∂^2ψ(μ, λ) ∂λ^2 > 0 (21)

pri vseh μ i λ, moßno vospol~zovat~sØ teoremoæ o neØvnoæ funkcii.

Lemma 6. FunkciØ λ(μ) v intervale (0, μ0) nepreryvna i imeet

vse proizvodnye. V nule funkciØ λ(μ) nepreryvna sprava i imeet pravostoronn¸¸ proizvodnu¸:

λ^′(0+) = τ 1 + α

. (22)

Dokazatel~stvo. Nepreryvnost~ i gladkost~ λ(μ) pri poloßi-

tel~nyh μ prØmo vytekaet iz predloßeniØ 2, neravenstva (21) i teoremy o neØvnoæ funkcii. DlØ dokazatel~stva nepreryvnosti

BOL^XIE UKLONENI˚ 265

i differenciruemosti v nule vyberem poloßitel~nu¸ shodØwu¸sØ k nul¸ posledovatel~nost~ {μ_l} takim obrazom, qtoby suwestvoval koneqnyæ ili beskoneqnyæ predel

λ^∗ = lim_{l→∞} λ(μ_l).

Ocenim φ(μ_l) ≡ ψ(μ_l, λ(μ_l)) sverhu. DlØ l¸bogo l φ(μ_l) < ψ(μ_l , 1). No po lemme 2, funkciØ ψ(μ, 1) nepreryvna sprava v nule. Pereædem k predelu:

lim sup l→∞ φ(μ_l) 6 lim_{l→∞} ψ(μ_l , 1) = ψ(0, 1) = 0. (23)

DlØ ocenki snizu rassmotrim tri sluqaØ. 1. r(s) ↑, λ(μ_l) −→_{l→∞} +∞. 2. r(s) ↓, λ(μ_l) −→_{l→∞} 0. 3. λ(μ_l) −→_{l→∞} λ^∗, 0 < λ^∗ < +∞. V pervom sluqae dlØ l¸boæ pary ε > 0, M > 0 suwestvuet takoe natural~noe L, qto dlØ l¸bogo l > L verny neravenstva

μ_l < ε, λ(μ_l) > M . Voz~mem takoe δ > 0, qto 1 + α − 2δ > 0. Imeem

ln +∞∫ 0 s^α exp ( −s + (λ(μ_l) − 1)(1 + α − s) + μ_lr ( s 1 + α )) ds >

> ln

1+α−δ ∫ 1+α−2δ s^α exp ( −s + (λ(μ_l) − 1)(1 + α − s) + μ_lr ( s 1 + α )) ds >

> δ(M − 1) + min^(0, εr^{( 1 + α − 2δ}_{1 + α}^{) )} + ln

1+α−δ∫

1+α−2δ s^α exp(−s)ds. Iz proizvol~nosti M i ε imeem φ(μ_l) −→_{l→∞} +∞, qto protivoreqit (23). Takim obrazom, pervyæ sluqaæ nevozmoßen.

Vo vtorom sluqae dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet takoe L ∈ N, qto dlØ l¸bogo l > L μ_l < ε i λ(μ_l) < ε. Pust~ s_0 takovo, qto dlØ

266 A. V. QIRINA

l¸bogo s > s_0 vypolneno r(s/(1 + α)) < 0. Vvedem v rassmotrenie funkci¸ q(s) = −s + r(s/(1 + α)). Tak kak q(s) strogo ubyvaet i stremitsØ k −∞ pri s → +∞ (kak summa dvuh ubyva¸wih funkciæ, odna iz kotoryh ubyvaet strogo i stremitsØ k −∞), suwestvuet obratnaØ k neæ funkciØ q^{−1}(t), priqem q^{−1}(t) −→_{t→−∞} +∞. Imeem ln +∞∫ 0 s^α exp ( −λ(μ_l)s + μ_lr ( s 1 + α )) ds >

> ln

+∞∫ s0 s^α exp ( −λ(μ_l )s + μ_lr ( s 1 + α )) ds > ln +∞∫ s0 s^α exp εq(s)ds >

> ln

q�1_{(−1/ε)} ∫ s0 s^α exp εq(s)ds > −1 + ln q�1_{(−1/ε)} ∫ s0 s^αds −→_{ε→0} +∞. Slagaemoe (λ−1)(1+α) v fftom sluqae ograniqeno i na rezul~tat ne vliØet. Takim obrazom, i vtoroæ sluqaæ vhodit v protivoreqie s (23) i, sledovatel~no, nevozmoßen.

Rassmotrim tretiæ sluqaæ. Tak kak ψ(μ, λ) nepreryvna,

lim_{l→∞} φ(μ_l) = lim_{l→∞} ψ(μ_l , λ(μ_l)) = ψ(0, λ^∗) = (1 + α)(λ^∗ − 1 − ln λ^∗) > 0.

�to neravenstvo ne protivoreqit (23) tol~ko v tom sluqae, kogda λ^∗ = 1.

Itak, my dokazali, qto λ(μ) −→_{μ→0+} 1, t.e. λ(μ) nepreryvna

sprava v nule. Ots¸da, a takße iz predloßeniØ 2, neravenstva (21) i teoremy o neØvnoæ funkcii vytekaet suwestvovanie pravostoronneæ proizvodnoæ v nule, kotoraØ opredelØetsØ formuloæ (22). �

Lemma 7. FunkciØ φ(μ) nepreryvna, strogo vypukla i imeet vse

proizvodnye vnutri (0, μ_0). V nule φ(μ) nepreryvna sprava i imeet pervu¸ i vtoru¸ pravostoronnie proizvodnye, priqem

φ(0+) = φ^′(0+) = 0, φ^{′′}(0+) = σ^2 − τ^2 1 + α .

BOL^XIE UKLONENI˚ 267

Dokazatel~stvo. Nepreryvnost~ i gladkost~ φ(μ) ≡ ψ(μ, λ(μ))

vyteka¸t iz nepreryvnosti i gladkosti ψ(μ, λ) i λ(μ). Vyqislim φ^′(μ) i φ^{′′}(μ), pol~zuØs~ teoremoæ o neØvnoæ funkcii i uqityvaØ (20) i (21).

φ^′(μ) = ( ∂ψ ∂μ + λ^′(μ) · ∂ψ ∂λ ) | | |_{(μ, λ(μ))} = ∂ψ ∂μ | | |_{(μ, λ(μ))}; φ^{′′}(μ) = ( ∂^2ψ ∂μ^2 + λ^′(μ) ·

∂^2ψ ∂λ∂μ ) | | |_{(μ, λ(μ))} =

= ( ∂^2ψ ∂μ^2 − ( ∂^2ψ ∂λ∂μ )_2 · ( ∂^2ψ ∂λ^2 )_{−1}) | | |_{(μ, λ(μ))} =

= ( ∂^2ψ ∂λ^2 )_{−1} · ( ∂^2ψ ∂μ^2 · ∂^2ψ ∂λ^2 − ( ∂^2ψ ∂λ∂μ )_2) | | |_{(μ, λ(μ))}. Teper~ φ^′(0) i φ^{′′}(0) moßno vyqislit~ po p. 5 predloßeniØ 2. Vypuklost~ sleduet iz p. 6 togo ße predloßeniØ. � Zametim, qto, poskol~ku φ^′(μ) vozrastaet i nepreryvna na

[0, μ_0), suwestvuet predel a_0 = lim φ^′(μ) pri μ → μ_0 (koneqnyæ

ili beskoneqnyæ), i dlØ l¸bogo a ∈ [0, a_0) suwestvuet takoe μ ∈

[0, μ_0), qto φ^′(μ) = a, t.e. suwestvuet gladkaØ funkciØ p(a) : [0, a_0) → [0, μ_0),obratnaØ k φ^′(μ), priqem p(0) = 0. Zametim, qto

k̃(a) ≡ inf_μ ¿0^{(−aμ + φ(μ)) = −ap(a) + φ(p(a)), ∀a ∈ [0, a0).} Legko videt~, qto k̃(0) = 0, k̃^′(0+) = −p(0) = 0 i k̃^{′′}(0+) = −1/φ^{′′}(0). Iz teoremy 1 i lemmy 7 sleduet, qto dlØ posledovatel~nosti statistik vida (1) pri Γ-raspredelennyh X_i, i = 1, 2, . . ., n, . . . vypolneny usloviØ predloßeniØ 1. Takim obrazom, verna

Teorema 2. Pust~ X1, . . . , Xn, . . . – n.o.r.s.v., kaßdaØ iz kotoryh

imeet plotnost~ s^αe^{−s}/Γ(1 + α), i pust~ monotonnaØ funkciØ r(s) udovletvorØ et usloviØm (9)–(13). Pust~ {T_n} – posledovatel~nost~ statistik vida (1), postroennaØ po sluqaænym veliqinam {X_i} i funkcii r(s). Opredelim a_0 kak vyxe. Togda dlØ l¸- bogo a ∈ [0, a_0) suwestvuet

k(a) ≡ lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) = inf_μ¿_0(−aμ + φ(μ)) ≡ k̃(a), (24)

268 A. V. QIRINA gde φ(μ) vyqislØetsØ po formule (14). Pri fftom k(a) nepreryvna na [0, μ_0) i lim a→0+ a^{−2}k(a) = − 1 + α 2(σ^2(1 + α) − τ^2)

, (25)

gde σ^2 i τ opredeleny kak v p. 5 predloßeniØ 2.

4. Sluqaæ ograniqennoæ funkcii r(s) Teorema 2 pozvolØet vyqislit~ funkci¸ ukloneniæ statistiki T_n v nekotoroæ okrestnosti nulØ. Odnako v nekotoryh sluqaØh (naprimer, pri vyqislenii bol~xih ukloneniæ statistiki tipa supremuma) neobhodimo umet~ vyqislØt~ znaqeniØ funkcii ukloneniæ na vseæ (ili poqti vseæ) poloßitel~noæ poluprØmoæ. V dannom razdele ffta zadaqa qastiqno rexaetsØ dlØ ograniqennoæ funkcii r(s).

Pust~ suwestvuet takoe ρ ∈ (0, +∞), qto dlØ ∀s > 0 |r(s)| < ρ. Togda spravedliva sledu¸waØ

Lemma 8. FunkciØ r(s) udovletvorØet usloviØm (10)–(13) pri l¸-

bom α > −1, priqem μ_0 moßno sqitat~ ravnym +∞.

Dokazatel~stvo. UsloviØ (10), (11) i (13), oqevidno, vypolne-

ny. Dokaßem (12).

Pust~ – nevozrasta¸waØ funkciØ, |r(s)| < ρ < +∞, μ > 0, 0 <

λ < 1. Togda +∞∫ 0 s^α exp ( −λs + μr ( s 1 + α )) ds > +∞∫ 0 s^α exp (−λs − μρ) ds = = e^{−μρ}Γ(1 + α)λ^{−(1+α)} −→_{λ→0+} +∞, qto i dokazyvaet (12).

�

V dal~neæxem budem sqitat~, qto vypolneno takße (9). Zametim, qto

φ^′(μ) = +∞∫ 0 s^α exp ( −λs + μr ( s 1 + α )) ds −1 ×

× +∞∫ 0 r ( s 1 + α ) s^α exp ( −λs + μr ( s 1 + α )) ds | | | |_{(μ, λ(μ))} 6 ρ, (26)

BOL^XIE UKLONENI˚ 269

pofftomu a_0 ≡ lim_{μ→+∞} φ^′(μ) 6 ρ. ˚sno, qto dlØ l¸bogo a >

a_0 inf_μ¿_0(−aμ + φ(μ)) = −∞.

No togda, po lemme 1, dlØ l¸bogo a > a_0

lim sup n→∞ n^{−1} ln P(T_n > a) 6 inf_μ¿_0(−aμ + φ(μ)) = −∞.

S drugoæ storony, po teoreme 2, pri 0 6 a < a_0

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) > −∞.

Lemma 9. Verny sledu¸wie implikacii.

1. lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) = −∞ ⇒ a > a_0;

2. lim inf_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) > −∞ ⇒ a 6 a_0;

3. a < a_0 ⇒ lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) > −∞;

4. a > a_0 ⇒ lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) = −∞.

Inymi slovami, funkcii k(a) i k̃(a) (prinima¸wie znaqeniØ v [−∞, 0]) sovpada¸t pri vseh a > 0, krome, moßet byt~, a = a_0.^2

V qastnosti, esli dlØ nekotorogo a pri vseh dostatoqno bol~xih n P(T_n > a) = 0, to a > a_0.

Sledu¸wie tri lemmy pozvolØ¸t naæti a_0 dlØ nekotoryh klassov monotonnyh ograniqennyh funkciæ r(s). V dokazatel~- stvah my budem ispol~zovat~ sledu¸wiæ izvestnyæ fakt:

Predloßenie 3. Esli n.o.r.s.v. X1, . . . , Xn ime¸t Γ(1 + α)-

raspredelenie, to vektor sluqaænyh veliqin (U_1, . . ., U_{n−1}) ≡ (X_1/X, . . ., X_{n−1}/X) imeet raspredelenie Dirihle s plotnost~¸ h(t_1, . . . , t_{n−1}) = Γ(n + nα) n^{nα+n−1}Γ^n(1 + α) n−1∏ i=1 t^α_i ( n − n−1∑ i=1 t_i )_α , sosredotoqennoe na simplekse

Δ_{n−1} = {(t_1, . . ., t_{n−1}) : n−1∑ i=1 t_i 6 n, t_i > 0, i = 1, . . ., n − 1}

2Povedenie k(a) pri a = a_0 i^~k(a_0) > �1 trebuet otdel~nogo issledovaniØ.

270 A. V. QIRINA

Lemma 10. Esli r(s) – ograniqennaØ nevozrasta¸waØ funkciØ, ne-

preryvnaØ sprava v nule, to a_0 = r(0).

Dokazatel~stvo. Tak kak r(s) ne vozrastaet, r(0) > r(s) dlØ l¸-

bogo s > 0, pofftomu dlØ l¸bogo n ∈ N T_n 6 r(0) i, sledovatel~no, po p. 1 lemmy 9 a_0 6 r(0). Po p. 2 toæ ße lemmy, qtoby poluqit~ protivopoloßnoe neravenstvo, dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo ε > 0 vypolneno asimptotiqeskoe neravenstvo

n^{−1} ln P ( 1 n n∑ i=1 U_i > r(0) − ε ) > C(ε) + o(1), n → ∞, gde C(ε) > −∞ i C(ε) zavisit ot ε, no ne ot n.

Voz~mem takoe δ > 0, qto r(δ) > r(0) − ε/2, i takoe N ∈ N, qto

ρ/N < ε/2. Togda dlØ l¸bogo n > N P(T_n > ε) > P((U_1, . . . , U_{n−1}) ∈ Q_{n−1}(δ)), gde Q_{n−1}(δ) – (n − 1)-mernyæ kub s rebrom δ: Q_{n−1}(δ) = {(t_1, . . ., t_{n−1}): 0 6 t_i 6 δ, i = 1, . . ., n − 1}; Q_{n−1}(δ) ⊂ Δ_{n−1} pri δ 6 1.

Ocenim

n^{−1} ln P((U_1, . . . , U_{n−1}) ∈ Q_{n−1}) =

= n^{−1} ln Γ(n + nα) n^{nα+n−1}Γ^n(1 + α) δ∫ 0 · · · δ∫ 0 t^α_1 . . . t^α_{n−1} ( n− n−1∑ i=1 t_i )_α dt_1 . . . dt_{n−1}. Iz formuly Stirlinga sleduet, qto

lim_{n→∞} n^{−1} ln Γ(n + nα) n^{nα+n−1}Γ^n(1 + α) = = (1 + α)(ln(1 + α) − 1) − ln Γ(1 + α) > −∞. (27)

Dalee, v kube Q_{n−1}(δ)n(1 − δ) 6 n −^{n−1} ∑ i=1 t_i 6 n, pofftomu pri α > 0 ( n −^{n−1} ∑ i=1 t_i )_α >

(n(1 − δ))^α, a pri α < 0 ( n −^{n−1} ∑ i=1 t_i )_α > n^α, priqem

lim n^{−1} ln(n(1 − δ))^α = limn^{−1} ln n^α = 0.

Nakonec, δ∫ 0 · · · δ∫ 0 t^α_1 . . . t^α_{n−1}dt_1 . . . dt_{n−1} = δ^{(n−1)(1+α)} (1 + α)^{n−1} .

BOL^XIE UKLONENI˚ 271

Takim obrazom,

n^{−1} ln P(T_n > r(0) − ε) > (1 + α)(ln(1 + α) − 1) − ln Γ(1 + α)+

+(1 + α) ln δ − ln(1 + α) + o(1), n → ∞,

qto i trebovalos~. � DlØ neubyva¸wih r(s) stol~ obwiæ rezul~tat poluqit~ ne udalos~. V dvuh sledu¸wih lemmah issledu¸tsØ qastnye sluqai, qasto vstreqa¸wiesØ v priloßeniØh.

Lemma 11. Esli r(s) – neubyva¸waØ, ograniqennaØ i vognutaØ

(vypuklaØ vverh) na R^+ funkciØ, to a_0 = r(1).

Dokazatel~stvo. Zametim, qto Tn est~ vypuklaØ kombinaciØ

r(U_i), i = 1, . . . , n , gde U_i ≡ X_i/X, i qto ∑_n i=1 U_i = n. Tak kak r(s) vognuta, imeem 1 n n∑ i=1 r(U_i) 6 r (_n ∑ i=1 U_i n ) = r(1)

i, sledovatel~no, a_0 6 r(1). Dokaßem, qto dlØ l¸bogo ε > 0

n^{−1} ln P ( 1 n n∑ i=1 U_i > r(1) − ε ) > C(ε) + o(1), n → ∞. Voz~mem δ > 0 : r(δ) > r(1) − ε/2 i N ∈ N : ρ/N < ε/2. Pri n > N P(Tn > r(1) − ε) > P((U1, . . . , Un−1) ∈ Qn−1(1 − δ, 1)), gde Q_{n−1}(1−δ, 1) = {(t_1, . . . , t_{n−1}) : 1−δ 6 t_i 6 1, i = 1, . . ., n−1} ⊂ Δ_{n−1} pri δ 6 1. Ocenim P((U1, . . . , Un−1) ∈ Qn−1(1 − δ, 1)) = n^{−1} ln Γ(n + nα) n^{nα+n−1}Γ^n(1 + α) 1∫ 1−δ · · · 1∫ 1−δ t^α_1 . . . t^α_{n−1} ( n− n−1∑ i=1 t_i )_α dt_1 . . . dt_{n−1}, podobno predyduwemu sluqa¸.

V kube

Q_{n−1}(1 − δ, 1) 1 6 n − n−1∑ i=1 t_i 6 n

272 A. V. QIRINA

pofftomu pri α > 0 (n −^{n−1} ∑ i=1 t_i)^α > 1, a pri α < 0 (n −^{n−1} ∑ i=1 t_i)^α > n^α.

Dalee, 1∫ 1−δ · · · 1∫ 1−δ t^α_1 . . . t^α_{n−1}dt_1 . . . dt_{n−1} = ( 1 − (1 − δ)^{1+α} 1 + α )_{n−1} . KombiniruØ poluqennye ocenki s (27), poluqim trebuemoe. �

Zameqanie 1. V obeih lemmah ocenku sverhu dlØ a0 moßno po-

luqit~, ne privlekaØ veroØtnostnye soobraßeniØ, kak ocenku qastnogo integralov v formule (26) (v lemme 11 – s pomow~¸ neravenstva `ensena). Poluqit~ nißn¸¸ ocenku qisto analitiqeskimi metodami avtoru ne udalos~.

Lemma 12. Esli r(s) = 1I{s>x} − (1 − Fα(x(1 + α))), gde x > 0, a

F_α(x) – funkciØ raspredeleniØ, sootvetstvu¸waØ Γ(1 + α)-zakonu, to a_0 = min(1/x, 1) − F_α(x(1 + α)).

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto Tn 6 1 s veroØtnost~¸ 1. Pust~ 0 <

a < 1. Sobytie {n^{−1} ∑ 1I_{{Ui>x}} > a} proishodit togda i tol~ko

togda, kogda dlØ ne menee qem [na] + 1 sluqaænyh veliqin U_i vypolnØetsØ neravenstvo U_i > x. Rassmotrim dva sluqaØ.

Pri x < 1 dlØ l¸bogo ε > 0 pri vseh n > 1/ε P(n^{−1 n∑}_{i=1} 1I{U_i>x} > 1 − ε) > P(Ui > x, i = 1, . . . , n − 1) >

> P(1 > Ui > x, i = 1, . . ., n − 1) =

= Γ(n + nα) n^{nα+n−1}Γ^n(1 + α) ( 1 − x^{1+α} 1 + α )_{n−1} . LogarifmiruØ, umnoßaØ na n^{−1} i podstavlØØ ocenku (27), poluqim trebuemoe.

Esli x > 1, to neravenstvo U_i > x moßet vypolnØt~sØ dlØ ne bolee qem m ≡ [n/x] sluqaænyh veliqin U_i, t.k. vse U_i neotricatel~ny i ih summa ravna n. Ots¸da srazu sleduet ocenka sverhu:

F_α(x(1 + α)) + a_0 6 n^{−1}[n/x] 6 1/x. Voz~mem l¸boe ε ∈ (0, 1/x),

l¸boe δ ∈ (0, 1), i pust~ m_ε = [n(1/x − ε)] + 1. DlØ dostatoqno bol~xih n 1 < m_ε < n − 1. Rassmotrim kub Q_{n−1}(εδ, m_ε) = {(t_1, . . . , t_{n−1}) : x < t_i < x + δε, 1 6 i 6 m_ε;

BOL^XIE UKLONENI˚ 273 0 < t_i < εδ, m_ε + 1 6 i 6 n − 1}. ˚sno, qto P(n^{−1 n∑}_{i=1} 1I{U_i>x} > 1/x − ε) > ≥ P((U1, . . . , Un−1) ∈ Qn−1(εδ, mε)). (28) Proverim, qto Q_{n−1}(εδ, m_ε) ⊂ Δ_{n−1}: dlØ vseh (t_1, . . . , t_n) ∈

Q_{n−1}(εδ, m_ε) verno n−1∑ i=1 t_i 6 m_ε(x + δε) + (n − 1 − m_ε)δε 6

6^(n^{( 1}_x − ε^) + 1^) (x + δε) +^(n^(1 −^1_x + ε^) − 1^) δε =

= n(1 − ε(x − δ)) + x < n pri dostatoqno bol~xih n, priqem n > n − n−1∑ i=1 t_i > 1 pri bol~xih n. (29)

Ocenim ∫ · · · ∫ Q_n�1(δε, m_ε ) t^α_1 . . . t^α_{n−1}dt_1 . . . dt_{n−1} =

= x+δε∫

x · · · x+δε∫

x m_ε

δε∫ 0 · · · δε∫ 0 n−1−m_ε t^α_1 . . . t^α_{n−1}dt_1 . . . dt_{n−1} =

= ((x + δε)^{1+α} − x^{1+α})^{mε} (δε)^{(n−1−mε)(1+α)} (1 + α)^{n−1} =

= ( min((x + δε)^{1+α} − x^{1+α}, (δε)^{1+α}) 1 + α )_{n−1} . (30) KombiniruØ ocenki (27)–(30), poluqim trebuemoe. �

274 A. V. QIRINA

5. Primery. SvØz~ s ravnomernym raspredeleniem My opuskaem b&ol~xu¸ qast~ vyqisleniæ i privodim lix~ okonqatel~nye rezul~taty.

1. V [8] i [14] dlØ proverki prinadleßnosti k Γ(1 + α)-zakonu

pri fiksirovannom α (v qastnosti, dlØ proverki ffksponencial~nosti) postroeny optimal~nye svobodnye ot parametra masxtaba kriterii, osnovannye na statistikah vida (1) s r_±(s) =

±(ln s + ln(1 + α) − Γ^′(1 + α)/Γ(1 + α)) (t.n. statistiki Morana).

Sluqaæ α = 0 izuqalsØ v [3], gde funkciØ φ(μ) byla postroena s pomow~¸ formuly Stirlinga. V obwem sluqae udobnee vospol~zovat~sØ teoremoæ 2. DlØ r_+(s) imeem

ψ(μ, λ) = (λ − 1)(1 + α) − (1 + α + μ) ln λ+ + Γ(1 + α + μ) Γ(1 + α) − μ Γ^′(1 + α) Γ(1 + α) . Infimum dostigaetsØ pri λ(μ) =^{1+α+μ}_{1+α} i raven φ(μ) = μ ( 1 + ln(1+α) −

Γ^′(1+α) Γ(1+α) ) + ln

Γ(1+α+μ) Γ(1+α) − −(1 + α + μ) ln(1 + α + μ) + (1 + α) ln(1 + α).

FunkciØ ukloneniæ v fftom sluqae analitiqna v okrestnosti nulØ i ravna

k(a) = inf_μ¿_0(−aμ + φ(μ)) = −

1 + α 2(σ^2(1 + α) − τ^2) a^2(1 + o(1)), a → 0, gde σ^2 =

Γ^{′′}(1 + α) Γ(1 + α) − ( Γ^′(1 + α) Γ(1 + α)

)_2

, τ = 1 + (1 + α) ln(1 + α).

Pol~zuØs~ svoæstvami gamma-funkcii i ee proizvodnoæ, moßno dokazat~, qto k(a) koneqna togda i tol~ko togda, kogda

a < ln(1 + α) −

Γ^′(1 + α) Γ(1 + α) . DlØ r_−(s) verna ta ße asimptotika k(a) v nule.

BOL^XIE UKLONENI˚ 275

2. r(s) = (2+α)/(1+α)−s^2. V qastnosti, pri α = 0 poluqim krite-

riæ, osnovannyæ na harakterizacii ffksponencial~nogo raspredeleniØ v klasse raspredeleniæ s vozrasta¸weæ intensivnost~¸ otkazov ravenstvom srednego i dispersii (sm., naprimer, [1]). ψ(μ, λ) = μ 2 + α 1 + α

+ ln E exp ( (1 − X)(λ − 1 − α) − μ ( X 1 + α

)_2) , priqem pri l¸bom μ > 0 i pri l¸bom λ < 1 (v tom qisle i pri

λ < 0) funkciØ ψ(μ, λ) koneqna, pofftomu uslovie (12) trebuet

proverki. Vypolnenie fftogo usloviØ ravnosil~no suwestvovani¸ takogo μ_0 > 0, qto dlØ l¸bogo poloßitel~nogo μ < μ_0 ∂ψ(μ, λ) ∂λ | | |_{(μ, 0)} < 0,

a ffto neravenstvo, v svo¸ oqered~, ravnosil~no neravenstvu μ < μ_0 ≡ ( Γ ( 1 +^α_2 ) Γ (_{1+α} 2 ) )_2 . Moßno dokazat~, qto

a_0 = lim_{μ→μ0−} φ^′(μ) =

= lim μ→μ0−, λ→0+ ∂ψ ∂μ = 2 + α 1 + α

− (1 + α) ( Γ (_{1+α} 2 ) Γ ( 1 +^α_2 ) )_2

. (31)

V qastnosti, pri ffksponencial~nosti (α = 0) imeem μ_0 = 1/π i a_0 = 2 − π/2. Takim obrazom, teorema 2 pozvolØet dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

DlØ l¸bogo poloßitel~nogo a < a_0, gde a_0 opredeleno formuloæ (31),

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) ≡ k(a) =

= inf μ>0, 0<λ<1 { − aμ + μ 2 + α 1 + α +

+ ln E exp ( (1 − X)(λ − 1 − α) − μ ( X 1 + α )_2) } ,

276 A. V. QIRINA

pri fftom lim a→0+ a^{−2}k(a) = − (1 + α)^3 4(2 + α) . ˚sno, qto pri a >^{2+α}_{1+α} vypolneno P(T_n > a) = 0 i, sledovatel~no, k(a) = −∞. Teorema 2 ne pozvolØet sudit~ o znaqeniØh (i daße o suwestvovanii) funkcii ukloneniæ dlØ a ∈ [a_0,^{2+α}_{1+α} ).

Iz teoremy 1.1. v [13] vytekaet bolee sil~noe utverßdenie: dlØ l¸bogo a > 0, a <^{2+α}_{1+α}

lim_{n→∞} n^{−1}P(T_n > a) = sup_c

¿0^{inft}¿^{0 ln} E^{exp} ( t ( cX −b(X^2 +c^2) 2 )) ,

gde b = (√ 2+α 1+α − a )_{−1} . Asimptotika funkcii ukloneniæ v nule v nastoØweæ stat~e vyqislena vpervye. Moßno dokazat~, qto pri α = 0 statistika T_n ØvlØetsØ LAO po Bahaduru dlØ proverki ffksponencial~nosti protiv al~ternativ s lineænoæ intensivnost~¸ otkazov.

3. Pust~ Xi ime¸t ffksponencial~noe raspredelenie, t.e. α = 0.

Pust~ r_±(s, x) = ±(1I_{{s>x}} − e^{−x}), gde x > 0. Rassmotrim statistiki

T^±_n (x) = 1 n n∑ i=1 r_± ( X_i X , x ) . VyqislØØ ψ_±(μ, λ, x), po teoreme 2 i lemmam 10 i 12 poluqaem

k_+(a, x) ≡ lim_{n→∞} n^{−1}P(T^+_n > a) = inf_{μ>0, λ>1}{−μ(a + e^{−x}) + λ − 1 − ln λ−

−λx + ln(e^μ + e^{λx} − 1)}, 0 < a < min(1, 1/x) (32) i k_−(a, x) ≡ lim_{n→∞} n^{−1}P(T^−_n > a) = inf_{μ>0, 0<λ<1}{−μ(a−e^{−x})+λ−1−ln λ− −λx + ln(e^{−μ} + e^{λx} − 1)}, 0 < a < 1. (33)

Pri fftom lim a→0+ a^{−2}k_±(a, x) = −(2e^{−2x}(e^x − x^2 − 1))^{−1}. (34)

BOL^XIE UKLONENI˚ 277

V [7] vvoditsØ svobodnaØ ot parametra statistika dlØ proverki ffksponencial~nosti (t.n. statistika Lil~eforsa), kotoraØ moßet byt~ predstavlena v vide

T_n = sup_x

¿0^{|T} + n (x)|. Ispol~zuØ (32)–(34), avtoru udalos~ vyqislit~ bol~xie ukloneniØ i znaqeniØ bahadurovskoæ ffffektivnosti dlØ statistiki Lil~eforsa. �ti rezul~taty seæqas gotovØtsØ k peqati. Zdes~ my privedem bez dokazatel~stva sledu¸wee utverßdenie.

DlØ dostatoqno malyh a > 0

k(a) ≡ lim_{n=→∞} n^{−1} ln P(T_n > a) = max ( sup_x

¿0^{k+(a, x), sup}x¿0^{k−(a, x)} ) , gde funkcii k_+(a, x) i k_−(a, x) vyqislØ¸tsØ po formulam (32) i (33). Pri fftom funkciØ k(a) nepreryvna v okrestnosti nulØ i imeet v nule asimptotiku k(a) = − ( 2 sup_x ¿0 ( e^{−2x} ( e^x − x^2 − 1 )) )_{−1} a^2(1 + o(1)), a → 0 + .

4. Pust~ snova α = 0 i pust~ r±(s) = ±(1/2 − e^{−s}). Po teoreme 2

i lemmam 10 i 11, imeem

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T^±_n > a) = −24a^2(1 + o(1)), a → 0 + .

Moßno dokazat~, qto ffti statistiki, a takße dvustoronnØØ statistika T_n = |T^+_n | = max(T^+_n , T^−_n ), kak i statistika Dßini [9], ØvlØ¸tsØ LAO po Bahaduru dlØ al~ternativy Makegama (odnostoronnie statistiki – sootvetstvenno, dlØ al~ternativ s poloßitel~nym ili otricatel~nym parametrom).

5. Pust~ Z1, . . ., Zn−1 – n.o.r.s.v., P(0 ≤ Zj ≤ 1) = 1, j = 1, . . . , n.

Pust~ 0 = Z_{(0)} ≤ Z_{(1)} ≤ . . . ≤ Z_{(n−1)} ≤ Z_{(n)} = 1 – sootvetstvu¸wie porØdkovye statistiki, a Y_j = Z_{(j)} − Z_{(j−1)}, j = 1, . . . , n – speæsingi. Izvestno, qto raspredelenie sluqaænogo vektora {nY_j }^n_{j=1} pri Z_j , ravnomerno raspredelennyh na [0, 1], sovpadaet s raspredeleniem sluqaænogo vektora {X_j /X}^n_{j=1}, gde X_j – nezavisimye sluqaænye veliqiny, ime¸wie odno i to ße ffksponencial~noe

278 A. V. QIRINA

raspredelenie. V [12] predlaga¸tsØ statistiki L_n dlØ proverki ravnomernosti na [0, 1]:

L_n = n^{−1} n∑ j=1 r(nY_j ). Teorema 2 pozvolØet vyqislØt~ bol~xie ukloneniØ statistik

L_n s monotonnoæ funkcieæ r(s), udovletvorØ¸weæ usloviØm (9)–

(13) pri α = 0. V qastnosti, rassmotrim r_1(s) = ln s + C; r_2(s) =

2 − s^2; r_3(s) = |s − 1| − 2e^{−1}. PoslednØØ funkciØ ne monotonna, no,

po (2), ee moßno zamenit~ monotonnoæ (i daße ograniqennoæ)

|s − 1| − (s − 1) − 2e^{−1}. My privedem zdes~ lix~ kofffficienty pri a^2 v nule dlØ sootvetstvu¸wih funkciæ ukloneniæ

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_{1,n} > a) = − ( 2 ( π^2 6 − 1 ))_{−1} a^2(1 + o(1)), a → 0+;

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_{2,n} > a) = − 1 8 a^2(1 + o(1)), a → 0+;

lim_{n→∞} n^{−1} ln P(T_{3,n} > a) = − e^2 8(2e − 5) a^2(1 + o(1)), a → 0 + .

Podobnym ße obrazom moßno vyqislØt~ bol~xie ukloneniØ simmetriqnyh statistik, osnovannyh na t.n. neperekryva¸wihsØ (non-overlapping) speæsingah vysxih porØdkov. V [16] takaØ zadaqa rexena dlØ sluqaØ, kogda porØdok speæsingov stremitsØ k beskoneqnosti vmeste s ob¨emom vyborki. Teorema 2 pozvolØet nahodit~ bol~xie ukloneniØ v sluqae, kogda porØdok speæsingov fiksirovan.

Literatura

1. T. A. Azlarov, N. A. Volodin, Harakterizacionnye zadaqi, svØzannye s pokazatel~nym raspredeleniem. Izd-vo Fan Uzb. SSR (1982).

2. R. Barlou, F. Proxan, MatematiqeskaØ teoriØ nadeßnosti. “Sovetskoe radio”, M. (1969).

3. A. V. Qirina, AsimptotiqeskaØ ffffektivnost~ i lokal~naØ optimal~- nost~ po Bahaduru kriteriØ ffksponencial~nosti, osnovannogo na statistike Morana. Zap. nauqn. semin. POMI, 294, 245–259 (2002).

4. R. R Bahadur, Some limit theorem in statistics. SIAM, Philadelphia (1971). 5. L. Baringhaus, and N. Henze, Tests of fit for exponentiality based on a characterization via the mean residual life function. Statistical Papers, 41, 225–236 (2000).

BOL^XIE UKLONENI˚ 279

6. H. Chernoff, A measure of asymptotic efficiency for tests of a hypothesis based on sums of observations. Ann. Math. Stat., 23, No. 4, 493–507 (1952).

7. H. Liliefors, On the Kolmogorov–Smirnov test for the exponential distribution with mean unknown. J. Amer. Stat. Ass., 64, 387–389 (1969).

8. P. Moran, The random division of an interval. II. J. Royal Stat. Soc., Ser. B, 13, No. 1, 147–150 (1951).

9. Ya. Yu. Nikitin, A. V. Tchirina, Bahadur efficiency and local optimality of a test for the exponential distribution based on the Gini statistic. J. Ital. Stat. Soc., 5, No. 1, 163–175 (1996).

10. D. Plachky, J. Steinebach, A theorem about probabilities of large deviations with an application to queuing theory. Periodica Mathematica Hungarica, 6, No. 4, 343–345 (1975).

11. R. H. Randles, On the asymptotic normality of statistics with estimated parameters. Ann. Stat., 10, No. 2, 462–474 (1982).

12. J. Sethuraman, J. S. Rao, Pitman efficiencies of tests based on spacings. Non-

parametric Techniques in Statistical Inference, Cambridge Univ. Press, Cambridge (1970), pp. 405–416.

13. Q.-M. Shao, Self-normalized large deviations Ann. Probab., 25, 285–328 (1997). 14 G. R. Shorack, The best test of exponentiality against gamma alternatives. J.

Am. Stat. Ass., 67, No. 337, 213–214 (1972).

15. M. A. Stephens, On the W test for exponentiality with origin known. Techno-

metrics, 20, 33–35 (1978).

16. X. Zhou, and S. R. Jammalamadaka, Bahadur efficiencies of spacings tests for goodness of fit. Ann. Inst. Stat. Math., 41, No. 3, 541–553 (1989).

Tchirina A. V. Large deviations for a class of scale-free statistics under Gamma distribution.

We study large deviations for sums of functions from Gammadistributed random values normalized by their sample mean. In particular, large deviations are worked out for several well-known scale-free exponentiality tests such as Moran test and Liliefors test. We also obtain some new results concerning a class of goodness-of-fit tests for the uniform distribution based on spacings.

Postupilo 29 sentØbrØ 2003 g.

SPbG�TU “L�TI”

email:antch@mail.ru