Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

A. M. Gurin

ODNO SVO`STVO INDUCIROVANNOGO UPAKOVKO` KOMPAKTNYH TEL NORMAL^NOGO RAZBIENI˚ PROSTRANSTVA NA MNOGOGRANNIKI

Vvedenie

V 18-æ probleme Gil~berta [1] est~ sledu¸wee predloßenie: “kak moßno bolee plotnym obrazom raspoloßit~ v prostranstve beskoneqnoe mnoßestvo odinakovyh tel zadannoæ formy, naprimer, xarov zadannogo radiusa ili pravil~nyh tetraffdrov s dannym rebrom (ili v predpisannom poloßenii), t.e. raspoloßit~ tak, qtoby otnoxenie zapolnennoæ qasti prostranstva k nezapolnennoæ bylo po vozmoßnosti naibol~xim”. Pereqen~ razmernosteæ evklidovyh prostranstv, gde problema Gil~berta polnost~¸ rexena ili naædena maksimal~naØ plotnost~ zapolneniØ prostranstva ravnymi xarami v vide rexetqatoæ upakovki, priveden v [2].

§1. Nepopolnimye upakovki kompaktnyh tel

Razmestim v n-mernom evklidovom prostranstve R^n kompaktnye tela {B_i} tak, qtoby nikakie dva tela ne imeli obwih vnutrennih toqek. Poluqennoe zapolnenie prostranstva nazovem ego upakovkoæ.

Pust~ diametry tel iz upakovki B = {B_i} ravnomerno ograniqeny sverhu, a ih ob~emy – otdeleny ot nulØ:

diam(B_i) 6 d, Vol(B_i) ¿ V.

Nazovem upakovku B_0-nepopolnimoæ (ili prosto nepopolnimoæ), esli ee nel~zØ popolnit~ nikakim translØtom nekotorogo tela B_0. (Naprimer, esli B_0 ∈ B, upakovka nepopolnima, esli ee nel~zØ popolnit~ ni odnim telom iz upakovki.)

IssledovaniØ, opisannye v dannoæ publikacii, okazalis~ vozmoßnymi qastiqno blagodarØ Grantu No. U22000 Meßdunarodnogo Nauqnogo Fonda. 38

ODNO SVO`STVO 39

Nepopolnimymi upakovkami mogut byt~ upakovki povtorØ- ¸wihsØ tel iz koneqnogo nabora kompaktnyh tel. Naprimer, plotneæxaØ upakovka ravnyh xarov. No plotnost~ nepopolnimoæ upakovki skoree vsego budet men~xe plotnosti plotneæxeæ upakovki, poluqennoæ iz togo ße nabora kompaktnyh tel, qto i nepopolnimaØ upakovka.

§2. Inducirovannoe razbienie prostranstva

Budem govorit~, qto razbienie prostranstva na mnogogrannye oblasti inducirovano nepopolnimoæ upakovkoæ B, esli ffto – razbienie na oblasti Voronogo–Dirihle D_i, associirovannoe s sistemoæ toqek {x_i}, vybrannyh v telah B_i iz B: x_i ∈ B_i. Napomnim, qto oblasti Voronogo–Dirihle predstavlØ¸t soboæ vypuklye mnogogranniki, prilega¸wie drug k drugu po celym granØm: D_i = {x ∈ R^n : |x x_i| 6 |x x_j|, ∀j ∈ N} = ⋂ j≠i U (x_i, x_j), gde U (x_i, x_j) – zamknutoe poluprostranstvo, zadannoe usloviem U (x_i, x_j) := {x ∈ R^n : |x x_i| 6 |x x_j|}. Struktura inducirovannogo razbieniØ voobwe govorØ zavisit ot sposoba vybora otmeqennyh toqek v telah upakovki.

§3. Ocenka qisla graneæ u oblasteæ Voronogo–Dirihle

Budem govorit~, qto dva vypuklyh mnogogrannika kombinatorno ffkvivalentny, esli meßdu mnoßestvami ih graneæ (vseh razmernosteæ, vkl¸qaØ verxiny i rebra) suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie, sohranØ¸wee otnoxenie incidentnosti graneæ. Oqevidno, qto mnogogranniki kombinatorno ffkvivalentny togda i tol~ko togda, kogda meßdu mnoßestvami ih verxin suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie, perevodØwee nabory verxin, prinadleßawih odnoæ grani, takße v nabory verxin, prinadleßawih odnoæ grani.

V [3] byla anonsirovana

Teorema. L¸boe inducirovannoe razbienie n-mernogo evklido-

va prostranstva, zanØtogo nepopolnimoæ upakovkoæ kompaktnyh

40 A. M. GURIN

tel B_i, soderßit lix~ koneqnoe qislo kombinatorno razliqnyh oblasteæ Voronogo–Dirihle.

Dokazatel~stvo. 1) ∃R > 0 ∀x ∈ R^n ∃i: Bi ⊂ BR(x). (Qerez BR(x)

oboznaqaetsØ xar radiusom R s centrom v toqke x.) Dostatoqno poloßit~ R := R_J (d_0) + d = √ n 2(n + 1) d_0 + d,

gde R_J (d_0) – radius xara ınga, v kotoryæ pomewaetsØ vsØkoe telo diametra d_0. (Vmesto R_J (d_0) moßno vzØt~ radius minimal~- nogo xara, soderßawego telo B_0. Esli B_0 – odno iz tel upakovki B, to d_0 6 d i R < d(1 +^{√2}_2 ).)

2) ∀x ∈ R^n: B_R(x) ∩ {x_i}^∞_{i=1} ≠ ⊥. 3) ⋃_∞ i=1 B_R(x_i) = R^n.

4) D_i ⊂ B_R(x_i). 5) D_i = ⋂ x_j ∈B2_R (x_i) U (x_i, x_j). 6) x_j ∈ B_{2R}(x_i) =⇒ B_j ⊂ B_{2R+d}(x_i). 7) α_{n−1}(D_i) 6

Vol B_{2R+d} V < Vol B_{(3+}^√_{2)d} V , gde α_{n−1}(D_i) – koliqestvo (n − 1)-mernyh graneæ mnogogrannika D_i. (Poslednee neravenstvo spravedlivo pri tom predpoloßenii, qto B_0 – odno iz tel upakovki B.)

8) Poskol~ku koliqestvo graneæ starxeæ razmernosti u mnogogrannikov D_i ograniqeno, to ograniqeny i koliqestva graneæ ostal~nyh razmernosteæ, i, oqevidno, koliqestvo kombinatornyh tipov mnogogrannikov D_i takße ograniqeno.

Teorema dokazana. •

Zakl¸qenie

UsloviØm, prinØtym zdes~, kotorym udovletvorØ¸t tela nepopolnimoæ upakovki B, udovletvorØ¸t takße i sfery rmaloe toqeqnoæ sistemy Delone–Aleksandrova [4]. Analogom trebovaniØ nepopolnimosti v usloviØh sistemy toqek Delone– Aleksandrova ØvlØetsØ trebovanie na R-bol~xoe. Sledovatel~- no, analogiqnaØ teorema spravedliva dlØ oblasteæ Voronogo– Dirihle, postroennyh v sisteme toqek Delone–Aleksandrova.

ODNO SVO`STVO 41

UsloviØ nepopolnimosti i R-bol~xoe ØvlØ¸tsØ neobhodimymi i dostatoqnymi, tak kak pri otsutstvii fftih trebovaniæ vozmoßno postroit~ mnogogrannik tipa mnogogrannika A. A. Borisenko [5] s l¸bym napered zadannym qislom graneæ.

Blagodarnost~. Avtor blagodarit V. A. Zalgallera, V. V. Ma-

keeva, A. I. MedØnika i N. ı. Necvetaeva za poleznye zameqaniØ v hode podgotovki rukopisi stat~i k peqati. Termin “nepopolnimye” upakovki predloßil V. A. Zalgaller.

Literatura

1. D. Hilbert, Gesammelte Abhandlungen, Vol. 3. 1935, pp. 290–329.

2. Dß. Konveæ, N. Sloffn, Upakovki xarov, rexetki i gruppy. T. 1, M., Mir, 1990.

3. A. M. Gurin, Svoæstva plotnyh upakovok vypuklyh tel v Rn i na sfere.

— V kn.: VserossiæskaØ xkola-kollokvium po stohastiqeskim metodam geometrii i analiza. M, Nauq. izd. TVP, 1994, s. 31–32.

4. B. N. Delone, N. N. Padurov, A. D. Aleksandrov, Matematiqeskie osnovy strukturnogo analiza kristallov i opredelenie osnovnogo parallelepipeda povtorØemosti pri pomowi rentgenovskih luqeæ. GTTI, 1934.

5. A. A. Borisenko, O sferiqeskom izobraßenii kratqaæxeæ na vypukloæ poverhnosti. — Ukr. geom. sb. 10 (1970), 11–12.

Gurin A. M. A property of the normal subdivision of space into polyhedra induced by a packing of compact bodies.

The notion of densest packing of compact bodies, as introduced by Hilbert, is generalized to the notion of noncompletable packing of compact bodies. The bodies in the packing are equipped by marked points. Conditions on the arrangement of the marked points in the packing generalize those for the Delone–Aleksandrov point system. It is proved that in the Euclidean n-space the number of combinatorially distinct Voronoi– Dirichlet regions corresponding to the marked points is finite.

Postupilo 23 i¸lØ 2001 g. Fiziko-tehniqeskiæ institut nizkih temperatur im. B. I. Verkina E-mail: gurin@ilt.kharkov.ua