Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

ı. G. Dutkeviq

O POLNOM VERHNEM UGLE VOKRUG TOQKI NA PLOSKOSTI MINKOVSKOGO

PosvØwaetsØ V. A. Zalgalleru

A. D. Aleksandrov [1–3] opredelil v dvumernom metriqeskom prostranstve verhniæ ugol i sektor meßdu dvumØ krivymi, verhniæ ugol sektora, a takße polnyæ verhniæ ugol vokrug toqki.

V nastoØweæ rabote izuqaetsØ vopros o zavisimosti veliqiny polnogo verhnego ugla vokrug toqki na ploskosti Minkovskogo ot formy “ediniqnoæ okrußnosti” – central~no-simmetriqnoæ vypukloæ krivoæ Φ, opredelØ¸weæ metriku Minkovskogo ρ_Φ.

Qastiqno rezul~taty raboty byli anonsirovany v [4].

§1. Svoæstva polnogo verhnego ugla v metrike Minkovskogo ρΦ

Verhniæ ugol meßdu krivymi L i M , vyhodØwimi iz toqki O, v dvumernom metriqeskom prostranstve s metrikoæ ρ opredelØetsØ tak: berutsØ toqki X ∈ L r {O}, Y ∈ M r {O} i na evklidovoæ ploskosti rassmatrivaetsØ treugol~nik ABC so storonami AB = ρ(O, X), AC = ρ(O, Y ), BC = ρ(X, Y ). Poloßim γ(X, Y ) := ∠BAC. Verhnim uglom meßdu L i M v toqke O nazyvaetsØ verhniæ predel α(L, M ) := lim_{X,Y →O}γ(X, Y ). 1.0. Pust~ na evklidovoæ ploskosti vvedena dekartova sistema

koordinat xOy, s neæ soglasovany polØrnye koordinaty (r, ϕ). Pust~ Φ imeet centr v O i zadaetsØ uravneniem r = r(ϕ). Dlinu otrezka P Q v evklidovoæ metrike budem oboznaqat~ P Q, a v metrike ρ_Φ – ‖P Q‖. 42

O POLNOM VERHNEM UGLE 43

1.1. V silu odnorodnosti metriki ρΦ verhniæ ugol α(l, l^′) meßdu

prØmolineænymi luqami l i l^′, ishodØwimi iz O, moßno vyqislit~ tak: pust~ {X} = l ∩ Φ. Togda, oqevidno, α(l, l^′) = sup_{Y ∈l0} γ(X, Y ). 1.2. Pust~ luqi l0, l1, . . . , ln s verxinoæ O v polØrnyh koordina-

tah zadany uravneniØmi φ = φ_i, gde 0 = ϕ_0 < ϕ_1 < . . . < ϕ_n < 2π.

Rassmotrim summu S({l_i}, n, Φ) := α(l_0, l_1) + α(l_1, l_2) + . . . + α(l_{n−1}, l_n) + α(l_n, l_0). (1) Polnyæ verhniæ ugol θ(Φ) vokrug O v ρ_Φ vyqislØetsØ po formule θ(Φ) = lim_{n→∞}S({l_i}, n, Φ), gde verhniæ predel beretsØ po vsevozmoßnym uporØdoqennym naboram luqeæ {l_i} (ili uglov ϕ_i).

Teorema 1. Esli krivaØ Φ^′ poluqena nevyroßdennym affinnym

preobrazovaniem iz krivoæ Φ, to θ(Φ^′) = θ(Φ), (2) t.e. polnyæ verhniæ ugol ploskosti Minkovskogo s metrikoæ ρ_Φ vokrug toqki est~ affinnyæ invariant krivoæ Φ.

Dokazatel~stvo oqevidno. • �to nabl¸denie inogda pozvolØet uprostit~ vyqisleniØ θ(Φ) za sqet udaqnogo affinnogo preobrazovaniØ ishodnoæ figury Φ. Prostoæ primer: vmesto parallelogramma Φ moßno rassmatrivat~ ego affinnyæ obraz – kvadrat.

1.3. “Samoperimetr”. Oboznaqim qerez p(Φ) “samoperimetr”

figury Φ, t.e. ee perimetr, izmerennyæ v metrike ρ_Φ.

Teorema 2. DlØ l¸boæ central~no-simmetriqnoæ vypukloæ kri-

voæ Φ imeet mesto neravenstvo θ(Φ) ⩾ max{2π, p(Φ)}. (3)

Dokazatel~stvo. DlØ skol~ ugodno malogo ε > 0 v Φ moßno vpi-

sat~ mnogougol~nik M_1M_2 . . . M_k s k∑ i=1 ‖M_iM_{i+1}‖ > p(Φ) − ε (4)

44 ı. G. DUTKEVIQ

(zdes~ i niße M_{k+1} = M_1). Krome togo, θ(Φ) ⩾ k∑ i=1 α(OM_i, OM_{i+1}) ⩾ k∑ i=1 ‖M_iM_{i+1}‖ > p(Φ) − ε. (5) Vvidu proizvol~nosti ε > 0 i togo, qto, kak legko videt~, θ(Φ) ⩾ 2π, (6) poluqaem utverßdenie teoremy. •

Ots¸da sleduet, naprimer, qto esli Φ – kvadrat, to θ(Φ) ⩾

8 > 2π. (Po teoreme ı. G. RexetnØka [5] imeem 6 ⩽ p(Φ) ⩽ 8, pri-

qem ravenstvo v pravom neravenstve vypolnØetsØ dlØ parallelogramma.) Toqnoe ße znaqenie θ(Φ), esli Φ – kvadrat, naædeno niße (teorema 4).

§2. Kofffficient iskaßeniØ ugla k_Φ Opredelenie. Pust~ luqi l i l^′ v polØrnyh koordinatah zadany,

sootvetstvenno, uravneniØmi ϕ = ϕ_0 = const, ϕ = ϕ_0 + δ, δ > 0.

Kofffficientom iskaßeniØ ugla v napravlenii l (opredelØemom uglom ϕ_0) v metrike ρ_Φ nazovem veliqinu

k_Φ(ϕ_0) := lim_{δ→0} α(l, l^′) δ , (7) esli fftot predel suwestvuet.

Teorema 3.

k_Φ(ϕ) = sup_{ψ∈(0;π)} {( r(ϕ) r(ϕ + ψ) sin ψ

)_2 − ( ctg ψ − r^′(ϕ) r(ϕ) )_2}1/2

. (8)

Dokazatel~stvo. Pust~ X := (r(ϕ0), ϕ0), toqka Y ∈ l^′ i ψ := π − ∠OXY . Togda XY = r(ϕ_0) sin δ sin(ψ − δ)

, OY = r(ϕ_0) sin ψ sin(ψ − δ)

. (9)

O POLNOM VERHNEM UGLE 45

Ots¸da ‖OX‖ = 1, ‖OY ‖ = OY r(ϕ_0 + δ) = r(ϕ_0) sin ψ r(ϕ_0 + δ) sin(ψ − δ) , ‖XY ‖ = XY r(ϕ_0 + ψ) = r(ϕ_0) sin δ r(ϕ_0 + ψ) sin(ψ − δ) . (10)

Poloßim T (ϕ_0, ψ) := lim_{δ→0} γ(X, Y ) δ . Togda, soglasno (7), k_Φ(ϕ_0) = sup_{ψ∈(0;π)} T (ϕ_0, ψ). (11)

Ostalos~ vospol~zovat~sØ formulami (10):

γ^2(X, Y ) ∼ 2(1 − cos γ(X, Y )) = ‖XY ‖^2 − (‖OX‖ − ‖OY ‖)^2 ‖OX‖‖OY ‖ = r(ϕ_0)r(ϕ_0 + δ) sin^2 δ r^2(ϕ_0 + ψ) sin ψ sin(ψ − δ) − (r(ϕ_0 + δ) sin(ψ − δ) − r(ϕ_0) sin ψ)^2 r(ϕ_0)r(ϕ_0 + δ) sin ψ sin(ψ − δ) ∼ r^2(ϕ_0) r^2(ϕ_0 + ψ) sin^2 ψ δ^2 −

(r(ϕ_0) cos ψ − r^′(ϕ_0) sin ψ)^2

r^2(ϕ_0) sin^2 ψ δ^2. (12)

(Zdes~ pod r^′(ϕ_0) ponimaetsØ pri neobhodimosti odnostoronnØØ proizvodnaØ, naprimer, pravaØ, suwestvu¸waØ vvidu vypuklosti Φ.) •

Sledstvie. DlØ l¸boæ central~no-simmetriqnoæ vypukloæ kri-

voæ Φ imeet mesto ravenstvo

θ(Φ) = 2π∫ 0 k_Φ(ϕ)dϕ, (13)

gde k_Φ(ϕ) zadaetsØ formuloæ (17). •

Zameqanie. Kak izvestno, r^′(ϕ) r(ϕ) = ctg μ,

46 ı. G. DUTKEVIQ

gde μ – ugol meßdu (polu)kasatel~noæ k krivoæ r = r(ϕ) i polØrnym radiusom (sm. [6, s. 19]), pofftomu

T^2(ϕ, ψ) = ( r(ϕ) r(ϕ + ψ) sin ψ

)_2 − (ctg ψ − ctg μ)^2.

DlØ vyqisleniØ polnogo verhnego ugla byvaet polezna sledu¸- waØ nesloßnaØ lemma.

Lemma. Pust~ [AB], [CD] ⊂ Φ – parallel~nye prØmolineænye ot-

rezki. Esli (r(ϕ), ϕ) ∈ [AB], a (r(ϕ + ψ), ϕ + ψ) ∈ [AB] ∪ [CD], to T (ϕ, ψ) = 0. • §3. Sluqaæ, kogda Φ – kvadrat Teorema 4. Esli Φ – evklidov parallelogramm, to

θ(Φ) = 4π.

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 1 dostatoqno rassmotret~

sluqaæ, kogda Φ – kvadrat.

Pust~ Φ – kvadrat A_1A_2A_3A_4 s centrom v naqale koordinat i storonami, leßawimi na prØmyh x = ±1, y = ±1. Serediny ego storon oboznaqim M_1, M_2, M_3, M_4. ˚sno, qto θ(Φ) = 8α, gde α := α(OM_1, OA_2).

DlØ toqki X(r(ϕ), ϕ) ∈ [M_1A_2] imeem ϕ ∈ [0; π/4] i r(ϕ) = 1 cos ϕ . Naædem sup_{ψ∈[0;π)} T (ϕ, ψ).

Esli

Y (r(ϕ + ψ), ϕ + ψ) ∈ [XA_2] ∪ [A_3X^′] ⊂ [A_1A_2] ∪ [A_3A_4]^1, to po lemme iz §2 T (ϕ, ψ) = 0 esli ϕ ∈ [0; π/4] i ψ ∈ [0; π/4 − ϕ] ∪ [3π/4 − ϕ; π).

1Zdes~, kak i v ostal~nyh primerah, X^0 oboznaqaet toqku, simmetriq-

nu¸ X otnositel~no centra O figury Φ.

O POLNOM VERHNEM UGLE 47

Esli Y ∈ [A_2A_3], t.e. ϕ + ψ ∈ [^π_4 ;^{3π}_4 ], to r(ϕ + ψ) = cosec(ϕ + ψ) i

T^2(ϕ, ψ) = ( sin(ϕ + ψ) cos ϕ sin ψ

)_2 − ( cos(ϕ + ψ) cos ϕ sin ψ

)_2 = − cos 2(ϕ + ψ) cos^2 ϕ sin^2 ψ

. (14)

Tak kak T^2(ϕ, ψ)|_{ϕ+ψ=π/4} = T^2(ϕ, ψ)|_{ϕ+ψ=3π/4} = 0, a ∂T^2(ϕ, ψ) ∂ψ = 2 cos(2ϕ + ψ) cos^2 ϕ sin^3 ψ , to sup_{ψ∈[0;π]} T^2(ϕ, ψ) dostigaetsØ pri uslovii

cos(2ϕ + ψ) = 0.

Tak kak pri fftom^π_2 − ψ ⩽ 2ϕ + ψ ⩽^{3π}_2 − ψ <^{3π}_2 , to 2ϕ + ψ =^π_2 , t.e. ψ =^π_2 − 2ϕ.

PodstavlØØ v (14), poluqaem

k^2(ϕ) = sup_{ψ∈[0;π]} T^2(ϕ, ψ) = 1 cos^2 ϕ cos 2ϕ . Pofftomu α = π/4∫ 0 dϕ cos ϕ √ cos 2ϕ = π 2 . •

§4. Sluqaæ, kogda Φ – “srezannaØ okrußnost~” Teorema 5. Pust~ Φ – ffto evklidova okrußnost~, u kotoroæ dve

dugi, stØgiva¸wie vertikal~nye central~nye ugly veliqinoæ 2μ (0 ⩽ μ ⩽^π_2 ), zameneny hordami (“srezannaØ okrußnost~”). Togda

θ(Φ) = 2π(1 + sin μ).

Dokazatel~stvo. Pust~ Φ sostoit iz dug AB i CD okrußnosti

x^2 + y^2 = 1, leßawih v polose |x| ⩽ m ∈ (0; 1], i hord BC i AD fftoæ okrußnosti, leßawih na prØmyh x = ±m. V evklidovoæ metrike ∠COE = μ := arccos m. Oboznaqim veliqinu verhnego ugla sektora COE v metrike ρ_Φ qerez α, a sektora COF – qerez β. Togda θ(Φ) = 4(α + β).

48 ı. G. DUTKEVIQ

PolØrnyæ radius toqki X(r, ϕ) ∈ Φ raven

r(ϕ) = m cos ϕ = cos μ cos ϕ

, esli X ∈ [BC], m − cos ϕ

, esli X ∈ [AD], 1, esli X ∈^⌢AB ∪^⌢CD. Dokazatel~stvo teoremy svoditsØ k dokazatel~stvu sledu¸- wih dvuh utverßdeniæ.

Utverßdenie 1. α =^π_2 sin μ.

Dokazatel~stvo. Pust~ X(r, ϕ) ∈ [EC], t.e. ϕ ∈ [0; μ].

Esli Y (r, ϕ + ψ) ∈ [XC] ∪ [DX^′], t.e. ψ ∈ [0; μ − ϕ] ∪ [π − μ − ϕ; π], to T (ϕ, ψ) = 0 po lemme iz §2.

Esli ße Y (r, ϕ + ψ) ∈^⌢CD, t.e. ψ ∈ [μ − ϕ, π − μ − ϕ], to

T^2(ϕ, ψ) = m^2 − cos^2(ϕ + ψ) cos^2 ϕ sin^2 ψ , priqem na koncah promeßutka budet T (ϕ, ψ) = 0. Sledovatel~- no, pri fiksirovannom ϕ ∈ [0, μ] supremum sup_{ψ∈[μ−ϕ;π−μ−ϕ]} T^2(ϕ, ψ) dostigaetsØ pri ∂_ψ(T^2(ϕ, ψ)) = 0, t.e.

cos(ϕ + ψ) cos ϕ − m^2 cos ψ = 0,

otkuda sleduet, qto pri ϕ ∈ [0; μ]

k_Φ(ϕ) = sup ψ∈[μ−ϕ;π−μ−ϕ] T (ϕ, ψ) = m √ 1 − m^2 cos ϕ √ cos^2 ϕ − m^2 i α = μ∫ 0 k_Φ(ϕ)dϕ = π 2 sin μ. • Utverßdenie 2. β = π/2.

Dokazatel~stvo. Pust~ X(r, ϕ) ∈^⌢CF , t.e. μ ⩽ ϕ ⩽^π_2 .

Esli Y (r, ϕ + ψ) ∈^⌢XD ∪^⌢AX^′, t.e. ψ ∈ [0; π − μ − ϕ] ∪ [π + μ − ϕ; π], to T (ϕ, ψ) = 1.

O POLNOM VERHNEM UGLE 49

Esli Y (r, ϕ + ψ) ∈ [AD], t.e. ψ ∈ [π − μ − ϕ, π + μ − ϕ], to

T^2(ϕ, ψ) = cos^2(ϕ + ψ) − m^2 cos^2 ψ m^2 sin^2 ψ , priqem pri ψ_{1,2} := π ± μ − ϕ budet T (ϕ, ψ_{1,2}) = 1. Pofftomu pri fiksirovannom ϕ ∈ [μ,^π_2 ] supremum sup_{ψ∈[ψ1;ψ2]} T (ϕ, ψ) dostigaetsØ

pri ∂_ψ(T^2(ϕ, ψ)) = 0, t.e. − cos(ϕ + ψ) cos ϕ + m^2 cos ψ = 0.

Sledovatel~no, pri ϕ ∈ [μ,^π_2 ] imeem

k_Φ(ϕ) = sup_ψ T (ϕ, ψ) = sin ϕ √ m^2 − cos^2 ϕ i β = π/2∫ μ k_Φ(ϕ)dϕ = π 2 . • Pri “sßatii” ploskosti k osi x s kofffficientom λ ∈ (0; 1) (“rastØßenii” pri λ > 1) srezannaØ okrußnost~ pereædet v “prostoæ^1 srezannyæ ffllips”. On harakterizuetsØ qislom λ (otnoxeniem dlin oseæ ffllipsa) i uglom ν = ∠C^′OE, priqem

tg ν = λ tg μ. Pofftomu iz dokazannoæ teoremy vytekaet:

Sledstvie. Pust~ Φ – “prostoæ srezannyæ ffllips”. Togda

θ(Φ) = 2π ( 1 + sin ν √ sin^2 ν + λ^2 cos^2 ν ) . • §5. Sluqaæ, kogda Φ – “skruglennyæ romb” Pust~ iz toqek F (b, 0), G(−b, 0), b > 1, provedeny kasatel~nye k okrußnosti x^2 + y^2 = 1; A, B, C, D – toqki kasaniØ. KrivaØ Φ sostoit iz prØmolineænyh otrezkov [F A], [F B], [GC], [GD] i dug ⌢ BC i^⌢AD fftoæ okrußnosti. Poloßim β := ∠BF O, γ := ∠F OB = π 2 − β. 1“Prostoæ”, kogda sreza¸wie hordy parallel~ny odnoæ iz oseæ ffllip- sa.

50 ı. G. DUTKEVIQ

Figuru Φ nazovem “skruglennym rombom” s uglom 2β. Φ (s toqnost~¸ do podobiØ) odnoznaqno opredelØetsØ parametrom β ∈

(0; π/2).

Teorema 6. Pust~ Φ – skruglennyæ romb s uglom 2β. Togda θ(Φ) = 4π − 4β. Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez α1 (sootv., α2) veliqinu

verhnego ugla sektora F OB (sootv., BOH) v metrike ρ_Φ. ˚sno, qto θ(Φ) = 4(α_1 + α_2).

V polØrnyh koordinatah Φ zadaetsØ funkcieæ

r(ϕ) = sec(γ − ϕ), esli ϕ ∈ [0; γ], 1, esli ϕ ∈ [γ; π − γ], sec(ϕ −^π_2 − β), esli ϕ ∈ [π − γ; π], sec(π + γ − ϕ), esli ϕ ∈ [π; π + γ],

1, esli ϕ ∈ [π + γ; 2π − γ],

sec(ϕ − 2π + γ), esli ϕ ∈ [2π − γ; 2π],

Dokazatel~stvo teoremy svoditsØ k dokazatel~stvu sledu¸- wih dvuh utverßdeniæ.

Utverßdenie 1. α1 = π − 2β.

Dokazatel~stvo. Pust~ X(r(ϕ), ϕ) ∈ [F B]. Togda r(ϕ) = sec(γ −ϕ).

Zafiksiruem ϕ i naædem k_Φ(ϕ).

1a) Esli Y (r(ϕ + ψ), ϕ + ψ) ∈ [XB] ∪ [GX^′] ⊂ [F B] ∪ [GD], to po lemme budet T^2(ϕ, ψ) = 0.

1b) Esli Y ∈^⌢BC, t.e. ϕ + ψ ∈ (^π_2 − β;^π_2 + β), to r(ϕ + ψ) = 1 i po (16) budet T^2(ϕ, ψ) = sin^2(γ − ϕ − ψ) cos^2(γ − ϕ) sin^2 ψ

, (15) ∂T^2 ∂ψ = 2 sin(ϕ + ψ − γ) sin(γ − ϕ) cos^2(γ − ϕ) sin^3 ψ

. (16)

Zdes~ ψ ∈ (^π_2 − β − ϕ,^π_2 + β − ϕ), i na koncah fftogo intervala budet

T^2(ϕ, π 2 −β −ϕ) = 0, T^2(ϕ, π 2 +β −ϕ) = sin^2 2γ cos^2(γ − ϕ) sin(γ + ϕ)

. (17)

O POLNOM VERHNEM UGLE 51

Poskol~ku ψ ∈ (0; π), γ − ϕ > 0, ϕ + ψ − γ > 0, to vse somnoßiteli v (16) poloßitel~ny, sledovatel~no, ∂_ψ(T^2) > 0, a T^2(ϕ, ψ), kak funkciØ ψ (pri fiksirovannom ϕ), vozrastaet i dostigaet maksimuma pri ϕ + ψ = π 2 + β.

1v) Esli Y ∈ [CG], t.e. ϕ + ψ ∈ (^π_2 + β; π) i r(ϕ + ψ) = − sec(ϕ + ψ + γ), to iz (8) sleduet, qto

T^2(ϕ, ψ) =

− sin 2γ sin(2ϕ + 2ψ) sin^2 ψ cos^2(γ − ϕ) , ∂T^2 ∂ψ = 2 sin 2γ sin(2ϕ + ψ) cos^2(γ − ϕ) sin^3 ψ

. (18)

Na levom konce intervala ψ ∈ (π − γ − ϕ; π − ϕ) imeem T^2(ϕ, ψ)|_{ψ=π−γ−ϕ+0} = sin^2 2γ sin^2(γ + ϕ) cos^2(γ − ϕ) , t.e. takoe ße znaqenie, qto i v 1b), a T^2(ϕ, ψ)|_{ψ=π−ϕ−0} = 0.

Zdes~ ψ ∈ (π − γ − ϕ; π − ϕ), pofftomu znak ∂_ψ(T^2) sovpadaet so znakom sin(2ϕ + ψ), no sin(2ϕ + ψ)|_{ψ=π−γ−ϕ} = sin(π − γ − ϕ) > 0, sin(2ϕ + ψ)|_{ψ=π−ϕ} = sin(π + ϕ) < 0,

t.e. funkciØ T^2(ϕ, ψ) pri fiksirovannom ϕ na intervale ψ ∈ [π − γ − ϕ, π − ϕ] imeet maksimum pri ψ_0 = π − 2ϕ.

Ob¨edinØØ sluqai 1a)–1v), vidim, qto funkciØ T^2(ϕ, ψ) (pri fiksirovannom ϕ) pri ϕ + ψ ∈ (0; π) nepreryvno differenciruema i imeet maksimum pri ψ = ψ_0 = π − 2ϕ, tak qto k^2(ϕ) = sup ϕ+ψ∈(0;π) T^2(ϕ, ψ_0) i pri 0 < ϕ < γ budet

k_Φ(ϕ) = √ sin 2γ cos(γ − ϕ) √ sin 2ϕ , t.e.

α_1 = √ sin 2γ ϕ∫ 0 dϕ cos(γ − ϕ) √ sin 2ϕ = 2γ = π − 2β. •

52 ı. G. DUTKEVIQ

Utverßdenie 2. α2 = β.

Dokazatel~stvo. Pust~ X ∈^⌢BC. Togda r(ϕ) = 1 i r^′(ϕ) = 0.

Naædem T (ϕ, ψ).

2a) Esli Y ∈^⌢XC ⊂^⌢BC ili esli Y ∈^⌢DX^′ ⊂^⌢DA, to r(ϕ+ψ) = 1 i formula (8) daet T (ϕ) = 1.

2b) Esli Y ∈ [CG], to r(ϕ + ψ) = sec(ϕ + ψ −^π_2 − β). Iz (8) poluqaem T^2(ϕ, ψ) = − cos(ϕ + 2ψ − β) sin^2 ψ , pofftomu T^2(ϕ, ψ)|_{ϕ+ψ=π/2+β} = 1, T^2(ϕ, ψ)|_{ϕ+ψ=π} = − cos 2β + cos 2ϕ 2 sin^2 ψ , ∂T^2(ϕ, ψ) ∂ψ = cos(ϕ − β) cos(ϕ + ψ − β) sin^3 ψ . Poskol~ku cos(ϕ − β) > 0 > cos(ϕ + ψ − β), to T (ϕ, ψ) pri fiksirovannom ϕ est~ ubyva¸waØ funkciØ ot ψ pri ϕ + ψ ∈ (^π_2 + β; π), i ee maksimum raven T^2(ϕ, ψ)|_{ϕ+ψ=π/2+β} = 1.

2v) Esli Y ∈ [GD], to r(ϕ + ψ) = sec(^{3π}_2 − β − ϕ − ψ) i

T^2(ϕ, ψ) = − cos(ϕ + 2ψ + β) cos(ϕ + β) sin^2 ψ . ZnaqeniØ T^2(ϕ, ψ) na koncah otrezka [GD] budut

T^2(ϕ, ψ)|_G = − cos 2β + cos 2ϕ 2 sin^2 ϕ

, T^2(ϕ, ψ)|_D = 1.

Poskol~ku cos(ϕ + β) < 0 i cos(ϕ + ψ + β) < 0, to ∂_ψ(T^2) > 0 pri Y ∈ [GD], t.e. max_{Y ∈[GD]} T^2(ϕ, ψ) = 1.

Iz 2a)–2v) sleduet, qto pri ϕ ∈ (^π_2 − β;^π_2 + β)

k_Φ(ϕ) = sup_{ψ∈(0;π)} T (ϕ, ψ) = 1 i α_2 = π/2∫ π/2−β dϕ = β. •

O POLNOM VERHNEM UGLE 53

Literatura

1. A. D. Aleksandrov, Osnovy vnutrenneæ geometrii poverhnosteæ. — Dokl. AN SSSR 60, ˝ 9 (1948), 1483–1486.

2. A. D. Aleksandrov, Krivye v mnogoobraziØh ograniqennoæ krivizny. — Dokl. AN SSSR 63, ˝ 4 (1948), 349–352.

3. A. D. Aleksandrov, V. A. Zalgaller, Dvumernye mnogoobraziØ ograniqennoæ krivizny. — Trudy MIAN im. V.A. Steklova 63 (1962).

4. ı. G. Dutkeviq, O polnom verhnem ugle vokrug toqki na ploskosti v metrike Minkovskogo. — V kn.: Vseso¸znaØ konferenciØ po geometrii “v celom”. Tezisy dokladov. Novosibirsk, SO AN SSSR, 1987.

5. ı. G. RexetnØk, Odna ffkstremal~naØ zadaqa iz teorii vypuklyh krivyh.

— UMN 8, ˝ 6 (1953), 125–126.

6. S. P. Finikov, Kurs differencial~noæ geometrii. M., GITTL, 1953.

Dutkevich Yu. G. On the complete upper angle about a point on the Minkowski plane.

The dependence of the complete upper angle in the sense of A. D. Aleksandrov about a point on the Minkowski plane on the form of the “unit circle” (the centrally symmetric convex curve Φ determining the Minkowski metric ρ_Φ) is studied. The complete upper angle is computed in three cases: if Φ is a square, a “cut circle,” or a “rounded rhombus.”

Postupilo 10 maØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet