Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

I. O. Kalinin

O KOGOMOLOGI˚H VEWESTVENNYH ALGEBRAIQESKIH MNOGOOBRAZI`

Mnoßestvo vewestvennyh toqek RA vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ A ØvlØetsØ mnoßestvom nepodvißnyh toqek invol¸cii kompleksnogo soprØßeniØ conj, deæstvu¸weæ v mnoßestve C A ego kompleksnyh toqek. Sopostavlenie s mnogoobraziem A topologiqeskogo prostranstva RA i topologiqeskogo prostranstva s invol¸cieæ (C A, conj) funktorial~no. V nastoØweæ rabote izuqaetsØ kol~co (singulØrnyh) kogomologiæ

H^∗(RA, F_2) pri pomowi opredelennoæ tehniki ffkvivariantnoæ

algebraiqeskoæ topologii.

0.0.1. Odno iz ffffektivnyh sredstv dlØ vyqisleniØ kol~ca

H^∗(F X, F_2) dlØ prostranstva s invol¸cieæ X i mnoßestva ne-

podvißnyh toqek F X – ffkvivariantnye kogomologii BorelØ

H^∗_G(X) i spektral~naØ posledovatel~nost~ BorelØ–Serra, sho-

dØwaØsØ k H^∗_G(X) (sm. [2]). V rabote avtora [5] dlØ koneqnyh kletoqnyh prostranstv X s invol¸cieæ byl postroen stabil~nyæ variant spektral~noæ posledovatel~nosti BorelØ–Serra – posledovatel~nost~^rH^∗(X) shodØwaØsØ k H^∗(F X, F_2). Toqnee, postroeny (sm. predloßenie 2.1):

• spektral~naØ posledovatel~nost~^r H^∗(X), dlØ kotoroæ

2H^∗(X) = H^1(C_2, H^∗(X, F_2));

• vozrasta¸waØ fil~traciØ

0 = F_{−1}(X) ⊂ F_0(X) ⊂ · · · ⊂ H^∗(F X, F_2);

• izomorfizm

φ^i : gr^i_F H^∗(F X, F_2) = F_i(X)/F_{i−1}(X) →^∞H^i(X).

V rabotah [6–8] poslednØØ spektral~naØ posledovatel~nost~ nazyvaetsØ spektral~noæ posledovatel~nost~¸ Kalinina, fil~- traciØ {F_i(X)} – fil~tracieæ Kalinina, izomorfizm φ^{−1} —

Qastiqno podderßano RFFI (grant 01-01-01014). 112

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 113 izomorfizmom Viro (geometriqeskoe opisanie izomorfizma φ^{−1} poØvilos~ u O. ˚. Viro zadolgo do raboty [5]).

DlØ vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ A, dlØ l¸- boæ koneqnoæ abelevoæ gruppy M s invol¸cieæ suwestvuet kanoniqeskiæ odnorodnyæ izomorfizm

H^∗_{et} (A, M ) → H^∗_G(C A; M )

meßdu fftal~nymi kogomologiØmi i ffkvivariantnymi kogomologiØmi BorelØ. Po-vidimomu, vpervye ffto bylo pokazano v rabote [14]. Pofftomu spektral~nu¸ posledovatel~nost~^r H^∗(C A) moßno rassmatrivat~ i kak stabil~nyæ variant spektral~noæ posledovatel~nosti Hohxil~da–Serra. Sovpadenie fftal~nyh i ffkvivariantnyh kogomologiæ igraet vaßnu¸ rol~ v dokazatel~- stve kl¸qevogo predloßeniØ 4.8.

0.0.2. Vyqislenie kol~ca kogomologiæ H^∗(RA) pri pomowi

spektral~noæ posledovatel~nosti razbivaetsØ na dve qasti: vyqislenie qlena^∞H^∗(C A) i perehod ot^∞H^∗(C A) k kol~cu

H^∗(RA).

V dannoæ rabote pervaØ zadaqa rexaetsØ dlØ dostatoqno xirokogo klassa prostranstv s invol¸cieæ i vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ. Qto pozvolØet, naprimer, vyqislit~

dim (H^∗(RA; F_2)) (sm. teoremy 1.7 i 5.10) i, v nekotoryh sluqa-

Øh, fftal~nye kogomologii H^∗_{et} (A; F_2). K soßaleni¸, daße obladaØ polnoæ informacieæ o kol~ce^∞H^∗(C A), poqti niqego nel~zØ skazat~ daße o koliqestve komponent prostranstva, t.e. o gruppe

H^0(RA; F_2).

VtoraØ zadaqa, perehod ot kol~ca^∞H^∗(C ) k kol~cu H^∗(RA; F_2), ne rexena daße v prostyh sluqaØh (kvintiki v P^3). Ona svoditsØ k izuqeni¸ fil~tracii {F_i(C A)} kol~ca kogomologiæ H^∗(R; F_2), kotoraØ ustroena dovol~no sloßno, naprimer, podgruppy F_i(C A) ne obØzatel~no soglasovany s graduirovkoæ gruppy H^∗(RA; F_2). Tem ne menee, v nastoØweæ rabote ffta zadaqa polnost~¸ rexena dlØ rØda vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ (sm. p. 1.2). Bolee togo, vvoditsØ klass prostranstv s invol¸cieæ, tak nazyvaemye ffffektivnye prostranstva, dlØ kotoryh kol~co (i daße algebra nad algebroæ Stinroda) H^∗(RA; F_2) ffffektivno vyqislØetsØ pri pomowi algebry^∞H^∗(C A).

0.1. SoglaxeniØ. Vse kogomologii, esli ne ukazano protivnoe,

berutsØ s kofffficientami v pole F_2. Qerez C_2 budem obozna-

114 I. O. KALININ qat~ cikliqesku¸ gruppu porØdka 2. Prostranstva s invol¸- cieæ, ffkvivariantnye otobraßeniØ prostranstv s invol¸cieæ, pary prostranstv s invol¸cieæ i t.d. dlØ kratkosti budem nazyvat~, sootvetstvenno, C_2-prostranstvami, C_2-otobraßeniØmi,

C_2-parami i t.d.

Pust~ M – Z-graduirovannaØ gruppa, Ω ⊂ R, poloßim

M^Ω = ⨁ i∈Ω∩Z M^i. V qastnosti, esli Ω ∩ Z= ∅, to gruppa M^Ω – trivial~na.

0.2. Blagodarnosti. Avtor sqitaet svoim dolgom vyrazit~ go-

rØqu¸ blagodarnost~ N. ı. Necvetaevu za pomow~ v rabote nad stat~eæ.

§1. Osnovnye rezul~taty 1.1. �ffektivnye prostranstva. C2-prostranstvo X budem na-

zyvat~ ffffektivnym, esli spravedlivo F_i(X) = Sq H^{≤i/2}(F X), gde Sq = 1+Sq^1+Sq^2+. . . – total~naØ operaciØ Stinroda. �ffektivnaØ C_2-para opredelØetsØ analogiqno. RazumeetsØ, dlØ takih prostranstv i par graduirovannaØ gruppa^∞H^∗(−) netrivial~- na tol~ko v qetnyh razmernostØh. DlØ ffffektivnyh prostranstv problema perehoda ot^∞H^∗(X) k H^∗(F X) imeet kanoniqeskoe rexenie: v predloßenii 3.2 postroen estestvennyæ izomorfizm

ψ_X : H^∗(F X) →^∞H^∗(X), kotoryæ perevodit gruppu H^i(F X) v

gruppu^∞H^{2i}(X). Izomorfizm ψ_X ØvlØetsØ izomorfizmom kolec i v nekotorom smysle izomorfizmom algebr nad algebroæ Stinroda:

Predloßenie 1.1. Pust~ X – ffffektivnoe prostranstvo, x ∈

H^∗(F X). Togda ψ_X (Sq^ix) = Sq^{2i}ψ_X (x).

To, qto deæstvie operaciæ Sq v kol~ce H^∗(X) induciruet deæstvie fftih operaciæ v qlene^r H^∗(X), pokazano v rabote [6] (sr. predloßenie 2.4). Tam ße ustanovlena svØz~ meßdu deæstviØmi kvadratov Stinroda na kol~cah H^∗(F X) i^∞H^∗(X) proizvol~- nogo prostranstva s invol¸cieæ, kotoraØ vyglØdit suwestvenno sloßnee ukazannoæ v predloßenii 1.1. V silu fftogo predloßeniØ dlØ vaßnogo qastnogo sluqaØ ffffektivnogo M -prostranstva

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 115 (prostranstvo s invol¸cieæ nazyvaetsØ M -prostranstvom, esli

H^∗(X) =^∞H^∗(X), sm. p. 3.1) algebry H^∗(F X) i H^∗(X) nad al-

gebroæ Stinroda izomorfny ( izomorfizm udvaivaet stepeni, i deæstvi¸ Sq^i na H^∗(F X) sootvetstvuet deæstvie Sq^{2i} na H^∗(X), a operacii Sq^{2i+1} deæstvu¸t na H^∗(X) trivial~no).

Klass ffffektivnyh prostranstv zamknut po otnoxeni¸ k mnogim topologiqeskim konstrukciØm (sm. §3). Otmetim takße, qto kogomologii ffffektivnyh “kuskov” prostranstva s invol¸cieæ ne smexiva¸tsØ (teorema 3.7 i sledstvie 3.7) i dlØ ffffektivnogo M -prostranstva suwestvuet prostaØ funktorial~naØ formula dlØ kogomologiæ faktorprostranstva s kofffficientami v F2. 1.1.1. Primery ffffektivnyh prostranstv. Rassmotrim vewe-

stvennoe algebraiqeskoe mnogoobrazie A (vozmoßno, osoboe). SleduØ Fultonu [9] budem govorit~, qto A dopuskaet vewestvennoe “kletoqnoe razbienie”, esli suwestvuet fil~traciØ zamknutymi (po Zarisskomu) vewestvennymi podmnogoobraziØmi

0 = A_{−1} ⊂ A_0 ⊂ . . . ⊂ A_r = A

takaØ, qto A_i \ A_{i−1} – vewestvennoe affinnoe prostranstvo dlØ kaßdogo i.

Teorema 1.2. Pust~ A – vewestvennoe algebraiqeskoe mnogoobra-

zie, dopuska¸wee vewestvennoe “kletoqnoe razbienie”. Togda prostranstvo C A s invol¸cieæ kompleksnogo soprØßeniØ ØvlØetsØ ffffektivnym M -prostranstvom.

Iz fftoæ teoremy sleduet, qto proektivnye prostranstva, grassmaniany, mnogoobraziØ flagov i proizvedeniØ fftih prostranstv ØvlØ¸tsØ ffffektivnymi.

Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto suwestvuet mnogo ffffektivnyh prostranstv nealgebraiqeskogo proishoßdeniØ.

Predloßenie 1.3. Pust~ X – koneqnoe kletoqnoe prostranstvo,

t : X × X → X × X – perestavlØ¸waØ invol¸ciØ. Togda

(1) (X × X, t) – ffffektivnoe GM -prostranstvo (prostranstvo s invol¸cieæ Y nazyvaetsØ GM -prostranstvom, esli^2H^∗(Y ) =^∞H(Y ), (sm. p. 3.1);

(2) ψ_{X×X} (x) = x × x dlØ x ∈ H^∗(X), gde x × x – obraz klassa

x×x ∈ H^∗(X ×X) v gruppe H^1(C_2, H^∗(X ×X)) =^2H^∗(X ×X).

116 I. O. KALININ

1.2. Lefxecevy podmnogoobraziØ ffffektivnyh prostranstv.

Pust~ B – proektivnoe vewestvennoe mnogoobrazie, dlØ kotorogo prostranstvo C B ØvlØetsØ ffffektivnym GM -prostranstvom. V silu skazannogo vyxe, nam izvestno kak kol~co H^∗(RB), tak i deæstvie algebry Stinroda na nem.

DlØ zamknutogo vewestvennogo podmnogoobraziØ A mnogoobraziØ B situaciØ s vyqisleniem H^∗(RA) gorazdo sloßnee. Pri opredelennyh ograniqeniØh na A udaetsØ sdelat~ soderßatel~- nye ocenki (sm. predloßenie 1.4), a inogda i vyqislit~ qlen

∞H^∗(C A) spektral~noæ posledovatel~nosti, qto pozvolØet so-

sqitat~ razmernost~ F_2-modulØ H^∗(RA) (sm. teoremu 1.7) i v nekotoryh sluqaØh poluqit~ informaci¸ o deæstvii invol¸cii na kol~ce H^∗(C A) (sm. teoremu 1.8).

Zadaqa perehoda ot^∞H^∗(C A) k H^∗(RA), kak ukazyvalos~ ranee, ne rexena daße v prosteæxih sluqaØh. HotØ nekotoru¸ nadeßdu daet predloßenie 1.6, v kotorom dlØ nekotorogo, vozmoßno dovol~no bol~xogo (sm. p. 1.2.2), klassa vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ vvoditsØ dopolnitel~naØ estestvennaØ graduirovka modulØ^∞H^∗(C A).

1.2.1. Funktory H^∗(R−), H^∗(C −) i^rH(−), primenennye k vlo-

ßeni¸ in_{B/A} : A → B, induciruet gomomorfizmy Rin^∗_{B/A}, C in^∗_{B/A} i^r in_{B/A} sootvetstvu¸wih ob¨ektov.

Predloßenie 1.4. Pust~ para (B, A) udovletvorØet sledu¸wim

usloviØm:

(1) C B – ffffektivnoe GM -prostranstvo;

(2) A – neosoboe n-mernoe mnogoobrazie; (3) H^{≤n}(C B, C A) = 0. Togda:

(1) dim (H^1(C_2, H^∗(C A)) − 4dim (Ker^{<n/2}(Rin^∗_{B/A}))

≤ dim (H^∗(RA)) ≤ dim (H^1(C_2, H^∗(C A)) − 2dim (Ker^{<n/2}(Rin^∗_{B/A}));

(2) dlØ vseh i podgruppy Sq^{−1}F_i(C A) graduirovannoæ gruppy

H^∗(RA) odnorodny, gde Sq^{−1} – obratnyæ k Sq avtomorfizm.

V kaqestve sledstviØ poluqaetsØ prostoæ kriteriæ vyroßdeniØ spektral~noæ posledovatel~nosti invol¸cii, neskol~ko

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 117 usiliva¸wiæ rezul~taty V. A. Krasnova.

Sledstvie 1.5. Pust~ para (B, A) udovletvorØet usloviØm pred-

loßeniØ 1.4. Togda C A – GM -prostranstvo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli Ker^{<n/2}(Rin^∗_{B/A}) = 0;

1.2.2. Dve gipotezy o stroenii fil~tracii {Fi} kogomologiæ vewestvennyh toqek neosobyh proektivnyh mnogoobraziæ. Oboznaqim qerez A polnu¸ podkategori¸ kategorii ve-

westvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ, sostoØwu¸ iz mnogoobraziæ, dlØ kotoryh spravedliv p. 2 predloßeniØ 1.4.

Avtor predpolagaet, qto kaßdoe neosoboe proektivnoe vewestvennoe mnogoobrazie prinadleßit podkategorii A.

Na kogomologiØh mnogoobraziæ iz podkategorii A suwestvuet interesnaØ dopolnitel~naØ struktura. Sledu¸wee predloßenie – oqevidnoe sledstvie estestvennosti fil~tracii F_∗.

Predloßenie 1.6. Pust~ A ∈ A. Togda dlØ kaßdogo i na gruppe

∞H^i(C A) suwestvuet estestvennaØ mul~tiplikativnaØ graduirovka^∞H^i(C A) = ⨁ j≥0 H^{ij}(A), dlØ kotoroæ gruppa ⨁ i≥0 H^{ij} (A) izomorfna gruppe H^j(RA).

Poka ob fftoæ dopolnitel~noæ graduirovke izvestno oqen~ malo. Avtoru, naprimer, neizvestno, vsegda li trivial~no umnoßenie v podkol~ce ⨁ i≥0 H^{i0}(A), izomorfnom graduirovannomu

kol~cu gr_F (H^0(RA)), associirovannomu s fil~tracieæ, inducirovannoæ na podkol~ce H^0(RA) iz kol~ca H^∗(RA). Bolee podrobno ob fftoæ graduirovke i razliqnyh pereformulirovkah i usileniØh fftih gipotez sm. [10].

1.3. Mnoßestvo nuleæ seqeniØ obil~nogo rassloeniØ nad ffffektivnym prostranstvom. Sledu¸wie utverßdeniØ trebu¸t

vyqisleniØ qlena^∞H^∗(C A) spektral~noæ posledovatel~nosti, kotoroe udaetsØ osuwestvit~ tol~ko pri dopolnitel~nyh ograniqeniØh na paru (B, A).

Pust~ B – neosoboe (n + k)-mernoe mnogoobrazie, ξ – vewestvennoe algebraiqeskoe vektornoe rassloenie razmernosti k nad B. Pust~ s – seqenie rassloeniØ ξ, transversal~noe nulevomu seqeni¸, pust~ A ØvlØetsØ mnoßestvom nuleæ seqeniØ s. Kak oqevidno, A – neosoboe vewestvennoe proektivnoe mnogoobrazie razmernosti n.

118 I. O. KALININ

1.3.1. UsloviØ. Budem rassmatrivat~ qetverki (B, ξ, s, A), udo-

vletvorØ¸wie sledu¸wim ograniqeniØm:

(1) C B – ffffektivnoe GM -prostranstvo;

(2) rassloenie ξ soderßit Vewestvennoe podrassloenie η s qetnym klassom �ælera i libo klass �ælera rassloeniØ

C (ξ/η) qeten, libo η – lineænoe vewestvennoe algebrai-

qeskoe rassloenie. (3) H^{≤n}(C B, C A) = 0.

Zametim, qto klass c_k(ξ) qeten, i qto, kak izvestno, uslovie (3) vypolnØetsØ dlØ obil~nyh rassloeniæ (sm., naprimer, [9, 11]).

1.3.2. Osnovnye rezul~taty.

Teorema 1.7. Pust~ qetverka (B, ξ, s, A) udovletvorØet usloviØm

1.3.1 i pust~ c_k(ξ) ≡ 0 (mod 4). Togda

dim (H^∗(RA)) = dim (H^1(C_2, H^∗(C A))) − 4dim (Ker^{<n/2}(R in^∗_{B/A})).

Analogiqnoe utverßdenie, spravedlivoe dlØ c_k(ξ), ne delØwegosØ na 4, formuliruetsØ namnogo bolee gromozdko (sm. teoremu 5.10).

Sledu¸waØ teorema opisyvaet deæstvie invol¸cii conj na podgruppe C in^∗_{B/A} (H^n(C B)) gruppy H^n(C A) i soderßatel~na tol~ko dlØ qetnogo n.

Teorema 1.8. Pust~ qetverka (Y, ξ, s, X) udovletvorØet usloviØm

1.3.1 i pust~ c_k(ξ) ≡ 0 (mod 4). Togda sledu¸waØ posledovatel~- nost~ toqna

0 → Ker^{n/2}(Rin^∗_{B/A})^ψ n/2 CB −−−→ H^1(C_2, H^nC B) 2 in_{B/A} −−−−−→ H^1(C_2, H^nC A). 1.4. Primenenie teorem 1.7 i 1.8. UsloviØ 1.3.1 vypolnØ¸t-

sØ v sledu¸wih treh interesnyh sluqaØh: polnye pereseqeniØ v proektivnyh prostranstvah i v mnogoobraziØh, dopuska¸wih vewestvennoe “kletoqnoe razloßenie”, i determinantnye mnogoobraziØ ili, v bolee obwem sluqae, mnogoobraziØ r-vyroßdeniØ morfizma vewestvennyh algebraiqeskih vektornyh rassloeniæ pri nekotoryh ograniqeniØh na bazu i morfizm.

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 119

1.4.1. Polnye pereseqeniØ v proektivnyh prostranstvah.

Pust~ A – polnoe pereseqenie mul~tistepeni (d_1, . . . , d_k) v P^N porØdka d = d_1 · . . . · d_k. Zametim, qto mnogoobrazie A – mnoßestvo nuleæ seqeniØ s rassloeniØ ξ = O(d_1) ⨁ · · · ⊕ O(d_k), sootvetstvu-

¸wego uravneniØm, zada¸wim ffto mnogoobrazie, i A neosobo togda i tol~ko togda, kogda s transversal~no nulevomu seqeni¸ rassloeniØ ξ. Esli d qetno, netrudno videt~, qto qetverka

(C P^N ,^{⨁k}_{i=1} O(di), s, A) udovletvorØet usloviØm 1.3.1 i qto qisla

dim (Ker (F in^∗PN_{/A})) i dim (Ker (^2 inPN_{/A})) legko vyraßa¸tsØ qerez

obyqnye dlØ vewestvennoæ algebraiqeskoæ geometrii invarian- ty. DlØ podmnoßestva S ⊂ RP^N poloßim

l(S) = max{−1, i | in^∗ : H^i(RP^N) → H^i(S) – nenulevoæ},

gde in : S ⊂ RP^N – vkl¸qenie. Esli A ⊂ P^N – vewestvennoe proektivnoe mnogoobrazie, poloßim l(A) = l(RA). Netrudno videt~, qto Ker (F in^∗PN_{/A}) = ⟨t^{l(A)+1}⟩,

gde t – obrazu¸waØ gruppy H^1(RP^N) . ˚sno, qto esli stepen~

deg A neqetna, to l(A) = dim A. Invariant l(A) byl vveden v [12],

v rabote O. ˚. Viro [13] dlØ vewestvennyh proektivnyh giperpoverhnosteæ on nazyvaetsØ rangom giperpoverhnosti.

Oboznaqim qerez h obrazu¸wu¸ gruppy H^2(C P^N ) i poloßim

δ_h(A) = { 0, esli n neqetno ili in^∗ h^{n/2}∈ Im (1+conj^∗) v H^n(C A), 1 v protivnom sluqae.

Kak netrudno videt~,

dim (Ker (^2 inC_P N_{/A})) = 1 − δ_h(A).

Teoremy 1.7, 5.10 i 1.8 v sluqae polnyh pereseqeniæ prinima¸t sledu¸wiæ vid.

Teorema 1.9. Pust~ A – neosoboe vewestvennoe proektivnoe pol-

noe pereseqenie stepeni d i razmernosti n.

(1) Esli l(A) ≥ n/2 − 1 (v qastnosti, esli d neqetno), to

dim (H^∗(RA)) = dim (H^1(C_2, H^∗(C A))),

t.e. C A – GM -prostranstvo; (2) esli l(A) < n/2 − 1, to

120 I. O. KALININ dim (H^1(C_2, H^∗(C A))) − dim (H^∗(RA)) 2 = 2([(n − 1)/2] − l(A)) esli d ≡ 0 (mod 4);

2[(n/2 − l(A))/2] esli d ≡ 2 (mod 4), n qetno;

(n − 1)/2 − l(A) esli d ≡ 2 (mod 4), n neqetno.

(Zdes~ [x] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla x.)

Teorema 1.10. Pust~ A – neosoboe vewestvennoe polnoe perese-

qenie porØdka d i razmernosti n.

(1) Pust~ d ≡ 2 (mod 4). Togda

δ_h(A) = { 0, esli l(A) ≡ n/2 − 1 (mod 2) i l(A) < n/2;

1, v protivnom sluqae;

(2) Pust~ d ≡ 0 (mod 4). Togda

δ_h(A) = { 0, esli l(A) < n/2; 1, esli l(A) ≥ n/2. �ti teoremy dlØ proektivnyh polnyh pereseqeniæ formiru- ¸tsØ tak ße, kak i dlØ giperpoverhnosteæ (sm. teoremy V i S raboty [5]), pofftomu i vse sledstviØ fftih teorem (sledstvie 1.1, predloßeniØ 1.2, 1.3 i 1.4 raboty [5]) spravedlivy dlØ polnyh pereseqeniæ.

1.4.2. Polnye pereseqeniØ v mnogoobraziØh, dopuska¸wih vewestvennoe “kletoqnoe razloßenie”. Pust~ B – neoso-

boe vewestvennoe proektivnoe mnogoobrazie, dopuska¸wee vewestvennoe “kletoqnoe razbienie” (sm. p. 3.1). Pust~ A – polnoe pereseqenie v B: kak i v predyduwem punkte, A – mnoßestvo nuleæ seqeniØ s sootvetstvu¸wego obil~nogo rassloeniØ ξ = λ_1 ⊕ · · · ⊕ λ_k, gde λ_i lineæny, i A neosobo togda i tol~ko togda, kogda s transversal~no nulevomu seqeni¸. Esli hotØ by odin iz klassov

λ_1, . . . , λ_k qeten, to v silu teoremy 1.2 qetverka (B, ξ, s, A) udo-

vletvorØet usloviØm 1.3.1 i, znaqit, dlØ A spravedlivy teoremy 1.7, 5.10 i 1.8.

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 121 Rassmotrim vaßnyæ qastnyæ sluqaæ: pust~ B = P^{N1} ×· · ·×P^{Nr}, pust~ A zadano k uravneniØmi mul~tistepeneæ

(d_{11}, d_{12}, . . . , d_{1r}), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (d_{k1}, d_{k2}, . . . , d_{kr}), t.e. ξ = ⨁_k i=1 ⨂_r j=1 O(d_{ij}). Togda starxiæ klass QßenØ rasslo-

eniØ ξ raven ∏_k i=1( ∑_r j=1 d_{ij} h_j ), gde h_j – obrazu¸waØ gruppy H^2(C P^{Nj} ). Qetverka (B, ξ, s, A) zavedomo udovletvorØet uslovi-

Øm 1.3.1, esli ∏_k i=1 NOD[d_{i1}, d_{i2}, . . . , d_{ir}] qetno.

Zametim, qto esli k ≤ N_i dlØ vseh i, to klass c_k(ξ) delitsØ na 4 togda i tol~ko togda, kogda ∏_k i=1 NOD[d_{i1}, d_{i2}, . . . , d_{ir}] delitsØ na 4. (RazumeetsØ, analogiqnoe utverßdenie spravedlivo dlØ l¸boæ stepeni 2.)

Sledu¸wie utverßdeniØ ØvlØ¸tsØ prostymi sledstviØmi teorem 1.7 i 1.8.

Predloßenie 1.11. Pust~ n qetno, A – n-mernoe polnoe perese-

qenie v B – proizvedenii proektivnyh prostranstv, dlØ kotorogo ∏_k i=1NOD[d_{i1}, d_{i2}, . . . , d_{ir}] ≡ 0 (mod 4). (1) Pust~

H^n(C B) = H^1(C_2, H^n(C B)) 2 in_{B/A} −−−−−→ H^1(C_2, H^n(C A)) – monomorfizm. Togda C A – GM -mnogoobrazie.

(2) Pust~ invol¸ciØ conj deæstvuet na gruppe H^n(C A) trivial~no. Togda C A – M -mnogoobrazie, t.e. dim (H^∗(RA)) = dim (H^∗(C A)).

(3) Pust~ dim (H^n(X)) − dim (H^1(C_2, H^n(X))) = 2. Togda C X –

GM -mnogoobrazie, t.e.

dim (H^∗(RX)) = dim (H^1(C_2, H^∗(C Y )) = dim (H^∗(C X)) − 2.

1.5. Plan stat~i. V §2 privodØtsØ bez dokazatel~stv standart-

nye utverßdeniØ o spektral~noæ posledovatel~nosti invol¸cii i fil~tracii kogomologiæ mnoßestva nepodvißnyh toqek.

V §3 spektral~naØ posledovatel~nost~ (neobØzatel~no svØzannaØ s invol¸cieæ) rassmatrivaetsØ kak ob¨ekt sootvetstvu¸- weæ abelevoæ kategorii so special~nogo vida fil~tracieæ i s

122 I. O. KALININ dopolnitel~noæ strukturoæ na associirovannom graduirovannom ob¨ekte. Avtor vidit opredelennye preimuwestva fftogo podhoda k spektral~nym posledovatel~nostØm v ego invariantnosti (isqezaet neobhodimost~ raboty s fflementami – ne prihoditsØ govorit~ ob “ubivanii” i “doßivanii” fflementov), v vozmoßnosti primeneniØ tehniki raboty s fil~trovannymi ob¨- ektami v duhe stat~i DelinØ [14], a takße v tom, qto qleny

rH^∗ spektral~noæ posledovatel~nosti rassmatriva¸tsØ odno-

vremenno dlØ vseh r. (Qitatel~ moßet perevesti formulirovki i dokazatel~stva §5 na klassiqeskiæ Øzyk i ubedit~sØ, qto ob¨em izloßeniØ znaqitel~no vozrastet). Bolee ser~ezno ffti soobraßeniØ ispol~zu¸tsØ v rabote [10], podgotavlivaemoæ k peqati (sm. takße teoremu 3.7). Dalee v fftom paragrafe izuqa- ¸tsØ ffffektivnye pary i prostranstva, vvodØtsØ Vewestvennye vektornye rassloeniØ v smysle At~i, stroitsØ izomorfizm ψ i privodØtsØ dokazatel~stva predloßeniæ 1.1, 1.3 i teoremy 1.2.

V p. 4.1 naqinaetsØ podgotovka k dokazatel~stvu teorem 1.7, 1.8 i 5.10. Izuqa¸tsØ Vewestvennye rassloeniØ s qetnym starxim klassom QßenØ, dlØ kotoryh rasweplenie toqnoæ posledovatel~nosti Gizina prodolßaetsØ do raswepleniØ sootvetstvu¸weæ posledovatel~nosti spektral~nyh posledovatel~nosteæ. Takie rassloeniØ nazyva¸tsØ qetnymi. DlØ qetnyh rassloeniæ nad ffffektivnymi prostranstvami stroitsØ neodnorodnyæ harakteristiqeskiæ klass α, igra¸wiæ rexa¸wu¸ rol~ v dokazatel~stvah (sm. p. 5.5).

V §5 formuliruetsØ i dokazyvaetsØ teorema 5.10, a takße zaverxa¸tsØ dokazatel~stva teorem 1.7 i 1.8.

§2. Spektral~naØ posledovatel~nost~ invol¸cii

Zdes~ privodØtsØ bez dokazatel~stv standartnye utverßdeniØ o spektral~noæ posledovatel~nosti invol¸cii i fil~tracii kogomologiæ mnoßestva nepodvißnyh toqek. Sootvetstvu¸- wie dokazatel~stva moßno naæti v rabotah [5, 6, 8].

Teorema 2.1. Pust~ (Y, X; c) – C2-para. Togda suwestvu¸t este-

stvennye po otnoxeni¸ k C_2-otobraßeniØm

(1) fil~traciØ gruppy H^∗(F (Y, X)) 0 = F_{−1}(Y, X) ⊂ F_0(Y, X) ⊂ . . . ⊂ F_i(Y, X) ⊂ . . . ⊂ H^∗(F (Y, X));

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 123

(2) Z-graduirovannaØ spektral~naØ posledovatel~nost~

(^r H^∗(Y, X),^r d^∗), gde r d^i :^rH^i(Y, X) →^rH^{i−r+1}(Y, X), dlØ kotoroæ

1H^i(Y, X) = H^i(Y, X),^1d^∗ = 1 + c^∗;

2H^i(Y, X) = H^1(C_2, H^i(Y, X));

(3) izomorfizm φ_i : gr^i_F (H^∗(F (Y, X))) →^∞H^i(Y, X), gde

gr^∗_F (H^∗(F (Y, X))) – graduirovannaØ gruppa, associirovannaØ s fil~tracieæ.

Predloßenie 2.2. Pust~ (Y, X) i (Y1, X1) – C2-pary. Togda

(1) umnoßenie

× : H^∗(Y, X) ⊗ H^∗(Y_1, X_1) → H^∗(Y × Y_1, X × Y_1 ∪ Y × X_1) induciruet izomorfizm spektral~nyh posledovatel~nosteæ × :^rH^i(Y, X) ⊗^r H^j(Y_1, X_1) →^rH^{i+j} (Y × Y_1, X × Y_1 ∪ Y × X_1), gde d_r(a ⊗ b) = a ⊗ d_r(b) + d_r(a) ⊗ b dlØ r > 1;

(2) × : F_i(Y, X) ⊗ F_j (Y_1, X_1) ⊂ F_{i+j}(Y × Y, X × Y_1 ∪ Y × X_1); (3) φ_∗(a ⊗ b) = φ_∗(a) × φ_∗(b).

Predloßenie 2.3. Pust~ (Z, Y, X) – C2-troæka. Togda

(1) graniqnyæ gomomorfizm toqnoæ posledovatel~nosti troæki δ : H^∗(Y, X) → H^{∗+1}(Z, Y ) induciruet morfizm spektral~noæ posledovatel~nosti rδ :^rH^∗(Y, X) →^r H^{∗+1}(Z, Y );

(2) F δ(F_i(Y, X) ⊂ F_{i+1}(Z, Y ), gde F δ – graniqnyæ gomomorfizm troæki F (Z, Y, X);

(3) φ_∗F δ =^∞δφ_∗.

124 I. O. KALININ

Predloßenie 2.4. Pust~ (Y, X) – C2-para, pust~^^Sq^i – nestabil~-

naØ kogomologiqeskaØ operaciØ, opredelØemaØ dlØ x ∈ H^p(F (Y, X)) sledu¸wim obrazom: Ŝq^ix := ∑ (^{P −p}_{i−j} )Sq^jx, gde P – stepen~ 2, bol~- xaØ p + 2i. Togda

(1) i-æ kvadrat Stinroda Sq^i :^r H^∗(Y, X) →^rH^{∗+i}(Y, X) induciruet morfizm spektral~noæ posledovatel~nosti

Sq^i : H^∗(Y, X) → H^{∗+i}(Y, X);

(2) Ŝq^iF_j(Y, X) ⊂ F_{i+j}(Y, X); (3) φ_∗Ŝq^i = Sq^iφ_∗.

Pust~ ξ – vektornoe C_2-rassloenie nad C_2-prostranstvom Y . Suwestvu¸t odnoznaqno opredelennye C_2-podrassloeniØ rassloeniØ ξ |_{F Y} : invariantnyh i kosoinvariantnyh vektorov, oboznaqaemye dalee qerez ξ_+ i ξ_−, sootvetstvenno, i izomorfizm: ξ |_{F Y} ≃ ξ_+ ⊕ ξ_−. Netrudno videt~, qto ξ_+ = F ξ. Snabdim rassloenie ξ, a znaqit, i ξ_±, metrikoæ, invariantnoæ otnositel~no deæstviØ gruppy C_2, qerez Dξ i Sξ oboznaqim sootvetstvu¸wie rassloenie na ediniqnye diski i sferiqeskoe rassloenie.

Predloßenie 2.5 (izomorfizm Toma). Pust~ ξ – vektornoe n-

mernoe C_2-rassloenie. Togda

(1) izomorfizm Toma th_ξ : H^∗(Y ) → H^∗(Dξ, Sξ) induciruet dlØ

r ≤ ∞ izomorfizm spektral~nyh posledovatel~nosteæ rH^∗(Y ) →^r H^∗(Dξ, Sξ); (2) th_{F ξ}(w_∗(ξ_−)F_i(Y )) = F_{i+n}(Dξ, Sξ); (3) φ_∗(th_{F ξ} (w_∗(ξ_−)−)) = th_ξ φ_∗(−).

Predloßenie 2.6 (dvoæstvennost~ Aleksandera–Lefxeca).

Pust~ (Y, X) – n-mernoe otnositel~noe gladkoe C_2-mnogoobrazie. Togda:

(1) dlØ r ≤ ∞ nevyroßdennaØ bilineænaØ forma

Φ_{(Y,X)} : H^∗(Y, X) ⊗ H^∗(Y \ X) → F_2,

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 125

gde Φ_{(Y,X)}(x ⊗ y) = (x ∪ y) ∩ [Y, X], induciruet nevyroßdennu¸ bilineænu¸ formu

r Φ_{(Y,X)} :^rH^∗(Y, X) ⊗^rH^∗(Y \ X) → F_2;

dlØ r < ∞ differencialy^rd_{(Y,X)} i^rd_{Y \X} soprØßeny drug s drugom otnositel~no fftoæ formy;

(2) F_i(Y, X)^⊥ = w^{−1}_∗ F_{n−i−1}(Y \ X), gde w_∗ – polnyæ klass XtifelØ–Uitni normal~nogo rassloeniØ podmnogoobraziØ F (Y \ X) v Y \ X; (3)^∞Φ_{(Y,X)}(φ_∗x ⊗ φ_∗y) = Φ_{F (Y,X)}((w^{−1}_∗ x) ⊗ y) dlØ l¸byh x ∈ H^∗(F (Y, X)) i y ∈ H^∗(F (Y \ X)). Iz predloßeniØ 2.6 i formuly Vu vytekaet

Sledstvie 2.7. Pust~ (Y, X) – n-mernoe otnositel~noe gladkoe

C_2-mnogoobrazie. Togda

(Sq^{−1}F_i(Y, X))^⊥ = Sq^{−1}F_{n−i−1}(Y \ X).

§3. �ffektivnye prostranstva 3.1. Fil~tracii kolec kogomologiæ. Pust~ (Y, X) – C2-para

i F (Y, X) = (F Y, F X) – ee mnoßestvo nepodvißnyh toqek. V teoreme 2.1 vvedena vozrasta¸waØ fil~traciØ F_i(Y, X) kogomologiæ mnoßestva nepodvißnyh toqek pary H^∗(F (Y, X)). Spektral~- nu¸ posledovatel~nost~ invol¸cii takße budem rassmatrivat~ kak osobogo vida fil~traci¸ gruppy H^∗(Y, X) s dopolnitel~noæ strukturoæ na associirovannoæ graduirovannoæ gruppe.

3.1.1. (B, Z)-fil~traciØ kol~ca kogomologiæ. Pust~ (Y, X; c)

– C_2-para. Kak v [6], rB(Y, X) ⊂^rZ^∗(Y, X) ⊂ H^∗(Y, Z) – proobrazy grupp Im^rd_∗ i Ker^r d_∗, sootvetstvenno. Poloßim takße ∞B(Y, X) = ⋃_r B(Y, X);^∞Z(Y, X) = ⋂_r Z(Y, X). Netrudno videt~, qto

(1)^r B(Y, X),^rZ(Y, X) – odnorodnye podgruppy graduirovannoæ gruppy H^∗(Y, X) dlØ vseh r ≤ ∞;

126 I. O. KALININ

(2) 0 =^0B(Y, X) ⊂^1B(Y, X) ⊂ · · · ⊂^1Z(Y, X) ⊂^0Z(Y, X) = H^∗(Y, X); (3)^1B(Y, X) = Im (1 + c^∗),^1Z(Y, X) = Ker (1 + c^∗); (4)^∞Z(Y, X)/^∞B(Y, X) =^∞H(Y, X); (5) dlØ r < ∞ differencial^rd(Y, X) spektral~noæ posledovatel~nosti pary, induciruet odnorodnyæ izomorfizm stepeni 1 − r

d̃_r :^{r−1}Z/^rZ →^rB/^{r−1}B. (1)

Obratno, fil~traciØ (^∗B,^∗ Z) gruppy H^∗(Y, X) i izomorfizmy

{d̃_r} odnoznaqno opredelØ¸t spektral~nu¸ posledovatel~nost~ (^r H(Y, X),^rd). Faktiqeski postroena ffkvivalentnost~ meßdu kategorieæ spektral~nyh posledovatel~nosteæ i kategorieæ ob¨ektov so special~nogo vida fil~traciØmi ((B, Z)-fil~traciØmi) s dopolnitel~noæ strukturoæ na graduirovannom ob¨ekte, associirovannom s fftoæ fil~tracieæ (izomorfizmy d̃_i).

3.1.2. Vyroßdenie spektral~noæ posledovatel~nosti invol¸cii. V silu (1) imeem

dim (H^1(C_2, H^∗(Y, X)) = dim (H^∗(Y, X)) − 2dim (^1B(Y, X)); (2)

dim (H^∗(F (Y, X))) = dim (H^∗(Y, X)) − 2dim(^∞B(Y, X)). (3)

Opredelenie 3.1. C2-paru (Y, X), dlØ kotoroæ^1B(Y, X) =

∞B(Y, X) (t.e. spektral~naØ posledovatel~nost~ invol¸cii vy-

roßdaetsØ v qlene^2H^∗(Y, X) = H^1(C_2, H^∗(Y, X))) budem nazyvat~ GM -paroæ (GM -prostranstvom), esli X = ∅.

C_2-paru (Y, X) dlØ kotoroæ^∞B(Y, X) = 0 (t.e. spektral~naØ po-

sledovatel~nost~ invol¸cii vyroßdaetsØ v qlene^1H^∗(Y, X) =

H^∗(Y, X)) budem nazyvat~ M -paroæ (M -prostranstvom), esli X = ∅. Kak legko zametit~, C_2-para ØvlØetsØ GM -paroæ togda i tol~- ko togda, kogda

dim (H^∗(F (Y, X))) = dim (H^1(C_2, H^∗(Y, X))),

a C_2-para ØvlØetsØ M -paroæ togda i tol~ko togda, kogda

dim (H^∗(F (Y, X))) = dim (H^∗(Y, X)).

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 127

3.2. �ffektivnye prostranstva i kanoniqeskiæ izomorfizm ψ. Sledu¸wee predloßenie legko vytekaet iz togo, qto Sq –

avtomorfizm kol~ca H^∗(F (Y, X)).

Predloßenie-opredelenie 3.2. Pust~ (U, V ) – ffffektivnaØ C2-

para. Kompozici¸ gomomorfizmov moduleæ

H^i(F (U, V ))^{Sq}−−→ F_{2i}(U, V )^{pr}−→ F_{2i}(U, V ) F_{2i−1}(U, V ) φ_i −→^∞H^{2i}(U, V ) (4)

oboznaqim qerez ψ^i_{U,V} . Togda

(1) ψ^i_{U,V} – izomorfizm; (2) gomomorfizm ψ^∗_{U,V} = ⨁ ψ^i_{U,V} : H^∗(F (U, V )) →^∞H^∗(U, V ) – izomorfizm kolec. �

Predloßenie 3.3.

(1) Koneqnoe proizvedenie ffffektivnyh par – ffffektivnaØ pa- ra; (2) funkciØ ψ ot proizvedeniØ par ravna proizvedeni¸ funkciæ ψ ot sootvetstvu¸wih par.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz mul~tiplikativnosti Sq i pred-

loßeniØ 2.2. �

3.2.1. Vewestvennye rassloeniØ. Pust~ U – C2-prostranstvo.

Budem nazyvat~ Vewestvennym rassloeniem (s bol~xoæ bukvy

V!) C -vektornoe rassloenie nad U s lineænoæ antiinvol¸cieæ,

nakryva¸weæ invol¸ci¸ prostranstva U . Razmernost~¸ Vewestvennogo rassloeniØ ξ budem nazyvat~ ego razmernost~ nad C . Kak netrudno videt~, u rassloeniØ ξ |_{F U} suwestvu¸t odnoznaqno opredelennye C_2-podrassloeniØ invariantnyh i kosoinvariantnyh vektorov, oboznaqaemye dalee qerez ξ_+ i ξ_−, sootvetstvenno, i izomorfizm ξ |_{F U} ≃ ξ_+ ⊕ ξ_−. Oqevidno, qto F ξ = ξ_+ ≃ ξ_−. Snabdim rassloenie ξ C_2- invariantnoæ ffrmitovoæ metrikoæ; qerez Dξ i Sξ oboznaqim sootvetstvu¸wie rassloeniØ na ediniqnye diski i sfery.

128 I. O. KALININ

Predloßenie 3.4. Pust~ U — ffffektivnoe prostranstvo, ξ –

Vewestvennoe rassloenie nad U . Togda

(1) ψ^∗_U (w_i(F ξ)) = c_i(ξ);

(2) (Dξ, Sξ) – ffffektivnaØ para;

(3) ψ_{(Dξ,Sξ)}th_{F ξ} = th_ξψ_U , gde th_ξ : H^∗(Y ) → H^∗(Dξ, Sξ) – izomorfizm Toma.

Dokazatel~stvo. (1) �to sleduet iz teoremy 1.2, primenennoæ

k sootvetstvu¸wemu mnogoobrazi¸ Grassmana.

(2) Pust~ dim ξ = k, pust~ u_+ ∈ H^k(F (Dξ, Sξ)), u_ξ ∈ H^{2k}(Dξ, Sξ) – klassy Toma rassloeniæ ξ_+ i ξ. Kak izvestno, Sq u_+ = w(ξ_+)u_+. Iz togo, qto dlØ Vewestvennogo rassloeniØ ξ rassloeniØ ξ_− i

ξ_+ izomorfny, i predloßeniØ 2.5 vytekaet sledu¸waØ cepoqka

ravenstv:

F_i(Dξ, Sξ) = th_{F ξ}(w(ξ_−)F_{i−2k}(U ) = Sq u_+ · Sq (H^{≤i/2−k}(F U )) = Sq (u_+ · H^{≤i/2−k}(F U )) = Sq (H^{≤i/2}(F (Dξ, Sξ)), t.e. (Dξ, Sξ) – ffffektivnaØ para.

(3) Dostatoqno zametit~, qto ψ_{(Dξ,Sξ)}(u_+) = u_ξ. �

Dokazatel~stvo sledu¸wego predloßeniØ analogiqno predyduwemu s toæ razniceæ, qto my dolßny vospol~zovat~sØ predloßeniem 2.6.

Predloßenie 3.5. Pust~ (U, V ) – otnositel~no gladkoe C2-

mnogoobrazie, kasatel~noe rassloenie kotorogo nad U \ V C_2- izomorfno Vewestvennomu rassloeni¸.

(1) Togda (U, V ) – ffffektivnaØ para togda i tol~ko togda, kogda U \ V – ffffektivnoe prostranstvo.

(2) Esli (U, V ) – ffffektivnaØ para, to dlØ l¸byh x ∈

H^∗(F (U, V )) i y ∈ H^∗(F (U \ V )) spravedlivo

Φ_{(F U,F V )}(x, y) =^∞Φ_{(U,V )}(ψ_{(U,V )}(x), ψ_{(U\V )}(y)),

gde Φ,^∞Φ — formy indeksov pereseqeniØ (sm. predloßenie 2.6). �

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 129

3.2.2. Kogomologii ffffektivnyh prostranstv ne smexiva¸t- sØ. Predloßenie 3.6. Pust~ (Z, Y, X) – C2-troæka takaØ, qto C2-

pary (Y, X) i (Z, Y ) ffffektivny. Togda graniqnyæ gomomorfizm δ : H^∗(F (Y, X)) → H^{∗+1}(F (Z, Y )) gomologiqeskoæ posledovatel~nosti troæki trivialen.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ H^i(F (Y, X)) i δ(x) ≠ 0. Togda

Sq δ(x) ∈ F_{2i+2}(Z, Y )\F_{2i+1}(Z, Y ), qto protivoreqit predloßeni¸

2.3, tak kak Sq x ∈ F_{2i}(Y, X) i δ(Sq x) ∈ F_{2i+1}(Z, Y ).

V nißesledu¸weæ teoreme 3.7, obobwa¸weæ predloßenie 3.6, utverßdaetsØ, qto kogomologii mnoßestva nepodvißnyh toqek

C_2-prostranstva, skleennogo iz ffffektivnyh M -prostranstv,

ØvlØ¸tsØ summoæ kogomologiæ mnoßestva nepodvißnyh toqek fftih kuskov. Takim obrazom, spektral~naØ posledovatel~nost~, associirovannaØ s sootvetstvu¸weæ fil~tracieæ, vyroßdaetsØ. Zametim, qto dlØ kogomologiæ samogo C_2-prostranstva ffto ne vsegda tak.

�ta teorema ØvlØetsØ osnovoæ dlØ rØda utverßdeniæ o vyroßdennosti spektral~nyh posledovatel~nosteæ, svØzannyh s kogomologiØmi mnoßestva nepodvißnyh toqek. V otliqie ot predyduwih predloßeniæ, dokazatel~stvo fftoæ teoremy trebuet razvitiØ nekotoroæ tehniki, svØzannoæ s kategorieæ fil~trovannyh moduleæ i gomomorfizmami, sil~no soglasovannymi s fil~traciØmi, i, tak kak ffti rezul~taty ne ispol~zu¸tsØ v nastoØweæ rabote, oni budut privedeny bez dokazatel~stva. Avtor namerevaetsØ posvØtit~ fftoæ teme otdel~nu¸ rabotu (sm. [5]).

Teorema 3.7. Pust~ (U, V ) – C2-para, pust~ V = U−1 ⊂ U0 ⊂ · · · ⊂

U_k = U – koneqnaØ C_2-fil~traciØ pary (U, V ) takaØ, qto

(1) (U_i, U_{i−1}) – ffffektivnaØ para dlØ vseh i, i (2) (U_i, U_{i−1}) – M -para dlØ 1 ≤ i ≤ k − 1.

Togda graduirovannye F_2-moduli H^∗(F U, F V ) i ⊕ H^∗(F U_i, F U_{i−1}) izomorfny. �

Sledstvie 3.8 (iz teorem 3.7 i 1.2). Pust~ X → Y – lokal~no

trivial~noe vewestvennoe algebraiqeskoe rassloenie so sloem Z, dlØ kotorogo vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(1) C Z – ffffektivnoe M -prostranstvo;

130 I. O. KALININ

(2) Y dopuskaet vewestvennoe “kletoqnoe razloßenie”. Togda graduirovannye F_2-moduli H^∗(RX) i H^∗(RY ) ⊗ H^∗(RZ) izomorfny. �

3.3. Primery ffffektivnyh C2-par i ffffektivnyh C2-prostranstv. Sledu¸wee predloßenie ØvlØetsØ oqevidnym sledstvi-

em teoremy 1.2.

Predloßenie 3.9. C2-prostranstva, sootvetstvu¸wie sledu¸-

wim vewestvennym algebraiqeskim mnogoobraziØm, – ffffektivnye M -prostranstva:

(1) C P^N – proektivnoe prostranstvo; (2) C Gr(N, k) – mnogoobrazie Grassmana; (3) C F l(N ; a1, . . . , ar) – mnogoobrazie flagov;

(4) C Qn,n , gde Qn,k – kvadrika v P^{n+k−1}, zadavaemaØ uravneniem

x^2_1 + . . . + x^2_n − y^2_1 − . . . − y^2_n = 0. �

3.4. Dokazatel~stvo teoremy 1.2.

Lemma 3.10. Pust~ (Y, Z) – ffffektivnaØ M -para, Z – ffffektiv-

noe M -prostranstvo. Togda

(1) Y – M -prostranstvo;

(2) imeet mesto korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~

0 →^∞H^∗(Y, Z) →^∞H^∗(Y ) →^∞H^∗(Z) → 0;

(3) esli Y \ Z C_2-gomeomorfno vewestvennomu affinnomu prostranstvu s invol¸cieæ kompleksnogo soprØßeniØ, to Y – ffffektivnoe prostranstvo.

Dokazatel~stvo. (1), (2) Rassmotrim gomologiqesku¸ posledo-

vatel~nost~ pary (Y, Z):

0 → Ker (p) → H^∗(Y, Z)^p−→ H^∗(Y ) → H^∗(Z) → Ker (p) → 0.

Kak netrudno videt~,

dim (H^∗(Y )) + 2dim (Ker (p)) = dim (H^∗(Y, Z)) + dim (H^∗(Z));

v silu predloßeniØ 3.6

dim (H^∗(F Y )) = dim (H^∗(F (Y, Z) + dim (H^∗(F Z)).

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 131 VyqitaØ odno ravenstvo iz drugogo, tak kak (Y, Z) – M -para i Z – M -prostranstvo, poluqaem, qto Ker (p) = 0 i Y – M - prostranstvo.

(3) Pust~ Y \ Z izomorfno k-mernomu affinnomu prostranstvu. Togda H^∗(F (Y, Z)) = H^k(F (Y, Z)) i F_i(Y, Z) = { 0, esli i < 2k; H^k(F (Y, Z)), esli i ≥ 2k. V silu lemmy 3.10 toqna posledovatel~nost~ 0 → F_i(Y, Z) → F_i(Y )^q−→ F_i(Z) → 0. Sledovatel~no, toqna posledovatel~nost~

0 → Sq^{−1}F_i(Y, Z) → Sq^{−1}F_i(Y )^q−→ Sq^{−1}F_i(Z) → 0

Poskol~ku (Y, Z) – ffffektivnaØ para i Z – ffffektivnoe prostranstvo, spravedlivy ravenstva:

Sq^{−1}F_i(Y, Z) = H^{≤i/2}(F (Y, Z)); Sq^{−1}F_i(Z) = H^{≤i/2}(F Z).

Dokaßem, qto Sq^{−1}F_i(Y ) = H^{≤i/2}(F Y ). Pust~ ffto ne tak. Togda

i ≥ 2k i naædetsØ y ∈ Sq^{−1}F_i(Z) \ H^{≤i/2}(F Y ). Predstavim y v

vide y = y_0 + y_1, gde y_0 ∈ H^{≤i/2}(F Y ) i y_1 ∈ H^{>i/2}(F Y ). V silu predpoloßeniØ y_1 ≠ 0, no q(y_1) = 0, sledovatel~no, y_1 – obraz nenulevogo fflementa iz H^{>i/2}(F (Y, Z)). No gruppa H^{>i/2}(F (Y, Z)) – trivial~na. Protivoreqie. �

Dokazatel~stvo teoremy 1.2. V silu posledneæ lemmy i pred-

loßeniØ 3.5 teorema dokazyvaetsØ oqevidnoæ indukcieæ po qislu “kletok”. �

3.4.1. Pust~ U – prostranstvo, ξ – vektornoe rassloenie. Budem

oboznaqat~ qerez P(ξ), Gr(ξ, k), F l(ξ; a1, . . . , ar) total~nye prostranstva rassloeniæ, associirovannyh s ξ, so sloØmi P^{dim ξ−1}, Gr(dimξ, k), F l(dim ξ; a1, . . . , ar), sootvetstvenno.

Pust~ U – C_2-prostranstvo, ξ – vewestvennoe rassloenie. Togda prostranstva C P (ξ), C Gr(ξ, k), C F l(ξ, a_1 , . . . , a_r) estestvennym obrazom ØvlØ¸tsØ C_2-prostranstvami, tak kak C P^{dim ξ−1},

C Gr(dim ξ, k), C F l(dim ξ; a1, . . . , ar) – C2-prostranstva.

132 I. O. KALININ

Predloßenie 3.11. Pust~ U – ffffektivnoe C2-prostranstvo, ξ

– Vewestvennoe rassloenie nad U . Togda

(1) C_2-prostranstva C P (ξ), C Gr(ξ, k), C F l(ξ; a_1 , . . . , a_r) ffffektivny;

(2) esli U – M -prostranstvo, to C P (ξ), C Gr(ξ, k),

C F l(ξ; a1 , . . . , ar) – M - prostranstva;

(3) esli U – GM -prostranstvo, to C P (ξ), C Gr(ξ, k),

C F l(ξ; a1 , . . . , ar) – GM -prostranstva.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1.3. Netrudno proverit~ spra-

vedlivost~ sledu¸wego utverßdeniØ.

Lemma 3.12. Pust~ V – koneqnomernyæ F2-modul~, pust~ gruppa

C_2 deæstvuet trivial~no na V i perestanovkoæ somnoßiteleæ na V ⊗ V . Togda diagonal~noe otobraßenie Δ : V → V ⊗ V (ne obØzatel~no lineænoe!) induciruet izomorfizm

Δ^∗ : V = H^1(C_2, V ) −→ H^1(C_2, V ⊗ V ). �

Primeniv utverßdenie lemmy k V = H^∗(X) i V ⊗ V = H^∗(X × X), poluqaem Δ^∗ : H^∗(X) −→^2H^∗(X × X) – izomorfizm, sledovatel~no, X × X – GM -prostranstvo. Ostalos~ pokazat~, qto

Sq (H^{≤k}(X)) ⊂ F_{2k}(X × X) i Δ^∗ = ψ_{X×X} . Dokazatel~stvo sledu-

¸weæ lemmy sostoit v nesloßnyh prØmyh vyqisleniØh.

Lemma 3.13. Pri l¸bom N > 0 utverßdenie predloßeniØ spra-

vedlivo dlØ X = RP^N. �

Lemma 3.14. Pust~ n > 0. Togda dlØ dostatoqno bol~xih N spra-

vedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(1) F_{2n}(S × S) ⊂ Sq H^{≤n}(S); (2) kompoziciØ gomomorfizmov H^n(S)^{Sq}−−→ F_{2n}(S × S) → F_{2n}(S × S) F_{2n−1}(S × S) φ2_n −−→^∞H^{2n}(S × S) (5) perevodit klass τ v τ × τ , gde S = Ske^N K(C_2, n) – N -mernyæ ostov sootvetstvu¸wego prostranstva �ælenberga–Makleæna, τ ∈ H^n(S) – obraz fundamental~nogo klassa prostranstva K(C_2, n).

Dokazatel~stvo. DlØ N1 > 2n oboznaqim qerez P proizvedenie

n ffkzemplØrov RP^{N1}, poloßim u = u_1 × . . . × u_1 ∈ H^n(P ), gde u_1 –

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 133 obrazu¸waØ gruppy H^1(RP^{N1}). Otobraßenie P → K(C_2, n), sootvetstvu¸wee klassu u, propuskaetsØ qerez Ske^N (K(C_2, n)) dlØ nekotorogo N . Kak izvestno, otobraßenie ρ : P → Ske^N (K(C_2, n)) induciruet monomorfizm

ρ^∗ : H^{≤2n}(Ske^N (K(C_2, n))) → H^{≤2n}(P ).

V silu lemmy 3.13 dlØ prostranstva P spravedlivy utverßdeniØ predpoloßeniØ, sledovatel~no,

ρ^∗(F_{2n}(S × S)) ⊂ Sq H^{≤n}(P ) ∩ ρ^∗(H^{≤2n}(S)),

a, znaqit, Sq^{−1}F_{2n}(S ×S) ⊂ H^{≤n}(S), qto oznaqaet spravedlivost~ utverßdeniØ 1 lemmy.

Utverßdenie 2 vytekaet iz lemmy i estestvennosti kompozicii 5. �

Prostranstvo X gomotopiqeski ffkvivalentno koneqnomu kletoqnomu prostranstvu, i, v silu estestvennosti, iz lemmy 3.14 vytekaet, qto Sq (H^{≤k}(X)) ⊂ F_{2k}(X × X) i Δ^∗ = ψ_{X×X} .

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1.1. Pust~ xk ∈ H^k(F X). V silu

predloßeniØ 2.4 Sq^{2i}φ_∗(x_k) = φ_∗(Ŝq^{2i}x_k). Sledovatel~no, dostatoqno pokazat~, qto

Sq Sq^ix_k ≡ Ŝq^{2i}Sq x_k (mod F_{2i+2k−1}(X)),

ili, qto ravnosil~no,

(Sq^i + Sq^{−1}Ŝq^{2i}Sq )x_k ∈ H^{≤k+i−1}(F X). (6)

Poslednee utverßdenie zavisit tol~ko ot prostranstva F X i qisel i i k. V silu predloßeniØ 1.3 dlØ prostranstva (F X ×

F X, t) vypolnØetsØ (6), qto i dokazyvaet utverßdenie 3.

UtverßdeniØ 1 i 2 predloßeniØ legko sledu¸t iz togo, qto

Sq : H^∗(U, V ) → H^∗(U, V ) – izomorfizm kolec.

§4. Qetnye rassloeniØ

Rassmotrim nad C_2-prostranstvom Y Vewestvennoe rassloenie ξ s qetnym klassom �ælera. Posledovatel~nost~ pary

(Dξ, Sξ) dlØ takih rassloeniæ prevrawaetsØ v korotku¸ toqnu¸

rasweplØ¸wu¸sØ posledovatel~nost~ H^∗(Y )-moduleæ 0 → H^∗(Dξ)^{pξ}−→ H^∗(Sξ)^{δξ}−→ H^∗(Dξ, Sξ) → 0. (7)

134 I. O. KALININ �ta posledovatel~nost~ induciruet posledovatel~nost~ spektral~nyh posledovatel~nosteæ 0 →^rH^∗(Dξ)^{rpξ}−−→^r H^∗(Sξ)^{rδξ}−−→^r H^∗(Dξ, Sξ) → 0. (8) Nas budut interesovat~ Vewestvennye rassloeniØ, dlØ kotoryh poslednØØ posledovatel~nost~ toqna i rasweplØetsØ.

4.1. Qetnye rassloeniØ.

Opredelenie 4.1. Budem nazyvat~ Vewestvennoe k-mernoe ras-

sloenie ξ qetnym, esli naædetsØ fflement ρ_ξ ∈^∞Z^{2k−1}(Sξ) (sm. p. 3.1.1) takoæ, qto δ_ξ (ρ_ξ) = u_ξ – klass Toma rassloeniØ ξ. Klass

ρ_ξ opredelen odnoznaqno po modul¸ podgruppy p_ξ(^∞Z^{2k−1}(Dξ)).

Predloßenie 4.2. Pust~ ξ – Vewestvennoe rassloenie. Togda

sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

(1) ξ – qetno;

(2) gomomorfizm^r δ :^r H^∗(Sξ) →^r H^∗(Dξ, Sξ) – ffpimorfizm dlØ l¸bogo 1 ≤ r ≤ ∞;

(3) gomomorfizm^rp :^rH^∗(Dξ) →^rH^∗(Sξ) – monomorfizm dlØ l¸bogo 1 ≤ r ≤ ∞;

(4) posledovatel~nost~^rH^∗(Dξ)-moduleæ (8) toqna i rasweplØetsØ dlØ l¸bogo 1 ≤ r ≤ ∞.

Sledstvie 4.3. Pust~ ξ – qetnoe k-mernoe rassloenie. Togda

klassy w_{2k}(ξ) i w_k(F ξ) trivial~ny.

Predloßenie 4.4.

(1) Vewestvennoe rassloenie, soderßawee qetnoe podrasloenie, qetno.

(2) Rassloenie, inducirovannoe iz qetnogo, qetno. (3) Pust~ ξ – Vewestvennoe k-mernoe rassloenie nad GM - prostranstvom Y . Pust~ libo klassy w_{2k}(ξ) i w_k(F ξ) trivial~ny, libo klass w_{2k}(ξ) trivialen i Y – ffffektivno. Togda ξ – qetnoe i Sξ – GM -prostranstvo.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.2. (1) ⇒ (2) Rassmotrim gomo-

morfizm^r H^∗(Y )-moduleæ^rH^∗(Dξ, Sξ) →^rH^{∗−1}(Sξ), perevodØwiæ klass^r u_ξ – obraz klassa Toma v^rρ – obraz fflementa ρ_ξ v gruppe

rH^∗(Sξ). �to morfizm spektral~nyh posledovatel~nosteæ, ras-

weplØ¸wiæ morfizm^rδ :^r H^∗(Sξ) →^rH(Dξ, Sξ).

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 135

(2) ⇒ (4) Iz s¸r¨ektivnosti gomomorfizma^1δ = δ_ξ i toqnosti

posledovatel~nosti pary (Dξ, Sξ) sleduet toqnost~ posledovatel~nosti (7).

Toqnost~ posledovatel~nosti (8) teper~ dokazyvaetsØ oqevidnoæ indukcieæ po r.

(3) ⇒ (4) – dokazyvaetsØ analogiqno. (4) ⇒ (3) – oqevidno.

(4) ⇒ (1)^rH^∗(Y )-modul~^rH^∗(Dξ, Sξ) – svobodnyæ odnomer-

nyæ modul~, poroßdennyæ klassom^ru_ξ, sledovatel~no, posledovatel~nost~ (8) rasweplØetsØ. Kak oqevidno, moßno vybrat~ soglasovannye raswepleniØ. Obraz klassa u_ξ pri postroennom rasweplenii i budet iskomym fflementom. �

Dokazatel~stvo sledstviØ 4.3. Iz toqnosti posledovatel~no-

sti (7) sleduet trivial~nost~ klassa w_{2k}(ξ), iz toqnosti posledovatel~nosti (8) dlØ r = ∞ sleduet toqnost~ posledovatel~no- sti 0 → H^∗(F Dξ) → H^∗(F Sξ) → H^∗(F (Dξ, Sξ)) → 0, (9) otkuda vytekaet trivial~nost~ klassa w_k(F ξ). �

Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.4. Pust~ ξ – qetnoe podras-

sloenie Vewestvenogo rassloeniØ η. Gomomorfizmy vkl¸qeniØ induciru¸t kommutativnyæ kvadrat rH^∗(Dη)^{r pη}−−−−→^rH(Sη) in1 in2 rH^∗(Dξ)^{r pξ}−−−−→^r H(Sξ). V silu predloßeniØ (4.2) suwestvuet rasweplenie q monomorfizma p_ξ . Netrudno videt~, qto gomomorfizm in_1 – izomorfizm i in^{−1}_1 ∘q ∘ in_2 – rasweplenie gomomorfizma^rp_η. Znaqit,^rp_η – monomorfizm dlØ vseh 0 ≤ r ≤ ∞, qto vsledstvie predloßeniØ 4.2 i dokazyvaet utverßdenie 1.

Utverßdenie 2 oqevidno (poloßim ρ_f�_ξ = f^∗(ρ_ξ)). DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 3 zametim, qto v oboih sluqaØh klassy w_{2k}(ξ) i w_k(F ξ) trivial~ny. Zametim, qto posledovatel~nosti (7) i (9) toqny. Primeniv k toqnoæ posledovatel~- nosti (7) funktor H^1(C_2, −), poluqaem toqnu¸ posledovatel~- nost~_2 H^∗(Dξ)^{2p}−→^2H^∗(Sξ)^{2δ}−→^2H^∗(Dξ, Sξ),

136 I. O. KALININ iz toqnosti kotoroæ vytekaet neravenstvo

dim (^2H^∗(Sξ)) ≤ dim (^2H^∗(Dξ)) + dim (^2H^∗(Dξ, Sξ)).

Teper~ iz ravenstva

dim (H^∗(F Sξ) = dim (H^∗(F Dξ)) + dim (H^∗(F (Dξ, Sξ))

i togo, qto Y – GM -prostranstvo, sleduet, qto Dξ – GM - prostranstvo i (Dξ, Sξ) – GM -para. Znaqit,^2p – monomorfizm, i Sξ – GM -prostranstvo. Pofftomu^rp – monomorfizm dlØ vseh r. 4.2. Harakteristiqeskiæ klass qetnyh rassloeniæ nad ffffektivnymi prostranstvami. Pust~ ξ – qetnoe rassloenie nad

C_2-prostranstvom. Togda posledovatel~nosti (8) i (9) toqny i

rasweplØ¸tsØ. Voznikaet vopros: moßno li vybrat~ ffti raswepleniØ soglasovannymi? OkazyvaetsØ, qto prepØtstvie k fftomu – neodnorodnyæ kogomologiqeskiæ klass kol~ca H^∗(F Y ).

V silu predloßeniØ 4.2 posledovatel~nosti (8) dlØ r = ∞ i (9)^∞H^∗(Y )- i, sootvetstvenno, H^∗(F Y )-moduleæ toqny i rasweplØ¸tsØ. Oboznaqim obrazy klassov Toma^∞u_ξ i u_{F ξ} dlØ kakih-libo raswepleniæ qerez^∞ρ i ρ_{F ξ} , ffto klassy iz grupp

∞H^{2k−1}(Sξ) i, sootvetstvenno, H^{k−1}(F Sξ). Oboznaqim qerez ρ̃

“pod¨em” klassa^∞ρ v gruppu H^∗(F Sξ), t.e. ρ̃ ∈ F_{2k−1}(Sξ) i

φ(ρ̃) =^∞ρ.

Predloßenie-opredelenie. Pust~ Y – ffffektivnoe prostran-

stvo, ξ – qetnoe rassloenie razmernosti k.

(1) Togda naædetsØ klass α ∈ H^∗(F Dξ), dlØ kotorogo p_{F ξ}(α) +

Sq^{−1}ρ̃ + ρ ∈ F_{2k−2}(Sξ), gde p_{F ξ} : H^∗(F Dξ) → H^∗(F Sξ) – gomomorfizm vkl¸qeniØ.

(2) Pust~ α = α_0 + α_1 + . . . , gde α_i ∈ H^i(F Dξ). Togda fflement α_k + α_{k+1} + . . . zavisit tol~ko ot rassloeniØ ξ i budet oboznaqat~sØ qerez α(ξ). Vvidu oqevidnogo ravenstva H^∗(F Y ) = H^∗(F Dξ) budem sqitat~, qto α(ξ) ∈ H^∗(F Y ).

Dokazatel~stvo. Kak izvestno, Sq uF ξ = w∗(F ξ)uF ξ , ots¸da, v

silu predloßeniØ 3.4, sleduet, qto Sq u_{F ξ} – “podnØtie” fflementa

∞u_ξ, t.e. φ_∗(Sq u_{F ξ}) =^∞u_ξ. Pofftomu Sq ρ+ρ̃ ∈ F_{2k−2}(Sξ)+Im (p_{F ξ} ),

sledovatel~no,

Sq ρ + ρ̃ ≡ p_{F ξ} (α) (mod F_{2k−2}(Sξ))

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 137 dlØ nekotorogo fflementa α ∈ H^∗(F Dξ).

Vyberem drugie fflementy ρ^1_F , ρ̃^1, α^1. Togda

ρ^1_F ≡ ρ_F mod p_{F ξ} (H^{k−1}(F Y )), ρ̃^1 ≡ ρ̃ mod(F_{2k−2}(Sξ) + p_{F ξ}(F_{2k−1}(Y )).

Y – ffffektivno, znaqit, F_{2k−1}(Y ) = F_{2k−2}(Y ), sledovatel~no,

ρ̃_1 ≡ ρ̃ (mod F_{2k−2}(Sξ)). V silu toqnosti posledovatel~nosti (8)

dlØ r = ∞ gomomorfizm fil~trovannyh moduleæ p_{F ξ} sil~no soglasovan s fil~tracieæ, t.e.

p_{F ξ} (F_i(Y )) = p_{F ξ}(H^∗(F Y )) ∩ F_i(Sξ),

sledovatel~no,

Sq α^1 ≡ Sq α mod(F_{2k−2}(Y ) + Sq H^{k−1}(F Y )).

Tak kak Y ffffektivno, poslednee sravnenie ravnosil~no sledu- ¸wemu: α^1 ≡ α (mod H^{≤k−1}(F Y )).

Predloßenie 4.6. Pust~ ξ – qetnoe k-mernoe rassloenie nad fff-

fektivnym prostranstvom Y .

(1) Pust~ f : X → Y – C_2-otobraßenie, X – ffffektivno. Togda

α(f^∗(ξ)) = f^∗(α(ξ)).

(2) Pust~ η – Vewestvennoe m-mernoe rassloenie nad Y . Togda α(ξ ⊕ η) = α(ξ)w_m(F η). Dokazatel~stvo. V silu predloßeniØ 4.2 f^∗ξ qetno i v kaqestve

ρ̃_f�_ξ i ρ_{F f}�_ξ moßno vybrat~ f^∗(ρ̃_ξ ) i f^∗(ρ_{F ξ} ). Utverßdenie (1)

dokazano.

Pust~ ξ – k-mernoe, η – n-mernoe vektornoe rassloenie nad koneqnym toqnym prostranstvom X, pust~ w_k(ξ) = 0. Togda posledovatel~nost~ Gizina rassloeniØ ξ prinimaet vid

0 → H^∗(Y ) → H^∗(Sξ) → H^∗(Y ) → 0. (10)

Kak netrudno videt~, klass w_{k+m}(ξ ⊕ η) trivialen, sledovatel~- no, dlØ rassloeniØ S(ξ ⊕ η) posledovatel~nost~ vida (7) toqna. Rassloenie Sξ ØvlØetsØ podrassloeniem rassloeniØ S(ξ ⊕ η), pofftomu suwestvuet kommutativnaØ diagramma 0 −−−−−→ H�(Y ) −−−−−→ H�(S(ξ ⊕ η)) −−−−−→ H�(Y ) −−−−−→ 0 ‖ ‖ ‖ in� 0 −−−−−→ H�(Y ) −−−−−→ H�(S(ξ)) −−−−−→ H�(Y ) −−−−−→ 0. (11)

138 I. O. KALININ Po oqevidnym soobraßeniØm ona odnoznaqno dostraivaetsØ do morfizma korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ. Oboznaqim sootvetstvu¸wiæ gomomorfizm qerez f : H^∗(Y ) → H^∗(Y ). Netrudno proverit~ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 4.7. f(x) = wm(η) ∪ x. �

Pust~ teper~ ξ – qetnoe rassloenie. Togda v silu predloßeniØ 4.4 rassloenie ξ⊕η qetno, pust~ ρ_ξ i ρ_{ξ⊕η} – sootvetstvu¸wie rasweplØ¸wie fflementy.

V silu lemmy 4.7

in^∗(ρ_{ξ⊕η} ) ≡ w_{2m}(η) · ρ_ξ mod p_ξ(^∞Z^{2k−1}(Y )).

Gruppa^∞H^{2k−1}(Y ) trivial~na, tak kak C_2-prostranstvo Y ffffektivno, sledovatel~no,^∞ in(^∞ρ_{ξ⊕η} ) = w_{2m}(η) ·^∞ ρ_ξ i, v silu predloßeniØ 3.4

(F ∈)^∗(ρ̃_{ξ⊕η} ) = Sq w_m(F η) · ρ̃_ξ .

Analogiqno, ρ_{F (ξ⊕η)} = w_m(F η) · ρ_{F ξ} .

Iz kommutativnosti diagrammy (11) dlØ rassloeniæ F S(ξ ⊕η) i F (Sξ) sleduet utverßdenie (2) predloßeniØ 4.6. �

4.2.1. Vyqislenie klassa α(ξ) dlØ nekotoryh rassloeniæ ξ. V

fftom punkte budet vyqislen klass α(ξ) dlØ qetnogo rassloeniØ ξ, C_2-izomorfnogo summe lineænyh Vewestvennyh rassloeniæ.

Predloßenie 4.8. Pust~ ξ – Vewestvennoe k-mernoe rassloenie

nad vewestvennym algebraiqeskim mnogoobraziem Y , dlØ kotorogo (1) rassloenie ξ soderßit qetnoe podrassloenie η i libo rassloenie ξ/η qetno, libo η C_2-izomorfno lineænomu vewestvennomu algebraiqeskomu rassloeni¸, i (2) C_2-prostranstvo C Y ffffektivno.

Togda

(1) imeem α(ξ) = { 0, esli c_1(ξ) ≡ 0 mod 4;

w_{k−1}(F ξ)(t + t^2 + . . . + t^{2i} + . . . ) v protivnom sluqae;

gde t nekotoryæ fflement gruppy H^1(F Y );

(2) naædetsØ z ∈ H^{2k}(C Y ; Z) takoæ, qto 2z = c_k(ξ), z ∈

∞Z(C Y ) i ψ(α^k(ξ)) = z, gde z – redukciØ po modul¸ 2 klas-

sa z, z – obraz v gruppe^∞H^{2k}(Y ) klassa z i α^k(ξ) — k-Ø komponenta klassa α(ξ).

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 139

Dokazatel~stvo. Esli η i ξ/η – qetnye, to v silu predloßeniØ

4.6 α(ξ) = 0 i, krome togo, c_k(ξ) ≡ 0 mod 4. Pofftomu ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda η C_2-izomorfno qetnomu lineænomu vewestvennomu algebraiqeskomu rassloeni¸.

Pokaßem, qto rassloenie η inducirovano iz qetnogo rassloeniØ nad C P^N . Kak izvestno, vewestvennye lineænye algebraiqeskie rassloeniØ otnositel~no tenzornogo proizvedeniØ obrazu¸t gruppu, oboznaqaemu¸ Pic (Y ). Vospol~zuemsØ ee izvestnym vyraßeniem qerez fftal~nye kogomologii:

Pic (Y ) = H^1_{et}(Y, G ).

ToqnaØ posledovatel~nost~ Kummera

0 → μ_2 → G^{×2}−−→ G → 0

induciruet toqnu¸ posledovatel~nost~

Pic (Y )^{⊗2}−−→ Pic (Y )^δ−→ H^2_{et}(Y, μ_2).

Lemma 4.9. Pust~ η – lineænoe vewestvennoe algebraiqeskoe ras-

sloenie nad GM -prostranstvom i c_1(C η) ≡ 0 (mod 2). Togda δ(η) = 0. Dokazatel~stvo. V silu sovpadeniØ fftal~nyh i ffkvivariant-

nyh kogomologiæ (sm. p. 0.0.1)

H^∗_{et}(Y ) = H^∗_G(C CY ),

gde H^∗_G(C CY ) – ffkvivariantnye kogomologii BorelØ C_2-prostranstva C Y . Pust~ Pic C(C Y ) – gruppa Pikara nad C . Kak oqevidno, δC(η) = c_1(η). Iz kommutativnosti diagrammy

Pic (Y )^δ−−−−→ H^2_{et}(Y, μ_2) = H^2_{et}(Y, F_2)

Pic C(C Y )^{δCC}−−−−→ H^2et(C Y, μ2 )=H^2(C Y, F2 )

sleduet, qto pri zabyvanii vewestvennoæ struktury klass δ(η) perehodit v c_1(C η) – redukci¸ klassa c_1(C η) po modul¸ 2. Zametim, qto dlØ GM -prostranstva C Y sledu¸waØ posledovatel~- nost~ toqna:

0 → F_1(Y ) → H^2_G(C Y ) → H^2(C Y ).

140 I. O. KALININ Tak kak η – qetnoe rassloenie, to c_1(C Cη) = 0, znaqit δ(η) ∈

F_1(C Y ).

Netrudno videt~, qto dlØ kanoniqeskogo lineænogo rassloeniØ λ nad RP^N spravedlivo ravenstvo δ(η) = Sq w_1(λ). V silu estestvennosti gomomorfizma δ i qetnosti rassloeniØ η imeem

δ(η) = w_1(Rη) i klass w_1(Rη) trivialen. �

V silu lemmy η = ζ ⊗ ζ dlØ nekotorogo ζ ∈ Pic (Y ). Vewestvennogo rassloenie C ζ inducirovano iz λ – kanoniqeskogo lineænogo Vewestvennogo rassloeniØ nad (C P^N , conj), sledovatel~- no, rassloenie η inducirovano iz qetnogo rassloeniØ λ ⊗ λ nad

(C P^N , conj). DlØ poslednego rassloeniØ proverka utverßdeniæ

predloßeniØ sostoit v nesloßnyh prØmyh vyqisleniØh.

Teper~ utverßdeniØ predloßeniØ vyteka¸t iz predloßeniØ 4.6. �

§5. Dokazatel~stva

DlØ C_2-pary (Y, X) poloßim ∂(Y, X) =^∞B(Y, X)/^1B(Y, X), ϑ(Y, X) =^1Z(Y, X)/^∞Z(Y, X); ffto – odnorodnyæ podmodul~ i, sootvetstvenno, faktormodul~ graduirovannogo modulØ^2H^∗(Y, X). V silu postroeniæ p. 3.1 moduli ∂(Y, X) i ϑ(Y, X) snabßeny odnorodnymi fil~traciØmi 0 ⊂ ∂_2(Y, X) ⊂ ∂_3(Y, X) ⊂ · · · ⊂ ∂(Y, X), ϑ(Y, X) ⊃ ϑ_2(Y, X) ⊃ ϑ_3(Y, X) ⊃ . . . (12) i izorfizmom bigraduirovannyh grupp d : gr ϑ(Y, X) → gr ∂(Y, X). (RazumeetsØ, ∂(Y, X) ⊂ ϑ(Y, X) i^∞H^∗(Y, X) = ϑ(Y, X)/∂(Y, X).) Cel~ fftogo paragrafa – vyqislit~ razmernost~ F_2-modulØ

∂(X) dlØ interesu¸wego nas C_2-prostranstva X. DlØ fftogo vy-

qislim razmernosti moduleæ ∂(X)∩Im (^2 in_{Y /X}) (sm. predloßenie 5.1) i ∂(X)/(∂(X) ∩ Im (^2 in_{Y /X} )) (sm. predloßeniØ 5.5, 5.8).

5.1. Vyqislenie dim (∂(X) ∩ Im (^2in_{Y /X} )).

Predloßenie 5.1. Pust~ dlØ C2-pary (Y, X) vypolneny usloviØ:

(1) Y – ffffektivnoe GM -prostranstvo; (2) X – zamknutoe 2n-mernoe mnogoobrazie; (3) H^{≤n}(Y, X) = 0.

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 141 Togda

(1) dim (∂^{<n}(X)) = dim (Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /X} )); (2) ∂(X) ⊂ H^{≤n/2}(X); (3) dim (∂^n(X)) ≤ dim (∂^{<n}(X));

(4) dim (∂(X) ∩ Im (^2 in_{Y /X}))) = dim (Ker^{≤n/2}(F in^∗_{Y /X} ))

− dim (Ker^n(^2 in^∗_{Y /X} ));

Dokazatel~stvo. Vkl¸qenie in_{Y /X} : X → Y induciruet otobra-

ßenie spektral~nyh posledovatel~nosteæ:

rin_{Y /X} :^rH^∗(Y ) →^r H^∗(X).

Poskol~ku^2H^∗(Y ) = · · · =^∞H^∗(Y ), Ødra gomomorfizmov^r in_{Y /X} dlØ vseh r raspoloßeny v odnom prostranstve i

Ker (^2in_{Y /X} ) ⊂ · · · ⊂ Ker (^∞in_{Y /X} ). (13)

Lemma 5.2. Pust~ dlØ C2-pary (Y, X) vypolneny usloviØ (1), (3)

predloßeniØ 5.1. Togda

(1) sledu¸waØ posledovatel~nost~ toqna:

0 → Ker (^2in_{Y /X}) → Ker (^∞in_{Y /X} )

2 in_{Y /X}

−−−−−→ ∂(X) ∩ Im (^2in_{Y /X} ) → 0;

(14) (2) estestvennoe vloßenie graduirovannyh grupp

gr_F (Ker (F in_{Y /X} )^∗) → Ker (^∞ in_{Y /X} ) induciruet izomorfizm gr^{≤n}_F (Ker (F in_{Y /X} )^∗) → Ker^{≤n}(^∞ in_{Y /X}).

Dokazatel~stvo. Y – GM -prostranstvo, sledovatel~no,

Im (^2in_{Y /X} ) ⊂ ϑ(X), pofftomu

2 in_{Y /X} (Ker (^∞in_{Y /X} )) ⊂ ∂(X) ∩ Im (^2in_{Y /X} ).

Fil~traciØ (13) induciruet fil~traci¸ na gruppe

Ker (^∞in_{Y /X})/Ker (^2in_{Y /X}), fil~traciØ (12) – na gruppe ∂(X) ∩ Im (^2in_{Y /X} ). Kak netrudno videt~, gomomorfizm^2 in_{Y /X} induci-

ruet izomorfizm

gr(Ker (^∞in_{Y /X} )/Ker (^2in_{Y /X} )) → gr(∂(X) ∩ Im (^2in_{Y /X} ))

i, sledovatel~no, – izomorfizm

Ker (^∞in_{Y /X})/Ker (^2in_{Y /X} ) → ∂(X) ∩ Im (^2in_{Y /X} ).

142 I. O. KALININ

Gomomorfizm^2 in :^2H^i(Y ) →^2H^i(X) – izomorfizm dlØ i ≤

n − 1. DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 2 zametim, qto ∞ in_{Y /X} :^∞H^{≤n−1}(Y ) →^∞H^{≤n−1}(X), ili, qto to ße samoe,

gr_F (F in^∗_{Y /X} ) : gr^{≤n−1}_F (H^∗(F Y )) → gr^{≤n−1}_F (H^∗(F X))

– ffpimorfizm.

Netrudno videt~, qto morfizm fil~trovannyh moduleæ f :

A → B induciruet monomorfizm gr(Ker f) → Ker (gr f) i,

esli gr f : gr^{≤n−1} A → gr^{≤n−1} B – ffpimorfizm, to vloßenie

gr^{≤n}(Ker f) → Ker^{≤n}(gr f) – izomorfizm.

Primeniv poslednee rassußdenie k gomomorfizmu fil~trovannyh moduleæ (F in^∗_{Y /X} ) : H^∗(F Y ) → H^∗(F X), poluqaem dokazatel~stvo utverßdeniØ 2. �

X – zamknutoe mnogoobrazie i H^{<n}(X) ⊂ Im (^2 in_{Y /X} ) ⊂ ϑ(X), sledovatel~no, ∂(X) ⊂ (H^{<n}(X))^⊥ = H^{≤n}(X), qto i dokazyvaet utverßdenie 2. Teper~ utverßdeniØ 1 i 4 sledu¸t iz togo, qto Y – ffffektivno i podmodul~ Ker (F in^∗_{Y /X} ) invarianten otnositel~no deæstviØ avtomorfizma Sq .

Kak netrudno videt~, dlØ k > 1

(∂^n_k (X)/∂^n_{k−1}(X))^⊥ = ϑ^n_{k−1}(X)/ϑ^n_k (X)

i izomorfizm d̃_k induciruet izomorfizm ϑ^n_{k−1}(X)/ϑ^n_k (X) → ∂^{n−k+1}_k (X)/∂^{n−k+1}_{k−1} . Sledovatel~no, dim ∂^n_k (X) ∂^n_{k−1}(X) ≤ dim ∂^{≤n−1} k (X) ∂^{≤n−1} k−1 (X) ; utverßdenie 3 vytekaet iz poslednego neravenstva. �

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1.4. Kak netrudno videt~ C2-

para (C B, C A) udovletvorØet usloviØm predloßeniØ 5.1. Sledovatel~no,

dim (∂^{<n}(C A)) ≤ dim (∂(C A)) ≤ 2 dim(∂^{<n}(C A))

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 143 i dim (∂^{<n}(C A)) = dim (Ker^{<n/2}(F in^∗_{B/A})).

Utverßdenie 1 predloßeniØ sleduet teper~ iz ravenstva (3).

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 2 zametim, qto dlØ i < n iz ravenstva

Sq^{−1}F_i(C A) = Im Rin^∗_{B/A}(Sq^{−1}F_i(C B))

i ffffektivnosti prostranstva C B sleduet odnorodnost~ podgrupp Sq^{−1}F_i(C A); dlØ i ≥ n odnorodnost~ podgrupp Sq^{−1}F_i(C A) vytekaet iz sledstviØ 2.7. �

5.2. Vyqislenie dim (∂(X)/∂(X) ∩ Im (^2 in_{Y /X} )). Pust~ Y – C2-

mnogoobrazie, ξ – n-mernoe Vewestvennoe rassloenie nad Y , s –

C_2-seqenie rassloeniØ ξ, transversal~noe nulevomu, X – mnoße-

stvo ego nuleæ. Oqevidno, X – C_2-mnogoobrazie i s induciruet

C_2-vloßenie s : Y \X → Sξ, kotoroe induciruet morfizm spek-

tral~nyh posledovatel~nosteæ^rs :^r H^∗(Sξ) →^r H^∗(Y \ X)

Lemma 5.3. Pust~ X – mnoßestvo nuleæ seqeniØ s, trans-

versal~nogo nulevomu, vektornogo rassloeniØ ξ nad mnogoobraziem Y , pust~ razmernost~ X ravna 2n i H^{≤n}(Y, X) = 0. Togda H^{≤n+2k−1}(Sξ, s(Y \X)) = 0. Dokazatel~stvo. Seqenie induciruet morfizm toqnoæ posledo-

vatel~nosti pary (Dξ, Sξ) v toqnu¸ posledovatel~nost~ pary

(Y, Y \ X). Teper~ utverßdenie sleduet iz lemmy o pØti izomor-

fizmah. �

Netrudno proverit~ spravedlivost~ sledu¸wego utverßdeniØ.

Lemma 5.4.

(1) Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)}) = (Ker (F in^∗_{Y /X} ))^⊥, gde ortogonal~noe dopolnenie beretsØ otnositel~no formy indeksov pereseqeniæ Φ_{F Y} .

(2) Pust~ rassloenie ξ qetno. Togda

Ker (F in^∗_{Y /X} ) ⊃ Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)}). �

5.2.1. Dokazatel~stvo teorem 1.7 i 1.8. Oboznaqim faktor-

gruppu, sootvetstvu¸wu¸ poslednemu vkl¸qeni¸, qerez L. Kak netrudno videt~, L – graduirovannyæ H^∗(F Y )-modul~.

144 I. O. KALININ

Predloßenie 5.5. Pust~ dlØ qetverki (Y, ξ, s, X) vypolneno:

(1) Y – ffffektivnoe GM -mnogoobrazie, (2) X – zamknutoe mnogoobrazie razmernosti 2n, (3) H^{≤n}(Y, X) = 0, (4) ξ – qetnoe rassloenie.

Togda dim ∂(X) ∂(X) ∩ Im (^2 in_{Y /X} ) = = dim (Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /(Y \X)})) + dim {x ∈ L^{<n/2} | α(ξ)x ∈ L^{≤n/2+k−1}}. Dokazatel~stvo teorem 1.7 i 1.8. V silu predloßeniØ 4.8

klass α(ξ) trivialen. Teper~ iz predloßeniæ 5.5 i 5.1 vytekaet, qto dim ∂^n(C A) ∂^n(C A) ∩ Im (^2 in_{B/A})

= dim (∂^{<n}(X)),

otkuda v silu predloßeniØ 5.1 sleduet, qto dim (∂(X)) =

2 dim (∂^{<n}(X)) i, ∂^n(C A) ∩ Im (^2 in_{B/A}) = 0. Poslednee utverßde-

nie vleqet teoremu 1.8, predposlednee – teoremu 1.7. �

Lemma 5.6. Pust~ qetverka (Y, ξ, s, X) udovletvorØet usloviØm

predloßeniØ 5.5. Togda dim ∂(X) ∂(X) ∩ Im (^2 in_{Y /X}) = dim (F_{n+2k−2}(Ker (F s^∗))) − dim (F_{n+2k−2}(Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)})))

Dokazatel~stvo. Iz toqnosti posledovatel~nosteæ par (Y, X) i

(F Y, F X) vyteka¸t ravenstva:

dim (H^∗(X)) = dim (H^∗(Y )) + dim (H^∗(Y, X)) − 2 dim Ker (in^∗_{Y /X} ), dim (H^∗(F X)) = dim (H^∗(F Y )) + dim (H^∗(F (Y, X))) − 2 dim (Ker (F in^∗_{Y /X} ))

VyqitaØ odno ravenstvo iz drugogo i vospol~zovavxis~ (3), poluqaem

dim (^∞B(X)) = dim (^1B(Y )) + dim (^∞B(Y, X)) − dim (Ker (in^∗_{Y /X} ))) + dim (Ker (F in^∗_{Y /X})). (15)

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 145 Kak oqevidno,

dim (Ker (F in^∗_{Y /X})) = dim (gr^{≤n}_F Ker (F in^∗_{Y /X})) +dim (gr^{>n}_F Ker (F in^∗_{Y /X} ));

Vsledstvie predloßeniØ 2.6

dim (gr^{>n}_F Ker (F in^∗_{Y /X} )) = dim (^∞H^{>n}Y ) − dim (gr^{≤n+2k−1}_F Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)})).

Sledovatel~no, v silu predloßeniØ 5.1

dim (Ker (F in^∗_{Y /X})) = dim (^∞H^{>n}(Y ))

−dim (gr^{≤n+2k−1}

F Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)})) +dim (∂^n(X) ∩ Im (^2 in_{Y /X} ))) + dim (Ker^n(^2 in_{Y /X})).

Zametim, qto iz trivial~nosti klassa w_{2k}(ξ) i dvoæstvennosti Puankare vytekaet

Ker (in^∗_{Y /X} ) = H^{>n}(Y ). (16)

PodstavlØØ poslednie ravenstva v (15) poluqaem: dim ∂(X) ∂(X) ∩ Im(^2 in_{Y /X} )

= dim (∂(Y \ X))

−dim (gr^{≤n+2k−1}

F Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)})) +dim (^1B(Y )) − dim (^1B(X)) + dim (^1B(Y \ X)) − 2dim (^1B^{>n}(Y ))+ +dim (Ker^n(^2in_{Y \X} )) − dim (Ker^{n+2k−1}(^2in_{Y /Y \X} )).

Iz lemmy 5.3 i predloßeniØ 4.4 sleduet, qto C_2-para udovletvorØet usloviØm lemmy 5.2, pofftomu

dim (∂(Y \ X)) = dim (gr^{≤n+2k−1}_F Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)})),

pofftomu dostatoqno dokazat~, qto

dim (^1B(Y )) − dim (^1B(X)) + dim (^1B(Y \ X)) − 2 dim (^1B^{>n}(Y )) = = dim (gr^{n+2k−1}

F Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)})) − dim (Ker^n(^2in_{Y /X} )) (17)

146 I. O. KALININ Po tem ße priqinam vypolnØetsØ ravenstvo

dim (^1B(Y \ X)) = dim (^1B^{n+2k−1}(Y \ X)) + dim (^1B^{<n}(Y ))+ + dim (^1B^{>n}(Y )) − dim (^1B^{n+2k−1}(Y )),

znaqit, levaØ qast~ ravenstva (17) ravna

dim (^1B^n(Y )) − dim (^1B^n(X)) + dim (^1B^{n+2k−1}(Y \ X)) −dim (^1B^{n+2k−1}(Y )).

V silu (16) i toqnosti dlinnoæ posledovatel~nosti pary sledu¸waØ posledovatel~nost~ toqna:

0 → H^n(Y ) → H^n(X)^δ−→ H^{n+1}(Y, X) → H^{n+1}Y → 0

i, znaqit, toqny posledovatel~nosti F_2[C_2]-moduleæ

0 → H^n(Y ) → H^n(X) → Im δ → 0; (18)

0 → H^{n+2k−1}Y → H^{n+2k−1}(Y \ X) → (Im δ)^∗ → 0. (19)

DlØ koneqnogo F_2[C_2]-modulØ A poloßim a(A) = dim A − dim (H^1(C_2, A)) 2 Sledu¸wee utverßdenie vytekaet iz toqnosti sootvetstvu¸weæ dlinnoæ posledovatel~nosti.

Lemma 5.7. Pust~ 0 → A → B → C → 0 – toqnaØ posledovatel~-

nost~ koneqnyh F_2[C_2]-moduleæ. Togda

a(C) = a(B) − a(A) − dim (Ker (H^1(C_2, A) → H^1(C_2, B)). �

Zametim, qto a(H^n(Y )) = dim (^1B^n(Y )), analogiqno dlØ F_2[C_2] moduleæ H^n(X), H^{n+2k−1}(Y \ X) i H^{n+2k−1}(Y ). V silu posledneæ lemmy, iz toqnosti posledovatel~nosteæ (18), (19) vytekaet ravenstvo

dim (^1B^n(X)) − dim (^1B^n(Y )) − dim (Ker (^2in_{Y /X} )) = dim (^1B^{n+2k−1}(Y \ X)) − dim (^1B^{n+2k−1}(Y )) −dim (Ker^{n+2k−1}(^2in_{Y /Y \X} )).

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 147 Znaqit, ravenstvo (17) dokazano. �

Dokazatel~stvo predloßeniØ 5.5. V silu lemmy 5.6 dostatoq-

no vyqislit~ razmernost~ gruppy R = F_{n+2k−2}Ker (F s^∗) F p^∗_{Sξ}(F_{n+2k−2}Ker (F in^∗_{Y /(Y \X)})) . Iz opredeleniØ klassa ρ̃ (sm. p. 4.2) vytekaet, qto F_{n+2k−2}(Sξ) = F_{n+2k−2}(Y ) · 1_{F Sξ} ⊕ F_{n−1}(Y ) · ρ̃. Sledovatel~no,

R = {x ∈ F_{n−1}Ker (F in^∗_{Y /X} ) | x · (F s^∗)(ρ̃) ∈ (F in^∗_{Y /(Y \X)})(F_{n+2k−2}(Y ))}. Vspomniv, qto Y – ffffektivnoe prostranstvo, i primenØØ avtomorfizm Sq^{−1}, poluqaem R = {x ∈ Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /X} ) | x · (F s^∗)(Sq^{−1}ρ̃) ∈ H^{≤n/2+k−1}(Y \ X)} = {x ∈ Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /X} ) | x·(F s^∗)(Sq^{−1}ρ̃+ρ_F ) ∈ H^{≤n/2+k−1}(Y \X)}, tak kak ρ_F ∈ H^{k−1}(F Sξ). V silu opredeleniØ klassa α(ξ) (sm. p. 4.5) moßno sqitat~, qto Sq^{−1}ρ̃ = ρ_F + F p^∗_{Sξ}(α(ξ)), pofftomu

R = {x ∈ Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /X} ) | x · (F in^∗_{Y /(Y \X)})(α(ξ)) ∈ H^{≤n/2+k−1}(Y \ X)} Iz poslednego vyraßeniØ vidno, qto Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /(Y \X)}) ⊂ R. Netrudno videt~, qto sootvetstvu¸waØ faktor-gruppa izomorf- na gruppe {x ∈ L^{<n/2} | α(ξ)x ∈ L^{≤n/2+k−1}}. � 5.3. Teorema 5.10 i ee dokazatel~stvo. Pust~ M – graduiro-

vannyæ H^∗(F X)-modul~, α ∈ H^∗(F X); poloßim Ann_M (α) = {x ∈ M | α · x = 0}. Kak oqevidno, Ann_M (α) – odnorodnyæ podmodul~ modulØ M .

148 I. O. KALININ

Predloßenie 5.8. Pust~ rassloenie ξ udovletvorØet usloviØm

predloßeniØ 4.8, i pust~ klass c_k(ξ) ne delitsØ na 4. Togda dim ∂(X) ∂(X) ∩ Im (^2 in_{Y /X} )

= dim (Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /(Y \X)}))+ dim (Ann^{<n/2}_L (w_{k−1}(F ξ)))+ ∑ i<n/2+k−1 dim (Ann^i_{wk}�_{1(ξ)L}(t^{2(n+1−i)−ε})),

gde klass t ∈ H^1(F Y ) – takoæ, qto ψ_Y (t) = c_1(ξ_1)/2 dlØ nekotorogo qetnogo lineænogo podrassloeniØ rassloeniØ ξ i ε – ostatok pri delenii n na 2.

DlØ Y = C predloßenie 5.8 prinimaet bolee prostoæ vid.

Sledstvie 5.9. Pust~ rassloenie ξ nad C P^N udovletvorØet uslo-

viØm predloßeniØ 4.8, i pust~ klass c_k(ξ) ne delitsØ na 4. Pust~ Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /X} ) ≠ 0. Togda ∂(X) ⊂ Im (^2 in_{Y /X} ).

Teorema 5.10. Pust~ qetverka (B, ξ, s, A) udovletvorØet uslovi-

Øm 1.3.1 i pust~ c_k(ξ) ne delitsØ na 4. Togda dim (H^∗(RA)) = dim (H^1(C_2, H^∗(C A)))−2dim (Ker^{<n/2}(Rin^∗_{B/A}))−2R, gde R = dim (Ker^{<n/2}(F in^∗_{Y /(Y \X)})) + dim (Ann^{<n/2}_L (w_{k−1}(F ξ))) + ∑ i<n/2+k−1 dim (Ann^i_{wk}�_{1(ξ)L}(t^{2(n+1−i)−ε}))

+dim (Ker^{n/2}(Rin^∗_{B/A})) − dim (Ker^n(^2 in_{B/A})) i ε – ostatok pri delenii n na 2.

Dokazatel~stvo. Legko sleduet iz predloßeniæ 5.8 i 5.1. � Dokazatel~stvo predloßeniØ 5.8. Pust~ α – neobØzatel~no od-

norodnyæ fflement kol~ca H^∗(F Y ), pust~ M – graduirovannyæ

H^∗(F Y )-modul~. DlØ proizvol~nyh n, r poloßim K_α(M ; n, r) := {x ∈ M^{<n} | αx ∈ M^{≤r}}. V silu predloßeniØ 5.5 dlØ vyqisleniØ dim (∂(X)/(∂(X) ∩

Im (^2 in_{Y /X}))) neobhodimo podsqitat~ razmernost~ F_2-modulØ K_{α(ξ)}(L; n/2, n/2 + k − 1). Vspomnim, qto α(ξ) = w_{k−1}(F ξ) · β, gde

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 149 β = t + t^2 + . . . + t^{2i} + . . . dlØ nekotorogo t ∈ H^1(F Y ). Zametim,qto

umnoßenie na w_{k−1}(F ξ) induciruet toqnu¸ posledovatel~nost~ 0 → Ann^{<n/2}_L (w_{k−1}(F ξ)) → K_{α(ξ)}(L; n 2 , n 2 + k − 1) → → K_β (w_{k−1}(F ξ)L; n 2 + k − 1, n 2 + k − 1) → 0

F2-moduli L i wk−1(F ξ)L ØvlØ¸tsØ graduirovannymi F2[t]-

modulØmi. Utverßdenie predloßeniØ vytekaet iz sledu¸weæ lemmy.

Lemma 5.11. Pust~ M – F2[t]-modul~, n ≥ 0. Togda

dim (K_β(M ; n, n − ε)) = ∑ i≤n dim (Ann^i_M (t^{2(n−i)−ε})).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~ utverßdenie lemmy dlØ

graduirovannyh moduleæ I_r = FF_2 [t]/(t^{r+1}). Pust~ γ^ε_{r,n} : I^{<n}_r → I_r/I^{≤n−ε}_r – kompoziciØ proekcii i umnoßeniØ na β. Legko zametit~, qto

Ker γ^ε_{r,n} = K_β (I_r ; n, n − ε); γ^ε_{r,n} = pr ∘ γ^ε_{r+1,n},

gde pr : I_{r+1}/I^{≤n−ε}_{r+1} → I_r /I^{≤n−ε}_r – kanoniqeskaØ proekciØ. V silu kommutativnosti sootvetstvu¸wih diagramm, esli γ^ε_{r,n} – monomorfizm, to γ^ε_{r1,n} – monomorfizm dlØ vseh r_1 ≥ r, i esli γ^ε_{r,n} – ffpimorfizm, to γ^ε_{r1,n} – ffpimorfizm dlØ vseh r_1 ≤ r.

Teper~ dlØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno pokazat~, qto

γ^ε_{2n−ε,n} – izomorfizm. Dokaßem ffto indukcieæ po n.

Baza oqevidna. Pust~ dokazyvaemoe utverßdenie verno dlØ

n < r. Dokaßem, qto γ^ε_{2r−ε,r} – izomorfizm. NaædetsØ natural~-

noe i takoe, qto γ^ε_{2r−ε,r} (1) = t^{2i} . Kak oqevidno, dlØ vseh 0 ≤ j ≤

2n − ε − 2^i vypolnØetsØ sravnenie γ^ε_{2r−ε,r}(t^j ) ≡ t^{2i+j} (mod I^{2i+j−1}_{2r−ε} ).

Znaqit,

dim (Im (γ^ε_{2r−ε,r})) = 2r − ε − 2^i + dim (Im (γ^ε_{2r1−ε,r1} )),

gde r_1 = 2^i − n − 2 + ε < r. Teper~ utverßdenie lemmy vytekaet iz indukcionnogo predpoloßeniØ. �

150 I. O. KALININ

Dokazatel~stvo sledstviØ 5.9. Pust~ obrazu¸waØ F2[t]-modu-

lØ L imeet razmernost~ l. Togda suwestvu¸t izomorfizmy (1) I_{n+k−2l} → L stepeni l, (2) I_{n−2l+1} → w_{k−1}(ξ)L stepeni k − 1.

Teper~ legko videt~, qto {x ∈ L^{<n/2} | w_{k−1}(F ξ) · x = 0} = 0 i iz vyqisleniæ dokazatel~stva predloßeniØ sleduet, qto K_β (w_{k−1}(F ξ)L; n 2 + k − 1, n 2 + k − 1) = K_β(I_{n−2l+1}; n 2 − l, n 2 − l) = 0. �

Literatura

1. V. I. Arnol~d, O raspoloßenii ovalov vewestvennyh ploskih algebraiqeskih krivyh, invol¸ciØh qetyrehmernyh gladkih mnogoobraziæ i arifmetike celoqislennyh kvadratiqnyh form. — Funkcion. analiz i ego pril. 5, vyp. 3 (1971), 1–9.

2. G. Bredon, Vvedenie v teori¸ kompaktnyh grupp preobrazovaniæ. Nauka, M. (1980).

3. U. I. SØn, KogomologiqeskaØ teoriØ topologiqeskih grupp preobrazovaniæ.

Mir, M. (1979).

4. V. M. Harlamov, Novye sravneniØ dlØ ffælerovoæ harakteristik vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ. — Funkcion. analiz i ego pril. 7, vyp. 2 (1973), 74–78.

5. I. O. Kalinin, Kogomologiqeskie harakteristiki vewestvennyh proektivnyh poverhnosteæ. — Algebra i analiz 18, No. 4 (1991), 19–28.

6. A. Degtyarev, On the Pontrjagin–Viro form. — Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, 202 (2001), 71–94.

7. A. DegtØrev, V. Harlamov, Topologiqeskie svoæstva vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ: Du côte de chez Rokhlin. — UMN 55, vyp. 4 (2000), 129–212.

8. A. Degtyarev, I. Itenberg, V. Kharlamov, Real Enriques surfaces. — Lecture Notes

Math. 1746, Springer, Berlin (2000).

9. U. Fulton, TeoriØ pereseqeniæ. — Mir, M. (1989).

10. I. O. Kalinin, Fil~tracii, spektral~nye posledovatel~nosti, diskriminantnye mnogoobraziØ. — GotovitsØ k peqati.

11. W. Fulton, R. Lazarsfeld, On the connectedness of degeneracy loci and special

divisors. — Acta Math. 146 (1981), 271–283.

12. V. M. Harlamov, Dopolnitel~nye sravneniØ dlØ ffælerovoæ harakteristiki qetnomernyh vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ. — Funkc. anal. i ego priloß. 9, No. 2 (1975), 51–60.

13. O. Viro, Mutual position of hypersurfaces in projective space. — Preprint. 14. P. Deligne, Theorie de Hodge, II. — Republications Math., IHES No. 40 (1972).

VEWESTVENNYE ALGEBRAIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ 151 Kalinin I. O. On the cohomology of real algebraic varieties. A class of spaces with involution introduced by the author is studied:

effective spaces, whose cohomology rings of fixed-point sets are completely determined by the spectral sequence of involution. Real algebraic varieties admitting a “cellular decomposition” are effective M -spaces. Under certain restrictions, one calculates the spectral sequence of involution and the total Z_2 Betti number of the real part for real subvarieties of real algebraic varieties that are effective GM -spaces.

Postupilo 1 dekabrØ 2002 g.