Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. S. Kal~nickiæ

ALGEBRY ˚KOBI PLOSKIH MNOGOOBRAZI`

Vvedenie

V rabotah avtora [1–3] bylo predprinØto sistematiqeskoe issledovanie simmetriæ geodeziqeskih potokov affinnyh svØznosteæ. Vopros o simmetriØh vektornyh poleæ kak geometriqeskih ob¨ektov do nastoØwego vremeni ostaetsØ praktiqeski ne izuqennym. To nemnogoe, qto udalos~ skazat~ o simmetriØh poleæ, moßno naæti v rabotah Omori [4], Smolenceva [5]. Kovektornye polØ simmetriæ gamil~tonovyh sistem izuqalis~ V. V. Kozlovym [6] (v razmernosti 2), I. A. Taæmanovym [7] (v starxih razmernostØh), M. A. Parinovym [8] (v analitiqeskom sluqae).

Idei, naxedxie primenenie v hode issledovaniØ, predprinØtogo avtorom, ne ØvlØ¸tsØ novymi. Graduirovannye i fil~trovannye algebry struæ poleæ simmetriæ geometriqeskih ob¨ektov poØvilis~ uße v rabotah Kartana. Polilineænye polØ simmetriæ potokov rassmatrivalis~ V. V. Kozlovym. Odnako takie ob¨ekty kak algebra ˚kobi i obobwennoe uravnenie ˚kobi vvedeny avtorom vpervye.

V silu obwnosti postanovki voprosa ispol~zuemaØ tehnika kraæne ograniqena v sredstvah. V fftom kontekste sluqaæ odnorodnogo mnogoobraziØ so svØznost~¸ moßno rassmatrivat~ kak prosteæxiæ. Odnako do nastoØwego vremeni izuqennym ostaetsØ lix~ odnomernyæ sluqaæ. Poluqena polnaØ klassifikaciØ geodeziqeskih potokov na okrußnosti s toqnost~¸ do izomorfnosti algebr ˚kobi (sm. [1]).

V nastoØweæ rabote delaetsØ sledu¸wiæ xag v fftom napravlenii. Dokazana klassifikacionnaØ teorema dlØ ploskih mnogoobraziæ (soderßatelen, koneqno, v pervu¸ oqered~, sluqaæ nmernogo tora).

Po suwestvu, vse rezul~taty ØvlØ¸tsØ kombinatornymi faktami. Odnako prØmye vyqisleniØ kaßutsØ nevypolnimymi uße v razmernosti 2. OboznaqeniØ, prinØtye v nastoØweæ stat~e, sledu¸t rabote [1]. 152

ALGEBRY ˚KOBI PLOSKIH MNOGOOBRAZI` 153 • T^k_p (ST^k_p ) – prostranstvo k raz kontravariantnyh p raz (sim-

metriqnyh) kovariantnyh tenzornyh poleæ.

• {, }_ᾱ – simmetrizaciØ po mul~tiindeksu ᾱ • T M – kasatel~noe rassloenie mnogoobraziØ M . • (x, v) – standartnaØ karta na T M .

• (A, Q) – polilineænoe vektornoe pole tipa k na T M . V karte (x, v) imeet vid (A, Q) = A^i_ᾱ(x)v^ᾱ ∂ ∂x_i + Q^i_{β̄}(x)v^{β̄} ∂ ∂v_i , gde A ∈ ST^1_k ; Q – psevdotenzor tipa (1, k + 1), k > 0.

• A(B) – simmetrizovannaØ svertka tenzorov.

• ∇ – polnaØ kovariantnaØ proizvodnaØ.

• ^∇ – simmetrizovannaØ polnaØ kovariantnaØ proizvodnaØ.

§1. Algebra aff_n(∞) Napomnim geometriqesku¸ realizaci¸ algebry Li aff_n(R) gruppy affinnyh preobrazovaniæ prostranstva R^n. Algebra sostoit iz lineænyh vektornyh poleæ vida

X(x) = (a^i_jx^j + b^i) ∂ ∂x_i . V algebre aff_n imeetsØ n-mernaØ kommutativnaØ podalgebra Li

r_0 vektornyh poleæ s postoØnnymi kofffficientami. Esli ras-

smatrivat~ R^n s zadannoæ trivial~noæ svØznost~¸, to r_0 – algebra kovariantno postoØnnyh vektornyh poleæ.

�ta geometriqeskaØ konstrukciØ dopuskaet beskoneqnomernoe obobwenie. Na kasatel~nom rassloenii T R^n ∼= R^{2n} trivial~noæ svØznosti sootvetstvuet vektornoe pole geodeziqeskogo potoka S. V vybrannoæ nami sisteme koordinat ono imeet vid S = (E, O) = v^i ∂ ∂x_i . Rassmotrim podnØtie X̃ polØ X na kasatel~noe rassloenie s pomow~¸ differenciala. V vedennyh oboznaqeniØh X̃ = (X, dX) = X^i(x) ∂ ∂x_i + ∂X^i ∂x_j (x)v^j ∂ ∂v_i .

154 V. S. KAL^NICKI` Pole X na M ØvlØetsØ affinnym togda i tol~ko togda, kogda

[X̃, S] = 0 otnositel~no skobki Li vektornyh poleæ na T M .

�tim motiviruetsØ sledu¸wee opredelenie. Rassmotrim vektornoe pole (A, Q) tipa k > 0.

Opredelenie. Pole (A, Q) budem nazyvat~ poliaffinnym, esli

ono kommutiruet s geodeziqeskim vektornym polem [S, (A, Q)] = 0.

V [1] dokazano, qto poliaffinnye polØ ime¸t vid (A, ^∇A), gde tenzornoe pole A udovletvorØet uravneni¸

^∇^2A = 0. (1)

Moßno otoßdestvit~ poliaffinnoe pole s tenzorom, ego poroßda¸wim. Vvedem oboznaqenie h_k dlØ prostranstva rexeniæ uravneniØ (1).

Opredelenie. Algebra aff_n(∞) opredelØetsØ kak prØmaØ summa

affn(∞) = ∞⨁ k=0 hk. OperaciØ Li induciruetsØ skobkoæ Li vektornyh poleæ na T M . Esli A ∈ h_k, B ∈ h_s, to [A, B] = {∇_AB − ∇_BA} + sB( ^∇A) − kA( ^∇B). (2) Soobwim prosteæxie fakty pro algebru aff_n(∞). 1) aff_n ∼= h_0.

2) Prostranstvo h_k est~ koneqnomernoe prostranstvo tenzorov s polinomial~nymi kofffficientami.

3) Vse tenzory s lineænymi kofffficientami otnositel~no vvedennoæ operacii Li obrazu¸t beskoneqnomernu¸ podalgebru s estestvennoæ graduirovkoæ aff^0_n(∞) =^∞ ⨁ k=0 lk. 4) V svo¸ oqered~, tenzory s postoØnnymi kofffficientami (kovariantno postoØnnye) obrazu¸t kommutativnu¸ podalgebru

r =^∞ ⨁ k=0 rk. Napomnim prostoæ fakt teorii algebr Li.

ALGEBRY ˚KOBI PLOSKIH MNOGOOBRAZI` 155

Utverßdenie. L¸boæ avtomorfizm algebry aff_n ØvlØetsØ vnu-

trennim.

Geometriqeski ffto oznaqaet, qto l¸bomu avtomorfizmu θ algebry aff_n sootvetstvuet affinnoe preobrazovanie φ prostranstva R^n, zada¸wee avtomorfizm θ operacieæ φ^∗ perenosa tenzornyh struktur (v dannom sluqae vektornyh poleæ). Pokaßem, qto l¸boe affinnoe preobrazovanie φ zadaet avtomorfizm vseæ algebry aff_n(∞).

Lemma. Pust~ zadany C^∞-mnogoobrazie N , algebra Li vektornyh

poleæ Y ⊂ T^1N , tenzornyæ operator L : Y → ⨁ k,p T^k_p N i diffeo-

morfizm φ ∈ Diff N . Esli (a) φ^∗L = Ldφ, (b) Ker L – algebra Li, to φ^∗ ∈ Aut (Ker L).

Dokazatel~stvo. Otobraßenie dφ ØvlØetsØ avtomorfizmom al-

gebry vektornyh poleæ na mnogoobrazii. UsloviØ (a) i (b) garantiru¸t, qto algebra Ker L invariantna otnositel~no dφ. �

V naxeæ situacii N = T R^n, operator L_S Y = [S, Y ] – proizvodnaØ Li vdol~ geodeziqeskogo polØ, diffeomorfizm φ = dψ, gde ψ – affinnoe preobrazovanie R^n. Uslovie a) vypolneno, tak kak dlØ l¸bogo affinnogo preobrazovaniØ ψ (dψ)^∗S = S. Uslovie (b) oqevidno vypolneno.

Opredelenie. Avtomorfizm φ^∗ algebry aff_n(∞), poroßdennyæ

affinnym preobrazovaniem φ prostranstva, budem nazyvat~ vnutrennim avtomorfizmom v sil~nom smysle.

Vnutrennie v sil~nom smysle avtomorfizmy algebry aff_n(∞) obrazu¸t gruppu Aff_n(R), sohranØ¸t graduirovku i podalgebry r, aff_n, aff^0_n(∞). Deæstvitel~no, operaciØ perenosa tenzornyh ob¨ektov sohranØet tip tenzora i stepen~ kofffficientov, tak kak sam avtomorfizm zadaetsØ lineænym otobraßeniem.

Lemma (osnovnaØ). L¸boæ avtomorfizm θ algebry aff_n(∞), sohra-

nØ¸wiæ

(a) graduirovku,

156 V. S. KAL^NICKI`

(b) algebru aff_n(∞), i v algebre aff^0_n(∞)

(v) kommutiru¸wiæ s operatorom ^∇, ØvlØetsØ vnutrennim v sil~nom smysle.

§2. Dokazatel~stvo osnovnoæ lemmy

Nam ponadobitsØ rØd vyqislitel~nyh lemm.

Lemma 1.^^∇lk = rk, k > 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnoßestvo poleæ prostranstva lk,

ime¸wih vid ( X^{(i,j,ᾱ)} )_s γ̄ = δ^s_i δ^ᾱ_{γ̄} x^j.

PolØ iz r_{k+1} vida ( Y^{(i,ᾱ)} )_s γ̄ = δ^s_i δ^ᾱ_{γ̄}

obrazu¸t bazis v r_{k+1}. Vyqislim znaqenie operatora ^∇: ^∇X^{(i,j,ᾱ)} = { ∇_sX^{(i,j,ᾱ)} } s,ᾱ = α_j + 1 k Y^{(i,ᾱ0)}, gde ᾱ^′ = (. . . , α_j +1, . . .). Sledovatel~no, l¸boæ bazisnyæ fflement v r_{k+1} ØvlØetsØ obrazom nekotorogo polØ iz l_k. �

Lemma 2. DlØ polØ Xi = ∂/∂xi, i = 1, . . ., n, i l¸bogo polØ A ∈ hs, s > 0,_{[Xi, A] = ∇iA.}

Dokazatel~stvo. Raspixem skobku po formule (2): [X_i, A]^j_ᾱ = {∇_{Xi} A − ∇_AX_i}^j_ᾱ + sA ( ^∇X_i )_j ᾱ . Poskol~ku polØ X_i kovariantno postoØnny, vtoroe i tret~e slagaemye – nulevye. Pervoe slagaemoe imeet vid { δ^l_i∇_lA }_j ᾱ = ∇_iA^j_ᾱ. �

Uravnenie (1) dlØ kaßdogo tipa poleæ k raspadaetsØ na gruppu uravneniæ otnositel~no poleæ s odnorodnymi po x kofffficientami. DlØ kaßdogo p, p > 0, stepeni odnorodnosti, oboznaqim

ALGEBRY ˚KOBI PLOSKIH MNOGOOBRAZI` 157 prostranstvo rexeniæ h^p_k. Tak kak prostranstvo h_k koneqnomerno, to

hk = N (k)⨁

p=0 h p k, gde N (k) – nekotoroe qislo (N (k) 6 nk − k + n [1]).

Lemma 3. Kommutator polØ Z = x^{i ∂}_{∂xi} ∈ l0 s l¸bym polem A ∈ h^p_k

raven [Z, A] = (k + p − 1)A. Dokazatel~stvo. Po formule (2) [Z, A] = {∇_ZA − ∇_AZ} + kA( ^∇Z). Vyqislim kaßdoe iz slagaemyh.

a) ( ^∇Z)^i_j = ∇_jZ^i = ∇_jx^i = δ^i_j = S. b) (A(S))^s_ī = { A^s_{li2...ik} δ^l_{i1} } ī = A^s_ī .

v) {∇_ZA}^i_ī = Z^l∇_lA^i_ī = x^{l ∂}_{∂xl} A^i_ī = pA^i_ī v silu odnorodnosti po x. g) {∇_AZ}^i_ī = A^l_ī∇_lZ^i = A^l_īδ^i_l = A^i_ī.

Okonqatel~no [Z, A] = pA − A + kA = (p + k − 1)A. � Lemma 4. Algebra aff_n(∞) ØvlØetsØ bigraduirovannoæ:

affn(∞) = ⨁ k,p=0 h p k, [h^p_k, h^r_s] ⊂ h^{p+r−1}_{k+s} .

Dokazatel~stvo. V kaßdom slagaemom kommutatora (2) kompo-

nenty poleæ odin raz differenciru¸tsØ po peremennoæ, qto ponißaet stepen~ proizvedeniØ odnorodnyh polinomov (kofffficientov tenzornyh poleæ) na 1. Svertka ße tenzorov daet summu ih rangov. �

Lemma 5. Esli avtomorfizm θ algebry aff_n(∞) nepodvißen na

podalgebre aff_n, to

θh^p_k ⊂ h^p_k ⊕ · · · ⊕ h^{k+p}_0 .

158 V. S. KAL^NICKI`

Dokazatel~stvo. Soglasno lemme 3 dlØ l¸bogo polØ A ∈ h^0_k [Z, A] = (k − 1)A. Zapixem cepoqku toßdestv: (k − 1)θA = θ[Z, A] = [Z, θA]. Iz fftogo sleduet, qto

θA ∈ h^0_k ⊕ h^1_{k−1} ⊕ · · · ⊕ h^{k+p}_0 .

S drugoæ storony, dlØ l¸bogo i [X_i, A] = 0 = θ[X_i, A] = [X_i, θA] = ∇_iθA. Sledovatel~no θA ∈ r. Dokaßem utverßdenie lemmy indukcieæ po stepeni odnorodnosti p. Baza p = 0 dokazana. Pust~ vse dokazano dlØ s 6 p − 1. Rassmotrim pole A ∈ h^p_k. S odnoæ storony, (p + k − 1)θA = θ[Z, A] = [Z, θA], t.e.

θA ∈ h^0_{k+p} ⊕ · · · ⊕ h^{k+p}_0 .

S drugoæ storony, dlØ l¸bogo i imeem ∇_iA ∈ h^{p−1}_k . V silu indukcionnogo predpoloßeniØ ∇_iθA = θ∇_iA ∈ h^{p−1}_k ⊕ · · · ⊕ h^{k+p−1}_0 . Ots¸da θA ∈ h^p_k ⊕ · · · ⊕ h^{p+k}_0 ⊕ r. SravnivaØ oba vkl¸qeniØ, poluqaem okonqatel~no θA ∈ h^p_k ⊕ · · · ⊕ h^{k+p}_0 . Indukcionnyæ perehod i vsØ lemma dokazany. �

Iz lemmy 5 sleduet, qto avtomorfizm graduirovannoæ algebry aff_n(∞), nepodvißnyæ na podalgebre aff_n sohranØet bigraduirovku.

ALGEBRY ˚KOBI PLOSKIH MNOGOOBRAZI` 159

Lemma 6. Avtomorfizm θ graduirovannoæ algebry aff_n(∞), nepo-

dvißnyæ na podalgebre aff_n i podprostranstve r_k, toßdestvenen na podprostranstve h_k.

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 5 avtomorfizm θ sohranØet bi-

graduirovku. Dokaßem indukcieæ po p, qto on toßdestvenen na h p k. Baza p = 0 dana v uslovii. Pust~ θ toßdestvenen na h^s_k,

s 6 p − 1. Rassmotrim pole A ∈ h^p_k. Pole ∇iA ∈ h^{p−1}_k . Po in-

dukcionnomu predpoloßeni¸ ∇_iA = θ∇_iA = ∇_iθA. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo i ∇_i(θA − A) = 0. Tak kak θA − A ∈ h^p_k, p > 1, to θA − A = 0. Indukcionnyæ perehod dokazan. �

Itak, l¸boe uslovie na avtomorfizm, nepodvißnyæ na aff_n, garantiru¸wee ego nepodvißnost~ na r, vleqet ego toßdestvennost~. Naprimer, takim estestvennym (s geometriqeskoæ toqki zreniØ) usloviem ØvlØetsØ kommutirovanie s simmetrizovannoæ kovariantnoæ proizvodnoæ.

Lemma 7. Avtomorfizm θ graduirovannoæ algebry aff_n(∞),

(a) nepodvißnyæ na aff_n i (b) kommutiru¸wiæ s ^∇ na aff^0_n(∞), toßdestvenen.

Dokazatel~stvo. V silu sohraneniØ bigraduirovki podalgebra

aff^0n(∞) invariantna. Dokaßem toßdestvennost~ avtomorfizma θ

na h_k indukcieæ po k. Baza k = 0 est~ punkt a) usloviØ lemmy. Pust~ dokazano, qto avtomorfizm θ nepodvißen na h_s, s 6 k − 1. Rassmotrim l¸boe pole A ∈ h^0_k. V silu lemmy 1, suwestvuet pole B ∈ h^1_{k−1} ⊂ aff^0_n(∞) takoe, qto ^∇B = A. Po indukcionnomu predpoloßeni¸ θB = B i po svoæstvu b) lemmy ^∇θ = θ ^∇. Zapixem cepoqku toßdestv θA = θ ^∇B = ^∇θB = ^∇B = A.

160 V. S. KAL^NICKI` To est~ θ toßdestvenen na r_k. Po lemme 6 avtomorfizm θ toßdestvenen na h_k. Indukcionnyæ perehod i lemma dokazany. �

Dokazatel~stvo osnovnoæ lemmy. Rassmotrim proizvol~nyæ

avtomorfizm θ graduirovannoæ algebry aff_n(∞), sohranØ¸wiæ podalgebru aff_n. Sußenie θ na aff_n ØvlØetsØ vnutrennim avtomorfizmom algebry aff_n, t.e. poroßdaetsØ nekotorym affinnym preobrazovaniem φ prostranstva R^n. Avtomorfizm θ ∘ ( φ^{−1} )_∗ algebry aff_n(∞) nepodvißen na aff_n, sohranØet graduirovku i kommutiruet s operatorom ^∇ na aff^0_n(∞). Po lemme 7 θ ∘ ( φ^{−1} )_∗ = id.

Znaqit θ = φ^∗, t.e. θ ØvlØetsØ vnutrennim v sil~nom smysle. �

§3. KlassifikacionnaØ teorema

Pokaßem kak osnovnaØ lemma pozvolØet klassificirovat~ vozmoßnye algebry na ploskih mnogoobraziØh. Pust~ mnogoobrazie M – odnorodnoe otnositel~no ploskoæ svØznosti ∇ bez kruqeniØ. Algebra ˚kobi nad odnosvØznoæ kartoæ U izomorfna algebre aff_n(∞). V silu odnorodnosti voznikaet predstavlenie monodromii

ρ : π_1(M ) → Aut (aff_n(∞)).

Vo-pervyh, prodolßenie tenzornyh poleæ vdol~ petel~ sohranØet tip polØ, t.e. graduirovku algebry. Vo-vtoryh, kommutiruet s l¸bym operatorom, q~Ø psevdogruppa avtomorfizmov soderßit (lokal~nye) avtomorfizmy svØznosti. V qastnosti, s polnoæ kovariantnoæ proizvodnoæ i ee stepenØmi, simmetrizovannoæ kovariantnoæ proizvodnoæ i ee stepenØmi. Pervoe garantiruet, qto algebry r i aff^0_n(∞) invariantny, vtoroe est~ qast~ usloviØ osnovnoæ lemmy. My nahodimsØ v usloviØh fftoæ lemmy. Takim obrazom, vse avtomorfizmy predstavleniØ ρ ØvlØ¸tsØ vnutrennimi v sil~nom smysle.

Teorema (klassifikacionnaØ). Spisok vozmoßnyh algebr ˚kobi

ploskih svØznosteæ na mnogoobrazii M voznikaet kak pereqislenie maksimal~nyh trivial~nyh podpredstavleniæ monodromii

ρ : π_1(M ) → Aut (aff_n). �

ALGEBRY ˚KOBI PLOSKIH MNOGOOBRAZI` 161 Vopros realizuemosti algebr iz poluqennogo spiska ostaetsØ otkrytym.

Literatura

1. V. S. Kal~nickiæ, Algebra obobwennyh poleæ ˚kobi. — Zap. nauqn. semin.

POMI 231 (1995), 222–244.

2. V. S. Kal~nickiæ, Avtomorfizmy geodeziqeskogo vektornogo polØ. — Vestnik SPbGU, Ser. 1, Vyp. 2, No. 8 (1995), 23–24.

3. V. Kalnitsky, Symmetry fields of geodesic vector field. — In: Proc. 7th Int. Conf.

DGA’98 Brno (1998), pp. 355–359.

4. H. Omori, Infinite dimensional Lie transformation groups. — Lect. Notes Math.

427 (1974).

5. N. K. Smolencev, O gruppe diffeomorfizmov, ostavlØ¸wih nepodvißnym vektornoe pole. — Sib. mat. ß. 25 (1984).

6. V. V. Kozlov, O gruppah simmetrii geodeziqeskih potokov na zamknutoæ poverhnosti. — Mat. zam. 48 (1990).

7. I. A. Taæmanov, O topologiqeskih svoæstvah integriruemyh geodeziqeskih potokov. — Mat. zam. 44, vyp. 2 (1988), 283.

8. M. A. Parinov, O gruppah diffeomorfizmov sohranØ¸wih nevyroßdennoe analitiqeskoe kovektornoe pole. — Mat. sb. 186, No. 5 (1995), 115–126.

Kalnitsky V. S. Jacobi algebras on flat manifolds.

A classification theorem for the Jacobi algebras on flat manifolds is proved. The proof involves a generalization of a result about the Lie algebra aff_n(R).

Postupilo 28 dekabrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæuniversitet

E-mail: skalnitsky@hotmail.com