Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

M. D. Kovalev

O RAVNOUGOL^NYH TOQKAH

Orientirovannym uglom meßdu dvumØ pereseka¸wimisØ prØmymi na ploskosti nazyva¸t ugol φ ∈ (0; π), otmerØemyæ ot pervoæ prØmoæ do vtoroæ v napravlenii protiv qasovoæ strelki. Orientirovannyæ ugol meßdu dvumØ parallel~nymi ili sovpada¸wimi prØmymi sqitaetsØ nulevym. Budem govorit~, qto iz toqki T vektor ab viden pod uglom φ ∈ [0; π), esli orientirovannyæ ugol meßdu prØmoæ T a i prØmoæ T b raven φ. DlØ toqki T ≠ a, b fftot ugol opredelen odnoznaqno. Ugol, pod kotorym vektor ab viden iz toqek a i b, ne opredelen, i my budem pripisyvat~ emu proizvol~noe znaqenie. Esli φ > 0, to toqki T , iz kotoryh vektor ab viden pod uglom φ, sostavlØ¸t okrußnost~, prohodØwu¸ qerez a i b. V fftom sluqae my sqitaem vektor ab vidnym iz ego naqala i ego konca takße pod uglom φ. Mnoßestvo toqek, iz kotoryh nenulevoæ vektor ab viden pod nulevym uglom, sqitaem sovpada¸wim s mnoßestvom toqek prØmoæ ab. Toqku T ploskosti, iz kotoroæ vse vektory nekotoroæ sovokupnosti vidny pod odinakovymi orientirovannymi uglami, nazovem toqkoæ ravnougol~noæ vidimosti ili koroqe ravnougol~noæ toqkoæ dlØ dannoæ sovokupnosti vektorov.

Teorema 1. DlØ dvuh vektorov na ploskosti toqka ravnougol~noæ

vidimosti vsegda suwestvuet.

Dokazatel~stvo. Esli vektory leßat na pereseka¸wihsØ prØ-

myh, to v kaqestve ravnougol~noæ toqki moßno vzØt~ toqku pereseqeniØ fftih prØmyh (i ugol vidimosti raven 0). Esli vektory Aa, Bb leßat na parallel~nyh prØmyh i protivopoloßno napravleny, to toqkoæ ravnougol~noæ vidimosti ØvlØetsØ toqka pereseqeniØ prØmyh Ab i Ba. Esli vektory Aa, Bb leßat na parallel~nyh prØmyh, odinakovo napravleny i ne ravny po dline, to toqkoæ ih ravnougol~noæ vidimosti ØvlØetsØ toqka pereseqe-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant 00-01-00619). 162

O RAVNOUGOL^NYH TOQKAH 163 niØ prØmyh AB i ab. Esli ße vektory ravny i leßat na parallel~nyh prØmyh, to rasstoØnie ρ meßdu centrami okrußnosteæ

O_a i O_b ih ravnougol~noæ vidimosti ne zavisit ot ugla vidimo-

sti. �ti okrußnosti ime¸t odinakovyæ radius, i esli vzØt~ ego bol~xim ρ/2, to oni peresekutsØ. Toqka ih pereseqeniØ ØvlØetsØ ravnougol~noæ toqkoæ. •

V sluqae sovokupnosti treh vektorov Aa, Bb, Cc vopros okazyvaetsØ bolee interesnym, toqka ravnougol~noæ vidimosti ne vsegda suwestvuet. Naprimer, voz~mem vektory Aa, Bb, Cc, leßawimi na treh poparno razliqnyh parallel~nyh prØmyh, priqem vektor Aa nulevym i takim, qto toqka A ne ØvlØetsØ toqkoæ ravnougol~noæ vidimosti dlØ nenulevyh vektorov Bb, Cc. Poskol~ku vektor Aa = AA viden iz l¸boæ toqki T ≠ A pod nulevym uglom i ne suwestvuet toqki iz kotoroæ oba vektora Bb, Cc vidny pod nulevym uglom to dlØ fftoæ sovokupnosti net ravnougol~noæ toq- ki. Zametim, qto v sluqae sovpadeniØ hotØ by dvuh kraænih toqek dvuh razliqnyh vektorov troæki, ffta obwaØ kraænØØ toqka ØvlØetsØ ravnougol~noæ dlØ dannoæ troæki vektorov.

Zafiksiruem naqala A, B, C vektorov v ploskosti tak, qtoby toqki A i B ne sovpadali. Togda imeetsØ dekartova prØmougol~- naØ sistema koordinat, v kotoroæ: A = (0, 0), B = (1, 0), C = (u, v). Pust~ v fftoæ sisteme koordinat a = (x_1, y_1), b = (x_2, y_2), c =

(x_3, y_3). Poslednie xest~ koordinat parametrizu¸t prostran-

stvo R^6 vseh troek vektorov ploskosti s naqalami A, B, C.

Teorema 2. Pust~ hotØ by dve iz toqek A, B, C ne sovpada¸t

meßdu soboæ. Togda mnoßestvo troek vektorov Aa, Bb, Cc, dlØ kotoryh suwestvuet ravnougol~naØ toqka, vs¸du plotno v prostranstve parametrov R^6.

Dokazatel~stvo. Zapixem uravneniØ okrußnosteæ, iz toqek ko-

toryh kaßdyæ iz vektorov Aa, Bb, Cc viden pod uglom φ, sqitaØ

t =^1_2 ctg^φ_2 .

164 M. D. KOVALEV

(x − x_1 2 + ty_1)^2 + (y − y_1 2 − t x_1)^2 = (x^2_1 + y^2_1) 1 4 + t^2), (x − 1 2 − x_2 2 + ty_2)^2 + (y − y_2 2 − t(x_2 − 1))^2

= ((x_2 − 1)^2 + y^2) 1 4 + t^2), (x − u 2 − x_3 2 + t(y_3 − v))^2 + (y − v 2 − y_3 2 − t(x_3 − u))^2

= ((x_3 − u)^2 + (y_3 − v)^2)( 1 4 + t^2).

VyqitaØ iz dvuh poslednih uravneniæ pervoe, pridem k sisteme 2 lineænyh uravneniæ otnositel~no koordinat (x, y) toqki pereseqeniØ treh okrußnosteæ:

8>
>
<
>
>:

(2t − 2tx_2 + y_1 − y_2 + 2x_1)y +(−1 + 2ty_2 + x_1 − x_2 − 2ty_1)x = 2ty_2 − x_2, (2tx_1 − v − y_3 + y_1 − 2tx_3 + 2tu)y +(x_1 + 2ty_3 − 2ty_1 − u − 2tv − x_3)x = −vy_3 − u x_3 + 2uty_3 − 2x_3tv.

Dalee v vyqisleniØh suwestvenno ispol~zovalsØ paket Maple. RexaØ fftu sistemu v predpoloßenii neravenstva nul¸ ee opredelitelØ Δ(t), poluqim dostatoqno gromozdkie vyraßeniØ dlØ x i y v vide drobeæ, v qislitelØh i znamenatelØh kotoryh sto- Øt mnogoqleny vtoroæ stepeni po peremennoæ t. PodstavlØØ ffti vyraßeniØ x, y v uravnenie pervoæ okrußnosti i vydelØØ iz poluqivxeæsØ nesokratimoæ drobi qislitel~, poluqim mnogoqlen otnositel~no peremennoæ t =^1_2 ctg^φ_2 . StarxaØ (xestaØ) stepen~ peremennogo t v fftom mnogoqlene uniqtoßaetsØ, i ostaetsØ mnogoqlen P_5(t) pØtoæ stepeni po t. Kofffficient k_5 pri t^5 fftogo mnogoqlena predstavlØet soboæ dovol~no gromozdku¸ funkci¸ ot koordinat toqek a, b, c.

Proverim, qto ffta funkciØ ne obrawaetsØ ni pri kakih znaqeniØh u i v v nol~ toßdestvenno po ostal~nym peremennym. DlØ fftogo podsqitaem ee znaqeniØ pri sledu¸wih qetyreh naborah koordinat svobodnyh xarnirov:

(x_1, y_1; x_2, y_2; x_3, y_3) = (1, 1; 0, 0; 1, 0), (1, 1; 1, 1; 1, 0), (0, 1; 0, 0; 1, 0) (1, 1; 0, 0; 1, 1).

O RAVNOUGOL^NYH TOQKAH 165 Poluqaem, sootvetstvenno, sledu¸wie funkcii:

64v − 32vu + 64v^2,

−32 + 32u − 32v + 32vu,

64v − 32vu + 32v^2,

−96vu + 64v^2 + 32u^2.

PriravnØem ih nul¸. Sistema iz pervyh treh poluqennyh uravneniæ imeet edinstvennoe oqevidnoe rexenie: u = 1, v = 0. Odnako ffto rexenie ne udovletvorØet poslednemu uravneni¸. Nevozmoßnost~ toßdestvennogo obraweniØ v nol~ funkcii k_5 ni pri kakih u i v ustanovlena. Takim obrazom, mnoßestvo rexeniæ uravneniØ k_5 = 0 ØvlØetsØ zamknutym mnoßestvom razmernosti men~xeæ 6, a ego dopolnenie otkryto i vs¸du plotno v prostranstve R^6. No pri k_5 ≠ 0 algebraiqeskoe uravnenie otnositel~no ugla ravnougol~noæ vidimosti (poluqaemoe priravnivaniem qislitelØ drobi nul¸) imeet vewestvennoe rexenie, i sledovatel~no, v fftom sluqae imeetsØ ravnougol~naØ toqka.

Poka my ne uqityvali vozmoßnosti, voznika¸wie pri obrawenii v nol~ opredelitelØ Δ(t) rassmotrennoæ vyxe lineænoæ sistemy. Proanaliziruem fftot sluqaæ. Vypixem opredelitel~

Δ(t):

−4x_2tu − y_1 + y_3 + v − 4tx_1 + 4tx_3 − x_1v − x_1y_3 − x_2y_1 + x_2v

+x_2y_3 + 4t^2v − 4t^2y_3 + 4t^2y_1 + y_1x_3 + y_1u + 4t^2y_2x_1 + 4t^2y_2u

−4t^2y_2x_3 − 4t^2y_1u + 4t^2y_1x_3 + 4x_1tu − 4ty_2v + 4ty_1v − 4t^2x_2v

−4t^2x_2y_3 + 4t^2x_2y_1 + 4t^2x_1v − 4t^2x_1y_3 − y_2x_3 + y_2x_1 − y_2u.

Vyxeprivedennoe rassußdenie ne privedet nas k celi, esli pri kakih-libo opredelennyh znaqeniØh u i v dlØ vseh znaqeniæ peremennyh x_1, y_1, x_2, y_2, x_3, y_3 hotØ by odin koren~ mnogoqlena P_5(t) ØvlØetsØ takße nulem opredelitelØ Δ(t). Qtoby dokazat~ nevozmoßnost~ fftogo, vyqislim rezul~tanty R_1, R_2, R_3 mnogoqlenov P_5(t) i Δ(t) pri sledu¸wih treh naborah peremennyh:

(x_1, y_1; x_2, y_2; x_3, y_3) = (0, 1; 0, −1; 0, 0), (−1, −1; 0, −1; −1, 0),

(−1, 1; 0, 1; 0, −1).

166 M. D. KOVALEV Poluqim:

R_1 = (−1 + v + 2u)(32768u − 4096v^2 − 90112u^2 + 65536u^3 − 16384uv^2 − 229376u^5 − 65536uv^4 + 163840u^2v^2 + 36864v^4 + 126976u^4 − 57344u^2v^4 + 32768u^6 + 20480u^4v^2 − 294912u^3v^2 − 4096 + 131072u^7 + 229376u^3v^4 + 49152uv^6 + 311296u^5v^2 + −45056v^6 − 180224v^2u^616384v^8 − 16384v^6u^2 − 147456v^4u^4 − 65536u^8),

R_2 = −1024uv + 512v − 256v^2 − 512u^2 + 256 − 1024u^3 − 1024v^3 − 2048uv^2 − 1024vu^2 + 1024u^5 + 2048uv^4 + 3072u^2v^3 + 1024u^2v^2 − 256v^4 + 256u^4 + 1536u^2v^4 + 2048u^3v^3 + 1024u^6 + 2304u^4v^2 + 1024u^5v + 1024uv^5 + 3072u^3v^2 + 2560u^4v + 512v^5 + 256v^6,

R_3 = −4096uv − 35840v + 20480u + 2304v^2 − 26624u^2 − 12288u^3 + 12288v^3 − 11264uv^2 + 30720vu^2 + 1024uv^4 − 4096u^2v^3 + 3584u^2v^2 − 4096vu^3 − 2560v^4 + 9216u^4 + 512u^2v^4 + 256u^4v^2 + 1024u^3v^2 − 3072u^4v − 1024v^5 + 256v^6 + 25600.

Issledovanie s pomow~¸ bazisov Grœbnera sistemy uravneniæ R_1 = R_2 = R_3 = 0 s neizvestnymi u i v pokazyvaet ee nesovmestnost~. Poskol~ku ravenstvo nul¸ rezul~tanta ØvlØetsØ neobhodimym usloviem sovpadeniØ korneæ mnogoqlenov, naxe dokazatel~stvo fftim zaverxeno. •

Iz teoremy 2 vytekaet sledu¸waØ teorema.

Teorema 3. Esli dlØ troæki svØzannyh vektorov ploskosti ne

suwestvuet ravnougol~noæ toqki, to proekcii fftih vektorov na nekotoru¸ os~ ravny.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ tri svØzannyh vek-

tora Aa, Bb, Cc s poparno razliqnymi kraænimi toqkami. (V protivnom sluqae ravnougol~naØ toqka zavedomo suwestvuet.) Vsledstvie teoremy 2 naædutsØ posledovatel~nosti {a_i}, {b_i} i

O RAVNOUGOL^NYH TOQKAH 167

{c_i} toqek ploskosti, shodØwiesØ sootvetstvenno k a, b i c, i takie, qto dlØ troek vektorov Aa_i, Bb_i, Cc_i imeetsØ hotØ by odna ravnougol~naØ toqka, – pust~ ffto T_i.

Vozmoßny dva sluqaØ: libo posledovatel~nost~ {T_i} ograniqena, libo net. V pervom sluqae u nee naædetsØ shodØwaØsØ podposledovatel~nost~. Ee predel~naØ toqka T , oqevidno, ØvlØetsØ ravnougol~noæ toqkoæ dlØ Aa, Bb, Cc. Deæstvitel~no, pust~ iz toqki T_i vektor Aa viden pod uglom φ_i. Pust~ T ne sovpadaet, skaßem, s A i a. Togda, oqevidno, posledovatel~nost~ φ_i shoditsØ k nekotoromu uglu φ. V silu nepreryvnoæ zavisimosti fftogo ugla ot Aa_i i ot toqki T_i, pri dostatoqno bol~xih i ne sovpada¸weæ ni s odnoæ iz toqek a_i, a, A, predel~nyæ vektor Aa viden iz T pod uglom φ. V silu skazannogo vyxe, T moßet sovpast~ ne bolee qem s odnoæ iz kraænih toqek vektorov Aa, Bb, Cc, pust~, naprimer, s a. V fftom sluqae my sqitaem, qto vektor Aa viden iz T = a pod tem ße predel~nym uglom φ, qto i ostal~nye dva vektora.

Esli ße posledovatel~nost~ {T_i} neograniqenna, to iz nee moßno vybrat~ podposledovatel~nost~ T_{ik} → ∞ pri k → ∞, dlØ kotoroæ napravleniØ radius-vektorov oT_{ik} shodØtsØ k nekotoromu napravleni¸ e. OstaetsØ zametit~, qto v fftom sluqae proekcii vektorov Aa, Bb, Cc na os~ napravleniØ, perpendikulØrnogo k e, ravny meßdu soboæ. •

Primer otsutstviØ ravnougol~noæ toqki dlØ vseh treh nenulevyh vektorov daœt nabor

A = (0, 0), a = (−2, 0); B = (1, 0), b = (−2, −1); C = (0, 1), c = (0, 3).

V fftom sluqae vektory Aa, Bb, Cc ime¸t odinakovye proekcii na os~ s napravlØ¸wim vektorom (1, −1).

Privedem ewe oqevidnu¸ pereformulirovku dokazannoæ teoremy na Øzyke vektornogo i skalØrnogo proizvedeniæ.

Teorema 4. Pust~ dlØ treh vektorov Aa, Bb, Cc ploskosti P ne

suwestvuet takoæ toqki T ∈ P , qtoby [T A, T a] = (T A, T a)l, [T B, T b] = (T B, T b)l, [T C, T c] = (T C, T c)l, gde l – vektor perpendikulØrnyæ ploskosti P . Togda imeetsØ ediniqnyæ vektor e ∈ P s (Aa, e) = (Bb, e) = (Cc, e).

168 M. D. KOVALEV Kovalev M. D. On equi-angular points.

A point T is an equi-angular point of a collection of localized vectors if all of them are seen from T at an equal oriented angle. It is proved that almost all triples of vectors in the plane with fixed origins (not all of which coincide) have an euqi-angular point. As a consequence, it is proved that if a triple of vectors in the plane has no equi-angular point, then their projections to a certain axis are equal.

Postupilo 13 ØnvarØ 2003 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova

E-mail: kovalev.math@ mtu.net.ru