Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. V. Makeev

O QETYREHUGOL^NIKAH, VPISANNYH V ZAMKNUTUı KRIVUı, I EE VERXINAH

Ovalom budem nazyvat~ gladku¸ vypuklu¸ plosku¸ zamknutu¸ krivu¸. Horoxo izvestno [1], qto vsØkiæ oval klassa C^3 imeet ⩾ 4 verxin – toqek, gde ego krivizna stacionarna.

BlØxke dokazal, qto esli oval peresekaetsØ s okrußnost~¸ v k toqkah, to na nem ne menee k verxin.

Obzor rezul~tatov, svØzannyh s teoremoæ o 4 verxinah ovala imeetsØ v [2].

V [3] vyskazana gipoteza, qto dlØ vsØkoæ gladkoæ ßordanovoæ krivoæ γ na ploskosti i vpisannogo v okrußnost~ qetyrehugol~nika ABCD naædetsØ podobnoe preobrazovanie, vpisyva¸- wee ABCD v krivu¸ γ.

Xnirel~man [4] dokazal, qto vo vsØku¸ C^2-gladku¸ ßordanovu krivu¸ moßno vpisat~ kvadrat.

V [3] takße dokazano, qto dlØ vsØkogo prostogo p ⩾ 5 na ovale leßat nekotorye 4 verxiny pravil~nogo p-ugol~nika.

V [4] vyxesformulirovannaØ gipoteza dokazana dlØ gladkih vypuklyh krivyh γ, pereseka¸wihsØ so vsØkoæ okrußnost~¸ ne bolee qem v 4 toqkah. Faktiqeski tam dokazana sledu¸waØ bolee sil~naØ teorema.

Teorema 1 [4]. DlØ vsØkogo ovala, pereseka¸wegosØ so vsØkoæ

okrußnost~¸ ne bolee qem v 4 toqkah, i vsØkogo vpisannogo v okrußnost~ pØtiugol~nika ABCDE naædetsØ takoe podobnoe preobrazovanie φ, qto qetyrehugol~nik φ(ABCD) vpisan v oval, a φ(E) leßit vnutri ovala, a takße takoe podobnoe preobrazovanie ψ, qto qetyrehugol~nik ψ(ABCD) vpisan v oval, a ψ(E) leßit vne ovala.

Po vyxeupomØnutoæ teoreme BlØxke oval s 4 verxinami peresekaetsØ s okrußnost~¸ ne bolee, qem v 4 toqkah. Otmetim, qto ovaly, pereseka¸wiesØ s okrußnost~¸ ne bolee qem v 4 toqkah, uße izuqalis~ v [5]. 241

242 V. V. MAKEEV

DlØ ovalov s 4 verxinami teorema 1 dopuskaet sledu¸wee usilenie.

§1. Ovaly s 4 verxinami

Teorema 2. DlØ vpisannogo v okrußnost~ pØtiugol~nika ABCDE

i otrytogo plotnogo v C^4-topologii mnoßestva ovalov γ s 4 verxinami naædutsØ 2 podobnyh preobrazovaniØ φ takih, qto qetyrehugol~nik φ(ABCD) vpisan v γ, a verxina φ(E) leßit vnutri γ, a takße 2 podobnyh preobrazovaniØ ψ takih, qto qetyrehugol~nik ψ(ABCD) vpisan v γ, a verxina ψ(E) leßit vne γ.

Dokazatel~stvo, kak i dokazatel~stvo teoremy 1 (sm. [3]), osnovano na redukcii k zadaqe o funkciØh na dvumernoæ sfe- re. Dokazatel~stvo. Podvergnuv oval γ malomu vozmuweni¸, do-

b~emsØ togo, qto krivizna k ØvlØetsØ funkcieæ Morsa na γ, krivizna v verxinah prinimaet razliqnye znaqeniØ, a takße, qto v malyh okrestnostØh verxin oval γ simmetriqen otnositel~no svoih normaleæ v fftih verxinah.

Pust~ Π – ploskost~, soderßawaØ oval γ, O – ego vnutrennØØ toqka ovala γ, a Π ⊃ Q – krug s centrom v toqke O, celikom soderßawiæ γ vnutri sebØ.

Postroim nepreryvnu¸ funkci¸ f : Π → R taku¸, qto na

kaßdom luqe OA s A ∈ γ imeem f(x) = |Ox| |OA| dlØ x ∈ [O, A], a dalee

vdol~ luqa OA funkciØ f gladkaØ, f^′ > 0 i vne Q linii urovnØ f ØvlØ¸tsØ koncentriqeskimi s Q okrußnostØmi. Oqevidno, qto pri 0 < c < 1 linii urovnØ {f(x) = c} leßat vnutri γ i ØvlØ¸tsØ c-gomotetami krivoæ γ. Oqevidno takße, qto funkciØ f – gladkaØ na Π r O.

Rassmotrim sferu S, kasa¸wu¸sØ “¸ßnym pol¸som” ploskosti Π v toqke O. Pust~ q : S r {P } → Π – stereografiqeskaØ proekciØ iz toqki P , diametral~no protivopoloßnoæ toqke O. Pust~ radius sfery S ne men~xe radiusa kruga Q. Opredelim na “¸ßnoæ” polusfere funkci¸ φ = f ∘ q i prodolßim ee na “severnu¸” polusferu po formule φ ∘ a, gde a – povorot na 180^0 vokrug diametra sfery S, parallel~nogo ploskosti Π.

Pust~ ABCDE – podobnaØ kopiØ dannogo v uslovii teoremy 2

O QETYREHUGOL^NIKAH 243

pØtiugol~nika na sfere S. Opredelim nepreryvnoe otobraßenie

g : SO(3) → R^5,

gde SO(3) – gruppa sohranØ¸wih orientaci¸ povorotov vokrug centra sfery S, poloßiv dlØ a ∈ SO(3)

g(a) : = ( φ(a(A)), φ(a(B)), φ(a(C)), φ(a(D)), φ(a(E)) ) . Pust~ prØmaØ l zadana uravneniØmi x_1 = x_2 = . . . = x_5, a

h : R^5 r l → S^3

– otobraßenie v sferu

S^3 := { 5∑ i=1 x_i = 0, 5∑ i=1 x^2_i = 1 } ⊂ R^5,

svodØweesØ k ortogonal~noæ proekcii v ploskosti

{_5∑ i=1 x_i = 0 } , zadavaemoæ formuloæ pr (x1, . . . , x5) = (x1 − s, . . . , x5 − s), gde s = (x_1+· · ·+x_5)/5, s posledu¸wim proektirovaniem na sferu

S^3 vdol~ ishodØwih iz nulØ luqeæ.

Okrußnosti S^1 dostatoqno malogo radiusa na sfere S ne mogut peresekat~sØ s liniØmi urovnØ funkcii φ bolee, qem v 4 toqkah. Deæstvitel~no, v silu malosti radiusa S^1 mogla by peresekat~ uroven~ funkcii φ bolee qem v 4 (i daße bolee qem v 2!) toqkah lix~ vblizi “pol¸sov” sfery S, no togda stereografiqeskaØ proekciØ q(S^1) peresekala by gomotet ovala γ bolee qem v 4 toqkah, qto protivoreqit uslovi¸ teoremy 2, tak kak stereografiqeskaØ proekciØ perevodit okrußnosti iz S r P v okrußnosti na ploskosti Π.

V dal~neæxem my vybiraem kongruffntnye kopii pØtiugol~- nika ABCDE na sfere nastol~ko malymi, qto oni i podobnye kopii men~xego razmera ne pomewa¸tsØ v odin uroven~ funkcii φ.

V takom sluqae g(SO(3)) ne zadevaet vyxeopisannu¸ prØmu¸

l = {x_1 = · · · = x_5} ⊂ R^5, i opredeleno otobraßenie h ∘ g : SO(3) → S^3.

244 V. V. MAKEEV

Pokaßem, qto ego stepen~ ravna ±4.

V [3] dokazano, qto stepen~ fftogo otobraßeniØ ne delitsØ na 5 i, sledovatel~no, ≠ 0. Stepen~ h ∘ g ne zavisit ot vybora vpisannogo pØtiugol~nika ABCDE, tak kak oni vse deformiru¸tsØ drug v druga, a poskol~ku vse 5 verxin ne mogut popast~ v odin uroven~ funkcii φ, to g(SO(3)) ne zadevaet prØmu¸ l. Takim obrazom, dvigaØ pØtiugol~nik ABCDE po sfere (pri opredelenii g) my moßem odnovremenno nepreryvno dvigat~ ego verxiny po ego opisannoæ okrußnosti i, esli radius posledneæ ravnomerno ograniqen sverhu, ffto ne menØet stepeni otobraßeniØ h∘g.

V dal~neæxem, peremewaØ pØtiugol~nik ABCDE po sfere S v maloæ okrestnosti toqki O, budem ego podobno deformirovat~ takim obrazom, qtoby radius okrußnosti, opisannoæ vokrug ego proekcii q(ABCDE), byl postoØnnym.

Rassmotrim dve toqki

x_± := ( ± 1 √ 20 , ± 1 √ 20 , ± 1 √ 20 , ± 1 √ 20 , ∓ 4 √ 20 ) ∈ S^3. Pokaßem, qto ih proobrazy pri otobraßenii h ∘ g sostoØt iz 4 toqek. Tak kak po postroeni¸ vklady severnoæ i ¸ßnoæ polusfery v stepen~ otobraßeniØ h ∘ g odinakovy, a ffta stepen~ ne ravna 0 (sm. [3]), to ona moßet byt~ lix~ ±4.

Zametim, qto proobrazam toqki X_+ (sootv. X_−) sootvetstvu- ¸t takie poloßeniØ pØtiugol~nika ABCDE na sfere, qto qetyrehugol~nik ABCD vpisan v uroven~ funkcii vblizi pol¸sov sfery S, a verxina E leßit vnutri (sootvetstvenno, vne) fftogo urovnØ (t.e. v odnoæ (v raznyh) komponente s blißaæxim pol¸- som).

DlØ nahoßdeniØ poloßeniæ pØtiugol~nika ABCDE, kogda qetyrehugol~nik ABCD vpisan v uroven~ funkcii f ∘q vblizi ¸ßnogo pol¸sa O sfery, my moßem pereæti na ploskost~ Π i iskat~ takie poloßeniØ pØtiugol~nika q(ABCDE), kogda qetyrehugol~- nik q(ABCD) vpisan v uroven~ funkcii f, t.e. v gomotet ovala γ.

Po sdelannomu vyxe predpoloßeni¸ radius opisannoæ okrußnosti pØtiugol~nika q(ABCDE) postoØnen. Podvergnuv deformacii pØtiugol~nik ABCDE, my takße sqitaem, qto toqki q(A),

q(B), q(C), q(D) i q(E) leßat na okrußnosti na ravnyh malyh

uglovyh rasstoØniØh meßdu sosednimi toqkami.

V silu sdelannyh predpoloßeniæ qetyrehugol~nik q(ABCD) moßet byt~ vpisan v gomotet ovala γ lix~ vblizi ego verxin,

O QETYREHUGOL^NIKAH 245

priqem v silu lokal~noæ zerkal~noæ simmetrii ovala γ v verxinah qetyreugol~nik q(ABCD) budet imet~ tu ße os~ simmetrii, a verxina q(E) leßit vnutri ovala dlØ lokal~nogo maksimuma krivizny (ris. 1) i sootvetstvenno vne ovala dlØ lokal~- nogo minimuma krivizny (ris. 2).

Ris. 1 Ris. 2.

Takim obrazom, v okrestnosti toqki O na ploskosti Π imeetsØ 4 kopii pØtiugol~nika q(ABCDE), dlØ kotoryh q(ABCD) vpisan v gomotet γ, priqem verxiny q(A), q(B) i q(C), q(D) raspoloßeny simmetriqno otnositel~no verxiny ovala, pri fftom dlØ lokal~nyh maksimumov krivizny verxina q(E) leßit vnutri ovala i sootvetstvenno vne ovala dlØ lokal~nyh minimumov krivizny. Takim obrazom, deg(h ∘ g) = ±4.

Sledovatel~no v okrestnosti pol¸sa O dlØ pØtiugol~nika

ABCDE, vpisannogo v okrußnost~ dostatoqno malogo radiusa

r, imeetsØ 4 iskomyh ego kopii a_1, a_2, a_2, a_4 takih, qto qetyrehugol~nik ABCD vpisan v odin uroven~ funkcii f ∘ q. Togda pervye 4 verxiny kaßdogo iz pØtiugol~nikov q(a_1), q(a_2),

q(a_3), q(a_4) leßat na gomotete ovala γ, pri fftom pri r → 0 pro-

ektivnoe preobrazovanie q, perevodØwee a_i v q(a_i), stremitsØ k toßdestvennomu. Perehod k predelu pri r → 0 zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2. □

Iz [3] i provedennyh vyxe rassußdeniæ sleduet, qto dlØ tipiqnoæ gladkoæ zvezdnoæ ßordanovoæ krivoæ γ na ploskosti i pravil~nogo pØtiugol~nika ABCDE naædutsØ 2 podobnyh preobrazovaniØ φ takih, qto qetyrehugol~nik φ(ABCD) vpisan v γ, a φ(E) leßit vne γ, i sootvetstvenno 2 podobnyh preobrazovaniØ ψ takih, qto qetyrehugol~nik ψ(ABCD) vpisan v γ, a ψ(E)

246 V. V. MAKEEV

leßit vnutri γ.

§2. Vozmoßnye obobweniØ

Faktiqeski nami dokazano bolee obwee utverßdenie: v teoreme 2 v kaqestve γ moßno vybirat~ gladkiæ oval, pereseka¸wiæsØ s okrußnost~¸ ne bolee, qem v 4 toqkah, i togda qislo trebuemyh podobnyh kopiæ vpisannogo pØtiugol~nika ABCDE togo ili drugogo tipa budet sootvetstvenno ne menee m, gde m – qislo lokal~nyh minimumov (i maksimumov) funkcii krivizny k ovala γ, pri uslovii, qto poslednØØ ØvlØetsØ funkcieæ Morsa.

Vozmoßno, qto teorema 2 verna dlØ proizvol~nogo gladkogo ovala γ (ili daße gladkoæ ßordanovo krivoæ). V fftom sluqae ona ØvlØetsØ daleko iduwim obobweniem teoremy o 4 verxinah ovala, tak kak poslednØØ poluqaetsØ iz nee predel~nym perehodom pri sblißenii 4 verxin A, B, C i D pØtiugol~nika.

Rassmotrim ewe odin variant obobweniØ teoremy o 4 verxinah ovala.

Pust~ K ⊂ R^n – gladkoe vypukloe telo s vnutrenneæ toqkoæ O. Verno li, qto naædetsØ takaØ prohodØwaØ qerez toqku O dvumernaØ ploskost~ Π, qto oval K ∩ Π imeet ⩾ 2n verxin?

Iz [6] sleduet, qto 2n moßno zamenit~ na p + 1, gde p – naibol~xee prostoe qislo < 2n. Deæstvitel~no, v [6] dokazano, qto naædetsØ takaØ ploskost~ Π, qto v K ∩ Π vpisan pravil~nyæ pugol~nik, a znaqit K ∩ Π peresekaetsØ s okrußnost~¸ ne menee, qem v p + 1 toqkah i po teoreme BlØxke imeet ne menee p + 1 verxin. Takim obrazom, sformulirovannaØ vyxe zadaqa rexena dlØ prostyh 2n − 1, a takße “rexena asimptotiqeski”.

Neuluqxaema li ocenka 2n i verna li ona dlØ nevypuklyh gladkih K? Verno li ffto utverßdenie, esli vmesto tela K rassmotret~ nepreryvnoe pole gladkih ovalov v dvumernyh ploskostØh, prohodØwih qerez O ∈ R^n? Verno li, qto esli stavit~ tot ße vopros ob affinnyh verxinah ovala, to otvet budet 2n + 2?

Drugoe napravlenie obobweniØ teoremy o 4 verxinah ovala sostoit v sledu¸wem.

Pust~ v dvumernyh ploskostØh, prohodØwih qerez toqku O ∈

R^n, zadano nepreryvnoe pole C^{2n−1}-gladkih ovalov. Verno li,

qto dlØ nekotoroæ toqki A odnogo iz ovalov fftogo polØ vypolnØetsØ uslovie

k^′(A) = k^{′′}(A) = · · · = k^{(2n−3)}(A) = 0,

O QETYREHUGOL^NIKAH 247

gde k – krivizna ovala v toqke A?

Otmetim takße, qto poslednØØ gipoteza poluqitsØ predel~- nym perehodom (pri sblißenii verxin 2n-ugol~nika) iz gipotezy o tom, qto vsØkiæ vpisannyæ v okrußnost~ 2n-ugol~nik podobno vpisan v nekotoryæ oval iz rassmatrivaemogo polØ.

§3. O qetyrehugol~nikah, vpisannyh

v prostranstvennu¸ krivu¸

Zadannyæ qetyrehugol~nik posredstvom podobnogo preobrazovaniØ nel~zØ vpisat~ v tipiqnu¸ gladko vloßennu¸ v R^3 okrußnost~ γ. Deæstvitel~no, gruppa podobnyh preobrazovaniæ

R^3 semimerna, a uslovie vpisannosti qetyrehugol~nika v γ na-

lagaet na nego 8 ograniqeniæ.

Odnako vpolne mogut suwestvovat~ odnoparametriqeskie semeæstva qetyrehugol~nikov, oblada¸wie tem svoæstvom, qto vo vsØku¸ gladko vloßennu¸ okrußnost~ γ ⊂ R^3 vpisan podobnyæ obraz odnogo iz nih.

Naprimer, v [7] dokazano, qto vo vsØku¸ nezauzlennu¸ gladko vloßennu¸ okrußnost~ γ ⊂ R^3 vpisan “skruqennyæ kvadrat”, t.e. qetyrehugol~nik, poluqennyæ iz kvadrata povorotom odnoæ iz ego storon na nekotoryæ ugol vokrug sredneæ linii kvadrata, prohodØweæ qerez ee seredinu.

Stromkvist dokazal, qto na gladko vloßennoæ v R^n okrußnosti leßat takie qetyre toqki A_1, A_2, A_3, A_4, qto

|A_1A_2| = |A_2A_3| = |A_3A_4| = |A_4A_1| i |A_1A_3| = |A_2A_4|.

Nazovem k-diagonal~¸ zamknutoæ lomanoæ A_1 . . . A_n otrezok s koncami v dvuh ee verxinah, soedinØ¸wihsØ k-zvennoæ qast~¸ dannoæ lomanoæ pri nekotorom ee obhode.

Teorema 3. Pust~ na standartnoæ okrußnosti S^1 ⊂ R^2 zadana

nepreryvnaØ otnositel~no standartnoæ metriki metrika ρ takaØ, qto suwestvuet ravnomernyæ po x predel lim_{y→x} ρ(x, y) |x − y| , ØvlØ¸wiæsØ poloßitel~noæ nepreryvnoæ funkcieæ argumenta x. Pust~ g : S^1 ×S^1 → R – nepreryvnaØ funkciØ. Togda dlØ l¸byh natural~nyh m i k takih, qto 2 ⩽ k < m, v S^1 vpisana lomanaØ

248 V. V. MAKEEV

A_1 . . . A_m s

ρ(A_1, A_2) = ρ(A_2, A_3) = . . . = ρ(A_m , A_1),

u kotoroæ ime¸tsØ dve k-diagonali AB i CD s g(A, B) = g(C, D).

Zadannu¸ metriku ρ na okrußnosti moßno skol~ ugodno horoxo priblizit~ gladkoæ i poloßitel~noæ vne diagonali funkcieæ na S^1 ×S^1 (vozmoßno s potereæ neravenstva treugol~nika) s sohraneniem dannogo v teoreme usloviØ “lokal~nogo vyprØmleniØ” dlØ ρ (s toæ ße predel~noæ funkcieæ). Pofftomu v dal~neæxem my sqitaem ρ(x, y) gladkoæ funkcieæ svoih argumentov pri

x ≠ y. V ostal~nyh sluqaØh dokazatel~stvo poluqaetsØ predel~-

nym perehodom.

Dokazatel~stvo. Pust~ U ⊂ (S^1)^m – otkrytoe podmnoßestvo ta-

kih naborov razliqnyh toqek (A_1, . . . , A_m) okrußnosti S^1, kotorye sledu¸t drug za drugom na orientirovannoæ okrußnosti S^1 v ukazannom porØdke.

Rassmotrim gladkoe otobraßenie

F : U → R^m, (A_1, . . . , A_m) → (ρ(A_1, A_2), ρ(A_2, A_3), . . . , ρ(A_m, A_1)).

Poloßim M = F^{−1}(l), gde prØmaØ l ⊂ R^m zadana uravneniØmi

x_1 = x_2 = . . . = x_m.

˚sno, qto M – kompaktnoe podmnoßestvo v (S^1)^m, tak kak nikakie 2 toqki iz A_i ne mogut neograniqenno sblißat~sØ. (Deæstvitel~no, po opredeleni¸ M sblißat~sØ mogut lix~ vse toqki A_i odnovremenno, no ffto protivoreqit naloßennomu na funkci¸ ρ uslovi¸ lokal~nogo vyprØmleniØ.)

DlØ tipiqnoæ funkcii ρ otobraßenie F transversal~no k prØmoæ l i mnoßestvo M ØvlØetsØ gladkim kompaktnym odnomernym orientirovannym podmnogoobraziem (S^1)^m, t.e. koneqnym naborom gladko vloßennyh v (S^1)^m orientirovannyh okrußnosteæ.

DlØ 1 ⩽ i ⩽ m vvedem proekcii na i-æ somnoßitel~

π_i : (S^1)^m → S^1, π_i(A_1, . . . , A_m) = A_i.

Temi ße bukvami π_i budem v dal~neæxem oboznaqat~ sußeniØ

π_i : M → S^1. Zametim, qto vse otobraßeniØ π_i : M → S^1 gomotop-

ny. Pokaßem, qto esli funkciØ ρ dostatoqno horoxo priblißaet

O QETYREHUGOL^NIKAH 249

ishodnu¸ metriku, to deg(π_i) = 1. Stepen~ otobraßeniØ π_i ne zavisit ot vybora tipiqnoæ funkcii ρ, tak kak l¸bye dve takie funkcii gladko gomotopny, pofftomu korrektno opredelen klass singulØrnogo bordizma otobraßeniØ π_i. OstaetsØ zametit~, qto dlØ metriki ρ, inducirovannoæ standartnym vloßeniem okrußnosti S^1 → R^2, mnogoobrazie M ∼= S^1 i otobraßenie π_i : M → S^1 ØvlØetsØ gomeomorfizmom.

V mnoßestve U deæstvuet cikliqeskaØ gruppa Z_m cikliqeskimi perestanovkami toqek A_i. Oqevidno, qto mnogoobrazie M invariantno otnositel~no fftogo deæstviØ.

Pokaßem, qto mnogoobrazie M soderßit svØznu¸ komponentu

M_1, perehodØwu¸ v sebØ pod deæstviem nenulevogo fflementa Z_m.

Rassmotrim snaqala sluqaæ qetnogo m. Pokaßem, qto v fftom sluqae naædetsØ komponenta M_1 → M , perehodØwaØ v sebØ pod deæstviem neqetnoæ stepeni obrazu¸weæ gruppy Z_m.

Gruppa Z_m deæstvuet v mnoßestve π_0(M ) komponent svØznosti mnogoobraziØ M . Trebuemoe utverßdenie ravnosil~no tomu, qto odna iz Z_m-orbit v π_0(M ) sostoit iz neqetnogo qisla komponent. �to tak, potomu, qto stepen~ sußeniØ proekcii π_1 na orbitu, sostoØwu¸ iz qetnogo qisla komponent, zavedomo qetno, a stepen~ otobraßeniØ π_1 : M → S^1 ravna 1.

Esli ße m neqetno i net trebuemoæ invariantnoæ komponenty M_1 → M , to Z_m-orbity vseh komponent π_0(M ) sostoØt iz m komponent. Pri fftom deæstvie Z_m v M sohranØet orientaci¸, i stepen~ otobraßeniØ π_1 : M → S^1 delitsØ na m.

Pust~ komponenta M_1 → M perehodit v sebØ pod deæstviem nenulevogo fflementa a ∈ Z_m, a l – naimen~xee natural~noe qislo takoe, qto la = 0. Opredelim na M_1 nepreryvnu¸ funkci¸

f(A_1, . . . , A_m) = g(A_1, A_{l+1}) − g(aA_1, aA_{l+1}).

Oqevidno, qto f(A_1, . . . , A_m)+f(aA_1, . . . , aA_m)+· · ·f((l−1)aA_1 , . . . , (l − 1)aA_m) = 0, pofftomu f obrawaetsØ v 0 v nekotoroæ toqke, qto i trebovalos~. □ ZameqaniØ. 1. Esli g(x, y) = ρ(x, y), metrika ρ inducirovana

gladkim vloßeniem S → R^n, n = 4, a k = 2, to poluqaetsØ vyxeupomØnutaØ teorema Stromkvista, a pri drugih n i k – drugie utverßdeniØ takogo ße tipa.

250 V. V. MAKEEV

2. UsloviØ “lokal~noæ vyprØmlØemosti”, nalagaemye na metriku ρ, moßno zamenØt~ na nekotorye drugie blizkie usloviØ. Avtoru ne izvestno, verna li teorema 3 dlØ proizvol~noæ nepreryvnoæ metriki ρ.

Teorema 4. Pust~ na standartnoæ okrußnosti S^1 ⊂ R^2 zadana

metrika ρ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ teoremy 3, i zadano nepreryvnoe otobraßenie f : S^1 → R^n, gde n neqetno. Togda v okrußnost~ S moßno vpisat~ ρ-ravnozvennu¸ lomanu¸ A_1, . . . , A_{n+1} taku¸, qto toqki f(A_1), . . . , f(A_{n+1}) leßat v nekotoroæ giperploskosti v R^n.

Dokazatel~stvo. SleduØ dokazatel~stvu teoremy 3, dlØ tipiq-

noæ funkcii ρ naædem v mnogoobrazii ravnozvennyh vpisannyh

(n+1)-zvennyh zamknutyh lomanyh M → (S1)^n+1 taku¸ komponen-

tu M_1 → M , kotoraØ perehodit v sebØ pri perestanovke nabora toqek (A_1, . . . , A_{n+1}) na neqetnoe qislo poziciæ.

Rassmotrim na M_1 nepreryvnu¸ funkci¸

F (A_1, . . . , A_{n+1}) = ( f(A_1)f(A_2), f(A_2)f(A_3), . . . , f(A_n)f(A_{n+1}) ) – orientirovannyæ ob¨em parallelepipeda, postroennogo na vektorah, pereqislennyh v skobkah.

Legko videt~, qto

F (A_2, . . . , A_{n+1}, A_1) = −F (A_1, A_2, . . . , A_{n+1}),

t.e. pri cikliqeskom sdvige nabora toqek (A_1, . . . , A_{n+1}) na neqetnoe qislo poziciæ znaqenie funkcii F menØet znak. Pofftomu

F (A_1, . . . , A_{n+1}) = 0 v nekotoroæ toqke iz M_1, qto i trebovalos~. □ ZameqaniØ. 1. Esli n neqetno, otobraßenie f – gladkoe vloße-

nie, a ρ – inducirovannaØ im metrika, to poluqaetsØ teorema o vozmoßnosti vpisat~ v gladko vloßennu¸ v prostranstvo R^n neqetnoæ razmernosti okrußnost~ ravnozvennu¸ (n + 1)-zvennu¸ zamknutu¸ lomanu¸, leßawu¸ v nekotoroæ giperploskosti.

DlØ n = 3 poluqaem

Sledstvie. Vo vsØku¸ gladko vloßennu¸ v R^3 okrußnost~ vpi-

san nekotoryæ romb.

Avtoru neizvestno, obobwa¸tsØ li ffti utverßdeniØ na topologiqeski vloßennye okrußnosti.

O QETYREHUGOL^NIKAH 251

2. Otmetim takße sluqaæ, kogda ρ – vnutrennØØ metrika, inducirovannaØ pogrußeniem f : γ ↬ R^n.

Iz teoremy 4 sleduet, qto vsØkaØ regulØrnaØ krivaØ γ v R^n s neqetnym n soderßit n + 1 toqek A_1, . . . , A_{n+1}, leßawih v odnoæ giperploskosti i takih, qto vse dugi A_1A_2, , A_2, A_3, . . . , A_{n+1}A_1 krivoæ γ ime¸t ravnu¸ dlinu. To est~ regulØrnu¸ krivu¸ γ

v R^n pri neqetnom n moßno rasseq~ giperploskost~¸ na n + 1

qasteæ ravnoæ dliny.

Literatura

1. S. Mukhopadhayaya, New methods in the geometry of planar arc-I, cyclic, and sextactic points. — Bull. Calcutta Math. Soc. 1 (1909), 31–37.

2. O. R. Musin, �kstremumy krivizny i teorema o 4 verxinah dlØ mnogougol~nikov i mnogogrannikov. — Zap. nauqn. semin. POMI 280 (2001), 251–271.

3. V. Makeev, O qetyrehugol~nikah, vpisannyh v zamknutu¸ krivu¸. — Mat.

zametki 57, No. 1 (1995), 129–132.

4. L. G. Xnirel~man, O nekotoryh geometriqeskih svoæstvah zamknutyh krivyh. — Uspehi mat. nauk 10 (1944), 34–44.

5. R. C. Bose, On the number of circles of curvature perfectly enclosing or perfectly enclosed by a closed oval. — Math. Ann. 35 (1932), 16–24.

6. V. Makeev, Vpisannye i opisannye mnogogranniki vypuklogo tela. — Mat. zametki 55, No. 4 (1994), 128–130.

7. H. Griffits, The topology of square pegs in round holes. — Proc. London Math.

Soc. 363 (1991), 647–672.

Makeev V. V. On quadrangles inscribed in a closed curve and the vertices of the curve.

Let ADCDE be a pentagon inscribed in a circle. It is proved that if γ is a C4-generic smooth convex planar oval with 4 vertices (stationary points of curvature), then there are 2 similarities φ such that the quadrangle φ(ABCD) is inscribed in γ and the point ψ(E) lies inside γ, as well as 2 similarities ψ such that the quadrangle ψ(ABCD) is inscribed in γ and ψ(E) lies outside γ. It is also proved that any circle γ → R^n smoothly embedded in the space R^n of odd dimension contains the vertices of an equilateral (n + 1)-link polygonal line lying in a hyperplane of R^n.

Postupilo 25 ØnvarØ 2003 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet