Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. V. Makeev

OB AFFINNYH DIAMETRAH I HORDAH VYPUKLYH KOMPAKTOV

Vs¸du dalee pod vypuklym telom K ⊂ R^n (vypukloæ figuroæ pri n = 2) ponimaem kompaktnoe vypukloe mnoßestvo s nepustoæ vnutrennost~¸. Hordoæ vypuklogo tela nazyvaem otrezok, soedinØ¸wiæ dve ego graniqnye toqki. Horda tela K nazyvaetsØ affinnym diametrom, esli ee koncy prinadleßat parallel~nym opornym giperploskostØm tela K.

Glavnoe vnimanie v dannoæ rabote udelØetsØ affinnym diametram vypuklogo tela K ⊂ R^n, a takße hordam vypukloæ figury K ⊂ R^2, delØwim ee plowad~ S(K) v zadannom otnoxenii.

§1. Ob affinnyh diametrah vypuklogo tela

Horoxo izvestno [1, 2], qto qerez vsØku¸ vnutrenn¸¸ toqku vypuklogo tela K prohodit ego affinnyæ diametr, a takße, qto telo K imeet affinnyæ diametr l¸bogo napered zadannogo napravleniØ (edinstvennyæ v sluqae strogo vypuklogo tela). Qerez vsØku¸ graniqnu¸ toqku gladkogo strogo vypuklogo tela K ⊂ R^n prohodit rovno odin ego affinnyæ diametr. Takim obrazom, prostranstvo p(K) affinnyh diametrov gladkogo strogo vypuklogo tela K ⊂ R^n gomeomorfno vewestvennomu proektivnomu prostranstvu RP^{n−1}.

Izvestno, qto affinnye diametry vypuklogo tela K ime¸t mnogo vzaimnyh pereseqeniæ. V [3] dokazano, qto l¸boæ affinnyæ diametr vypuklogo tela K peresekaetsØ s kakim-libo drugim, a v [5] dokazano, qto on peresekaetsØ s kontinuumom drugih affinnyh diametrov tela K. Nißesledu¸waØ teorema ØvlØetsØ mnogomernym obobweniem utverßdeniØ o tom, qto dlØ l¸byh dvuh affinnyh diametrov trehmernogo vypuklogo tela naædetsØ affinnyæ diametr tela, kotoryæ ih peresekaet [5].

Teorema 1. Pust~ L1, L0 ⊂ R^n – lineænye podprostranstva s

dim L_1 + dim L_2 ¿ n − 1 i K ⊂ R^n – proizvol~noe vypukloe telo. Togda naædetsØ affinnyæ diametr d tela K, pereseka¸wiæ dlØ 252

OB AFFINNYH DIAMETRAH 253

i = 1, 2 nekotoryæ affinnyæ diametr d_i tela K, parallel~nyæ podprostranstvu L_i.

Dokazatel~stvo. Teoremu dostatoqno dokazat~ dlØ tela K s

C^2-gladkoæ graniceæ poloßitel~noæ gaussovoæ krivizny. (DlØ ostal~nyh tel K ⊂ R^n teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.) Mnoßestvo p(K) affinnyh diametrov tela K ⊂ R^n rassmatrivaemogo klassa gomeomorfno RP^{n−1}.

Pust~ L ⊂ R^n lineænoe podprostranstvo razmernosti k ¿ 1. Togda dlØ tipiqnogo vypuklogo tela K ⊂ R^n s C^2-gladkoæ graniceæ poloßitel~noæ gaussovoæ krivizny mnoßestvo m(L) affinnyh diametrov K, pereseka¸wih parallel~nye podprostranstvu L affinnye diametry tela K ØvlØetsØ kompaktnym gladkim kmernym podmnogoobraziem prostranstva p(K). •

Lemma. Mnogoobrazie m(L) realizuet obrazu¸wu¸ gruppy

H_k(p(K); Z_2).

Utverßdenie lemmy sleduet iz togo, qto indeks pereseqeniØ v p(K) mnogoobraziØ m(L) i mnogoobraziØ affinnyh diametrov, parallel~nyh ortogonal~nomu dopolneni¸ L^⊥, raven 1 po modul¸ 2. Poslednee utverßdenie sleduet iz togo, qto legko postroit~ blizkoe k xaru telo K, dlØ kotorogo m(L) soderßit rovno odin perpendikulØrnyæ L affinnyæ diametr tela K. • Teper~ utverßdenie teoremy 1 sleduet iz togo fakta, qto dlØ tipiqnogo tela K cikly m(L_1) i m(L_2 ) ime¸t nenulevoæ indeks pereseqeniØ v p(K) ∼= RP^{n−1}. •

V [6] dokazano, qto u vsØkogo vypuklogo trehmernogo tela ime- ¸tsØ 3 vzaimno perpendikulØrnyh diametra, pereseka¸wihsØ v odnoæ toqke. Kakovo naibol~xee qislo k(n) takoe, qto u vsØkogo vypuklogo tela K ⊂ R^n naædutsØ k(n) vzaimno perpendikulØrnyh diametrov, pereseka¸wihsØ v odnoæ toqke? Iz [6] sleduet, qto k(3) = 3. ImeetsØ prostoe ograniqenie na k(n). Razmernost~ prostranstva naborov k prØmyh k zadannyh napravleniæ ravna k · (n − 1), i sredi nih lix~ podmnoßestvo razmernosti n sostoit iz naborov prØmyh, ime¸wih obwu¸ toqku. Poskol~- ku razmernost~ prostranstva naborov iz k vzaimno ortogonal~- nyh napravleniæ ravna^{2n−k−1}_2 · k, to poluqaetsØ ograniqenie k(n)(n − 1) 6 n +^{2n−k(n)−1}_2 · k(n) ili

k^2(n) − k(n) 6 2n.

254 V. V. MAKEEV

Iz poluqennogo neravenstva sleduet, qto k(4) 6 3 i k(5) 6 3. Esli verno, qto k(n) ¿ 3 pri n ¿ 3, to k(4) = k(5) = 3, odnako dokazatel~stvo fftogo avtoru ne izvestno.

Pust~ G_k(R^n) – grassmanian neorientirovannyh k-mernyh podprostranstv v R^n i

γ^n_k : E_k(R^n) → G_k(R^n)

– tavtologiqeskoe rassloenie. Nam ponadobitsØ tot fakt, qto indeks pereseqeniØ n − k + 1 obrazu¸wih starxeæ netrivial~- noæ gruppy gomologiæ H_{n(n−k)}(E_k(R^n); Z_2) raven 1 po modul¸ 2 (sm. [4]). Takie cikly moßno predstavlØt~ kak pereseka¸wiesØ s tipiqnym sloem rassloeniØ γ^n_k v neqetnom qisle toqek.

Teorema 2. 1. Vokrug vsØkogo gladkogo vypuklogo tela K ⊂ R^3

moßno opisat~ prØmougol~nyæ parallelepiped takoæ, qto tri affinnye diametra tela K s koncami na protivopoloßnyh granØh fftogo parallelepipeda pereseka¸tsØ v odnoæ toqke.

2. U vsØkogo vypuklogo tela K ⊂ R^4 imeetsØ 4 vzaimno ortogonal~nyh affinnyh diametra, odin iz kotoryh peresekaetsØ s tremØ ostal~nymi.

3. Vokrug vsØkogo gladkogo vypuklogo tela K ⊂ R^4 moßno opisat~ prØmougol~nyæ parallelepiped takoæ, qto odin iz qetyreh affinnyh diametrov K s koncami na protivopoloßnyh granØh parallelepipeda peresekaetsØ s tremØ ostal~nymi.

Dokazatel~stvo. 1) Dokaßem, qto dlØ tipiqnogo gladkogo stro-

go vypuklogo tela K ⊂ R^3 imeetsØ neqetnoe qislo parallelepipedov s ukazannym v p. 1 svoæstvom. Qetnost~ qisla takih parallelepipedov ne zavisit ot vybora tela K. Esli v kaqestve

K ⊂ R^3 vybrat~ strogo vypukloe telo postoØnnoæ xiriny, to

iskomye troæki affinnyh diametrov prevrawa¸tsØ v troæki vzaimno ortogonal~nyh diametrov tela K. V [6] pokazano, qto tipiqnoe telo postoØnnoæ xiriny v R^3 imeet neqetnoe qislo troek pereseka¸wihsØ v odnoæ toqke vzaimno perpendikulØrnyh diametrov.

2) Pokaßem, qto dlØ tipiqnogo gladkogo strogo vypuklogo tela K ⊂ R^4 imeetsØ neqetnoe qislo ukazannyh v p. 2 qetverok affinnyh diametrov i neqetnoe qislo ukazannyh v p. 3 prØmougol~nyh parallelepipedov.

OB AFFINNYH DIAMETRAH 255 V kaqestve K voz~mem gladkoe telo postoØnnoæ xiriny. DlØ takih tel vyxesformulirovannye utverßdeniØ (i utverßdeniØ 2 i 3 teoremy) sovpada¸t.

Pust~ P ⊂ R^4 – proizvol~naØ giperploskost~, prohodØwaØ qerez nekotoru¸ toqku O ∈ R^4, i π_P : R^4 → P – ortogonal~noe proektirovanie na ploskost~ P . Oqevidno, qto π_P (K) – gladkoe telo postoØnnoæ xiriny v P i v tipiqnom sluqae v nem imeetsØ neqetnoe qislo toqek A_P , v kotoryh pereseka¸tsØ 3 vzaimno perpendikulØrnyh diametra tela π_P (K) (sm. [6]). Oboznaqim qerez G_3(R^4) grassmanian neorientirovannyh 3-ploskosteæ P , prohodØwih qerez O, i pust~ E_3(R^4) → G_3(R^4) – tavtologiqeskoe rassloenie. Mnoßestvo ⋃ P ∈G3 (R4)

A_P ⊂ E_3(R^4)

ØvlØetsØ nositelem trehmernogo Z_2-cikla C_1, pereseka¸wego tipiqnyæ sloæ v neqetnom qisle toqek.

V kaßdoæ iz rassmatrivaemyh ploskosteæ P otmetim ee toqku pereseqeniØ s prØmoæ, na kotoroæ leßit perpendikulØrnyæ P diametr tela K. Vybrannye toqki obrazu¸t v E_3(R^4) trehmernyæ Z_2-cikl C_2, pereseka¸wiæ transversal~no i odnokratno vse sloi rassloeniØ.

Iz vyxeskazannogo oqevidno, qto cikly C_1 i C_2 ime¸t ediniqnyæ indeks pereseqeniØ po modul¸ 2. Sledovatel~no, pereseqenie ih nositeleæ v tipiqnoæ situacii sostoit iz neqetnogo qisla toqek i sootvetstvenno v takoæ situacii imeetsØ neqetnoe qislo trebuemyh qetverok affinnyh diametrov tela K. •

§2. Dve teoremy o hordah vypuklyh kompaktov

Nißesledu¸waØ teorema ØvlØetsØ topologiqeskim obobweniem svoæstv affinnyh diametrov vypuklogo tela K, sformulirovannyh v pervom abzace §1.

Teorema 3. Pust~ K → R^n – topologiqeski vloßennyæ n-mernyæ

xar s graniceæ ∂K, i pust~ f : ∂K → ∂K – nepreryvnaØ invol¸ciØ bez nepodvißnyh toqek. Togda:

1) dlØ vsØkoæ vnutrenneæ toqki O ∈ K naædetsØ toqka x ∈ ∂K takaØ, qto O ∈ [x, f(x)];

256 V. V. MAKEEV

2) dlØ proizvol~noæ prØmoæ l ⊂ R^n naædetsØ toqka x ∈ ∂K takaØ, qto otrezok [x, f(x)] parallelen l.

Dokazatel~stvo. Sopostavim s paroæ (K, f) dva mnogoobraziØ:

L(K) i M (K).

Mnogoobrazie L(K) poluqaetsØ iz ∂K poparnym otoßdestvleniem toqek x i f(x) dlØ x ∈ ∂K. Oqevidno, qto L(K) – kompaktnoe (n − 1)-mernoe mnogoobrazie.

Poloßim

M (K) := ⋃ y={x,f (x)}∈L(K) [x, f(x)] × {y} ⊂ R^n × L(K). Oqevidno, qto M (K) – kompaktnoe n-mernoe mnogoobrazie s kraem, gomeomorfnym ∂K.

1) Estestvennoe otobraßenie p : M (K) → R^n daet “plenku”, zatØgiva¸wu¸ ∂K. Poskol~ku ∂K ne ograniqivaet v dopolnenii l¸boæ toqki iz K, to K ⊂ p(M (K)).

2) Zametim, qto imeet mesto izomorfizm kolec H^∗(L(K); Z_2) ∼= H^∗(RP^{n−1}; Z_2). (V deæstvitel~nosti, L(K) i RP^{n−1} daße gomotopiqeski ffkvivalentny.) Deæstvitel~no, do razmernosti n − 2 vkl¸qitel~no ffto tak potomu, qto L(K) moßno prevratit~ v prostranstvo K(Z_2, 1), prikleivaØ kletki razmernosti ¿ n. ProizvedeniØ netrivial~nyh fflementov H^∗(L(K); Z_2), ime¸wie razmernost~ n − 1, takße netrivial~ny po dvoæstvennosti Puanka- re. Rassmotrim nepreryvnoe otobraßenie g : L(K) → RP^{n−1}, sopostavlØ¸wee s paroæ toqek x, f(x) ∈ ∂K prohodØwu¸ qerez toqku O ∈ R^n prØmu¸, parallel~nu¸ otrezku [x, f(x)]. Togda g – s¸r¨ekciØ, poskol~ku imeet stepen~ 1 mod 2. Poslednee uslovie vypolnØetsØ, tak kak g po postroeni¸ nakryvaetsØ Z_2- ffkvivariantnym otobraßeniem sfer. Sledovatel~no, inducirovannyæ gomomorfizm

g^∗ : H^1(RP^{n−1}; Z_2) → H^1(L(K); Z_2)

netrivialen, a potomu netrivialen fflement

g^∗(α^{n−1}) = (g^∗(α))^{n−1} ∈ H^{n−1}(L(K); Z_2),

gde α ∈ H^1(RP^{n−1}; Z_2) – obrazu¸waØ. Teorema 3 dokazana. •

OB AFFINNYH DIAMETRAH 257

Sledstvie. Pust~ K ⊂ R^2 – vypuklaØ figura s graniceæ ∂K i

f : ∂K → ∂K – invol¸ciØ bez nepodvißnyh toqek. Togda naædetsØ edinstvennaØ horda figury K, soedinØ¸waØ nekotorye toqki x i f(x) granicy ∂K, ime¸waØ napered zadannoe napravlenie.

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie takoæ hordy sleduet iz teore-

my 3. Esli by suwestvovali dve parallel~nye hordy [x, f(x)] i [y, f(y)] dlØ x, y ∈ ∂K, to x i f(x) prinadleßali by odnoæ duge iz pary dug, na kotorye ∂K razbivaetsØ toqkami y i f(y). No togda ffta duga byla by f-invariantnoæ, qto protivoreqit otsutstvi¸ nepodvißnyh toqek u invol¸cii f. •

OboznaqeniØ. Pust~ D(K) := {x − y | x, y ∈ K} – raznostnoe mnoßestvo figury K. Oboznaqim qerez d(ϕ) dlinu hordy [x, f(x)], sostavlØ¸weæ ugol ϕ s os~¸ absciss dlØ 0 6 ϕ < π. Pust~ I(f) := ∫_π 0 d^2(ϕ)dϕ

Teorema 4. Ime¸t mesto neravenstva 2S(K) 6 I(f) 6 S(D(K)), priqem pravoe ravenstvo dostigaetsØ, esli dlØ l¸bogo x ∈ ∂K toqki x i f(x) ØvlØ¸tsØ koncami affinnogo diametra figury K. Levoe neravenstvo takße neuluqxaemo, poskol~ku pri stremlenii dliny kratqaæxeæ hordy d(ϕ) k nul¸ znaqenie funkcionala I(f) priblißaetsØ k 2S(K).

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo dostatoqno provesti dlØ slu-

qaØ, kogda figura K imeet gladku¸ strogo vypuklu¸ granicu ∂K i invol¸ciØ f – gladkaØ. V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.

Plowad~, zametaemaØ hordoæ [x, f(x)] pri povorote na malyæ ugol Δϕ, priblißenno ravna

S(Δϕ) = d^2(ϕ) 2 (λ^2(ϕ) + (1 − λ(ϕ))^2) · Δϕ,

gde λ(ϕ) – qast~ hordy, otsekaemoæ ot nee blizkoæ k neæ hordoæ. Sledovatel~no,

S(Δϕ) 6 d^2(ϕ) 2 Δϕ

258 V. V. MAKEEV i potomu S(K) 6 π∫ 0 d^2(ϕ) 2 dϕ, qto dokazyvaet levoe neravenstvo.

Esli odna iz hord stØgivaetsØ k toqke A ∈ ∂K, to vsØ konfiguraciØ hord figury shoditsØ k takoæ, kogda vse hordy ime¸t obwiæ konec A ∈ ∂K. V fftom sluqae ∫_π 0 d^2(ϕ) dϕ = 2S(K).

Oqevidno, qto I(f) = ∫_π 0 d^2(ϕ)dϕ dostigaet maksimuma, kogda vse hordy xf(x) ØvlØ¸tsØ affinnymi diametrami, poskol~ku affinnyæ diametr – samaØ dlinnaØ horda figury K zadannogo napravleniØ. No v fftom sluqae oqevidno, qto π∫ 0 d^2(ϕ)dϕ = S(D(K)), tak kak otrezok, soedinØ¸wiæ centr figury D(K) s graniqnoæ toqkoæ ∂D(K), imeet dlinu parallel~nogo emu affinnogo diametra figury K. •

§3. O hordah, delØwih plowad~ vypukloæ figury v zadannom otnoxenii

SleduØ [1], oboznaqim qerez f(H) ne prevoshodØwee edinicy otnoxenie plowadeæ dvuh qasteæ figury K ⊂ R^2, na kotorye ona razdelena prØmoæ H. Poloßim

F (K) := max_{p∈K} min_{H∋p} f(H).

Netrudno videt~, qto F – nepreryvnyæ affinno-invariantnyæ funkcional, opredelennyæ na vypuklyh figurah K ⊂ R^2, prinima¸wiæ znaqeniØ v [0; 1] i ravnyæ 1 lix~ na central~nosimmetriqnyh vypuklyh figurah K ⊂ R^2. Funkcionaly s pereqislennymi svoæstvami nazyva¸tsØ v [1] merami simmetrii, a funkcional F nazyvaetsØ meroæ simmetrii Vinternica. Izvestno, qto F (K) ¿ 4/5 (sm. [1]).

Teorema 5. Pust~ K – vypuklaØ figura. Togda dlØ vsØkogo qisla

λ ∈ [F (K), 1] vypolnØetsØ neravenstvo S(K) 6 πd^2/4, gde d – naibol~xaØ iz dlin hord figury K, delØwih ee plowad~ v otnoxenii λ.

OB AFFINNYH DIAMETRAH 259

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto teoremu dostatoqno dokazat~

dlØ figur K s gladkoæ graniceæ ∂K i s F (K) < λ 6 1, qto my i predpolagaem v dal~neæxem. V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.

DlØ vsØkogo λ ∈ [F (K); 1] qerez kaßdu¸ toqku figury K prohodit horda, delØwaØ plowad~ figury K v otnoxenii λ. DlØ vsØkoæ orientirovannoæ prohodØweæ qerez toqku p hordy AB figury K oboznaqim qerez λ_p(AB) otnoxenie plowadeæ qasteæ figury K, leßawih sprava i sleva ot AB. Oqevidno, qto λ_p(AB) =^1_{λp(BA)} . Ots¸da po soobraßeniØm nepreryvnosti sleduet, qto dlØ nekotoroæ prohodØweæ qerez toqku p ∈ K hordy AB vypolnØetsØ λ_p(AB) = 1. Poskol~ku po opredeleni¸ qisla F (K) qerez vsØku¸ toqku p ∈ K prohodit horda AB s λ_p(AB) 6 F (K), to po soobraßeniØm nepreryvnosti funkciØ λ_p prinimaet vse znaqeniØ iz otrezka [F (K); 1].

Nad mnoßestvom S^1 orientirovannyh prØmyh, prohodØwih qerez toqku O ∈ R^2, imeetsØ tavtologiqeskoe rassloenie γ : E → S^1 , v kotorom sloem nad prØmoæ ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak podmnoßestvo v R^2. Pust~ E ⊂ E – podmnoßestvo, sostoØwee iz ediniqnyh otrezkov sloev s seredinoæ v O ∈ R^2. Oqevidno, qto E gomeomorfno standartnomu ploskomu kol~cu.

Rassmotrim otobraßenie g_λ : E → K, perevodØwee rassmatrivaemyæ napravlennyæ ediniqnyæ otrezok sloØ lineæno v sonapravlennu¸ s nim hordu AB figury K s λ(AB) = λ. Otobraßenie g gladko v silu gladkosti K i s¸r¨ektivno, kak pokazano vyxe.

Po postroeni¸ g(∂E) ⊂ ∂K. Pokaßem, qto stepen~ inducirovannogo otobraßeniØ g : (E, ∂E) → (K, ∂K) ravna nul¸. Poskol~- ku vse gladkie figury K gladko deformiruemy drug v druga, to ffta stepen~ ne zavisit ot vybora K. Esli ße K – krug, a λ ≠ 1, to otobraßenie g_λ ne s¸r¨ektivno.

Pust~ K_i ⊂ K – mnoßestvo toqek, qerez kotorye prohodit rovno i hord AB figury K s λ(A, B) = λ. Po opredeleni¸ K_i = {p ∈ K | #(g^{−1}_λ (p)) = i}. Tak kak deg(g_λ) = 0, to pri neqetnom i imeem K_i ⊂ Crit(g_λ), otkuda po lemme Sarda

S(K_1 ) = S(K_3 ) = · · · = S(K_∞ ) = 0

260 V. V. MAKEEV i sledovatel~no

S(K_2 ) + S(K_4 ) + · · · = S(K).

Oqevidno, qto dve blizkie hordy, delØwie plowad~ figury K v odinakovom otnoxenii, pereseka¸tsØ vblizi svoih seredin. Sledovatel~no takaØ horda dliny d, povernuvxis~ na malen~kiæ ugol Δϕ, zametaet plowad~ ΔS ≈^{d2}_4 Δϕ. Pofftomu

2S(K_2 ) + 4S(K_4) + · · · = 2π∫ 0 d^2(ϕ) 4 dϕ, i tem bolee

2S(K) 6 2π∫ 0 d^2(ϕ) 4 dϕ, gde d(ϕ) – dlina rassmatrivaemoæ orientirovannoæ hordy, sostavlØ¸weæ ugol ϕ s fiksirovannym napravleniem. Iz poluqennogo neravenstva sleduet utverßdenie teoremy. •

Zameqanie. Sluqaæ λ = 1 byl ranee rassmotren v rabote [7].

Literatura

1. B. Gr¸nbaum, �t¸dy po kombinatornoæ geometrii i teorii vypuklyh tel. M., 1971.

2. B. Grünbaum, On some properties of convex sets. — Colloq. Math. 8 (1961), 39–42.

3. V. L. Dol~nikov, Ob odnom voprose Gr¸nbauma. — V kn.: IssledovaniØ po teorii funkciæ neskol~kih vewestvennyh peremennyh. ˚roslavl~, 1976, s. 34–35.

4. V. L. Dol~nikov, Transversali semeæstv mnoßestv v Rn i svØzi meßdu teoremami Helli i Borsuka. — Mat. sb. 184, ˝ 5 (1993), 111–131.

5. V. V. Makeev, O pereseqeniØh affinnyh diametrov vypuklogo tela. — Ukr. geom. sb. 33 (1990), 70–73.

6. V. V. Makeev, Special~nye konfiguracii ploskosteæ, svØzannye s vypuklym kompaktom. — Zap. nauq. semin. POMI 252 (1998), 165–174.

7. V. V. Makeev, KinematiqeskaØ formula dlØ affinnyh diametrov i affinnyh median vypukloæ figury. — Zap. nauq. semin. POMI 280 (2001), 234–238.

V. V. Makeev. On affine diameters and chords of convex compacta. Existence theorems are proved for collections of affine diameters of a convex body that satisfy various additional conditions.

OB AFFINNYH DIAMETRAH 261 The area of a convex planar figure is estimated via the maximal length of a chord dividing the area of the figure in a given ratio.

Postupilo 25 dekabrØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet