Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. V. Makeev OB OCENKE SVERHU PERIMETRA NESIMMETRIQNOGO EDINIQNOGO KRUGA NA PLOSKOSTI MINKOVSKOGO

Pust~ K – vypuklaØ figura na affinnoæ ploskosti A^2, t.e. kompaktnoe vypukloe mnoßestvo s nepustoæ vnutrennost~¸, i O – vnutrennØØ toqka figury K. Kak obyqno, toqki ploskosti A^2 my otoßdestvlØem s ih radius-vektorami, otloßennymi ot zafiksirovannogo naqala koordinat O ∈ A^2.

Distancionnoæ ili kalibrovoqnoæ funkcieæ Minkovskogo dlØ pary (K, O) [1] nazyvaetsØ funkciØ

g(x) = inf { t > 0 | x ∈ tK } . Takim obrazom na ploskosti A^2 figura K, kotoru¸ nazyvaem normiru¸weæ, vypolnØet rol~ ediniqnogo kruga s centrom O.

Vo vsem dal~neæxem S(K) oboznaqaet plowad~ figury K ⊂ A^2.

Pod dlinoæ lomanoæ A_1 . . . A_n ponimaem

l(A_1 . . . A_n) = n−1∑ i=1 g ( A_iA_{i+1} ) . Zametim, qto l(A_1 . . . A_n) i l(A_nA_{n−1} . . . A_1), voobwe govorØ, razliqny i vsegda sovpada¸t lix~ v sluqae, kogda O – centr simmetrii figury K.

Opredelim dlØ vypuklogo mnogougol~nika K ⊂ A_2 dva perimetra: p_+(K) i p_−(K). Pod p_+(K) my ponimaem dlinu granicy K, obhodimoæ protiv qasovoæ strelki, a pod p_−(K) – dlinu granicy K, obhodimoæ po qasovoæ strelke.

Teper~ po nepreryvnosti perimetry p_+(K) i p_−(K) mogut byt~ opredeleny dlØ proizvol~noæ vypukloæ figury K ⊂ A_2 (podrobnosti sm. [2, 3]).

RexetnØk [4] i neskol~ko pozdnee Laugvic [5] ustanovili, qto znaqeniØ perimetra central~no simmetriqnogo otnositel~- no O ∈ A^2 ediniqnogo kruga K ⊂ A^2 menØ¸tsØ v promeßutke 262

OB OCENKE SVERHU 263

[6; 8], priqem znaqenie 6 dostigaetsØ dlØ affinno-pravil~nogo xestiugol~nika, a znaqenie 8 – dlØ parallelograma.

V. I. Diskant sformuliroval zadaqu nahoßdeniØ mnoßestva znaqeniæ dlØ p_+(K) i p_−(K) dlØ nesimmetriqnogo ediniqnogo kruga K i vyskazal predpoloßenie, qto naimen~xee znaqenie fftih perimetrov ravno 6, qto i dokazal A. I. Werba [2, 3].

Prostye primery pokazyva¸t, qto perimetry p_+(K) i p_−(K) mogut prinimat~ skol~ ugodno bol~xie znaqeniØ. Odnako imeet mesto

Teorema 1. Toqku O moßno vybrat~ vnutri vypukloæ normiru¸-

weæ figury K tak, qto p_+(K) 6 9 i p_−(K) 6 9. DlØ treugol~nika K ocenka ne moßet byt~ uluqxena.

Dokazatel~stvo. Dokaßem, qto v kaqestve O moßno vzØt~ centr

vpisannogo v K affinno-pravil~nogo xestiugol~nika M , suwestvu¸wego po teoreme Bezikoviqa [6].

ProvedØ v verxinah xestiugol~nika M opornye k K prØmye, prihodim k sluqa¸, kogda K – opisannyæ vokrug M xestiugol~- nik (ris. 1).

Ris. 1.

Pust~ ED – storona xestiugol~nika K, prohodØwaØ qerez verxinu A xestiugol~nika M , a CC^′ – parallel~noe eæ central~noe seqenie xestiugol~nika M . Provedem qerez simmetriqnu¸ verxine A verxinu B xestiugol~nika M prØmu¸, parallel~nu¸ prØmoæ ED, a takße provedem prØmye qerez protivopoloßnye storony xestiugol~nika M , na kotoryh leßat toqki C i C^′ (ris. 1).

Qetyre provedennye prØmye ograniqiva¸t parallelogramm F GF^′G^′ (ris. 1) i oqevidno, qto S(F GF^′G^′) =^4_3 S(M ).

264 V. V. MAKEEV

˚sno, qto max ( g(ED), g(DE) ) 6^{ED}_{OC} = 8^{S(OED)} S(F GF^′G^′) = 6 S(EOD) S(M ) , t.e. max ( g(ED), g(DE) ) 6 6^{S(EOD)}_{S(M )} .

SkladyvaØ poluqennye neravenstva dlØ vseh storon xestiugol~- nika K, poluqim max ( p_+(K), p_−(K)

) 6^{S(K)}_{S(M )} .

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva vospol~zuemsØ izvestnym neravenstvom S(K) 6^3_2 S(M ) (sm. [6]). �

Dalee zametim, qto dlØ proizvol~noæ normiru¸weæ figury K suwestvuet edinstvennyæ sposob vybrat~ centr O tak, qtoby p_+(K) (sootvetstvenno p_−(K)) dostigal naimen~xego znaqeniØ, poskol~ku imeet mesto sledu¸waØ

Lemma. Kaßdyæ iz rassmatrivaemyh perimetrov p±(K, O) ØvlØ-

etsØ strogo vypukloæ funkcieæ svoego centra O vnutri figury K.

Dokazatel~stvo. DlØ prostoty rassmotrim sluqaæ, kogda K –

mnogougol~nik, i pust~ p_+(K, O) (sootvetstvenno p_−(K, O)) oboznaqaet perimetr normiru¸weæ figury K s centrom v O.

Dostatoqno dokazat~ neravenstvo

p_−(K, O_3) < p_−(K, O_1) + p_−(K, O_2) 2 , gde O_3 – seredina otrezka O_1O_2.

Pokaßem, qto analogiqnoe neravenstvo imeet mesto na urovne vyqisleniØ dliny kaßdoæ storony mnogougol~nika K.

Deæstvitel~no, pri i = 1, 2, 3 dlina l(AB) storony AB mnogougol~nika K pri ee vyqislenii dlØ centra O_i normiru¸weæ figury K prinimaet znaqenie AB/O_iB_i, gde O_iB_i – dlina otrezka, vysekaemogo figuroæ K na vyhodØwem iz toqki O_i sonapravlennom s AB luqe (ris. 2)

V silu vypuklosti K imeem O_3B_3 >^{O2B2+O1B1}_3 , sledovatel~no AB O_3B_3 6 2AB O_2B_2 + O_1B_1 6 1 2 ( AB O_2B_2 + AB O_1B_1 ) .

OB OCENKE SVERHU 265

Ris. 2.

Priqem ravenstvo vozmoßno lix~ kogda O_1B_1 = O_2B_2 = O_3B_3, qto oznaqaet, qto otrezok O_1O_2 parallelen storone mnogougol~- nika K, na kotoroæ leßat toqki B_1, B_2 i B_3. Tak kak otrezok O_1O_2 ne moßet byt~ parallelen vsem storonam mnogougol~nika K, to qast~ neravenstv budet strogoæ, qto i dokazyvaet lemmu.

�

Sledstviem lemmy ØvlØetsØ to, qto iskomyæ minimum moßet dostigat~sØ lix~ v toqkah figury, invariantnyh otnositel~no vseh ee affinnyh avtomorfizmov. Sledovatel~no dlØ treugol~- nika K on moßet dostigat~sØ lix~ dlØ ego centra tØßesti, kogda oqevidno p_+(K) = p_−(K) = 9.

Sledstvie. Qerez vsØku¸ vnutrenn¸¸ toqku O vypuklogo tela K ⊂ R^3 prohodit takaØ ploskost~ Π, qto esli v neæ v kaqestve

normiru¸weæ figury vybrat~ K_1 = K ∩ Π s centrom v toqke O, to max ( p_+(K), p_−(K)

) 6 9. DlØ tetraffdrov K dannaØ ocenka ne

moßet byt~ uluqxena.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno vospol~zovat~sØ dokazatel~stvom

teoremy 1 i tem, qto ploskost~ Π moßno vybrat~ tak, qtoby toqka O sovpala s centrom vpisannogo v K_1 = K ∩ Π affinnopravil~nogo xestiugol~nika.

DlØ dokazatel~stva neuluqxaemosti ocenki rassmotrim v kaqestve K pravil~nu¸ piramidu ABCD s verxinoæ A, u kotoroæ bokovye rebra vo mnogo raz dlinnee reber osnovaniØ, i toqku O vyberem vblizi verxiny A.

Togda provedennye qerez O pereseka¸wie osnovanie piramidy qetyrehugol~nye seqeniØ oqen~ vytØnuty i v silu blizosti toqek O i A ime¸t bol~xoæ perimetr. DlØ ostal~nyh treugol~-

266 V. V. MAKEEV

nyh seqeniæ piramidy neuluqxaemost~ ocenki dokazana v teoreme 1. �

DannaØ rabota voznikla posle prosluxivaniØ avtorom doklada A. I. Werby na 5-æ meßdunarodnoæ konferencii po geometrii i topologii pamØti A. V. Pogorelova v Qerkassah [2] i poleznyh obsußdeniæ s V. I. Diskantom i A. I. Werboæ, kotorym avtor vyraßaet iskrenn¸¸ blagodarnost~

Literatura

1. H. Minkowski, Geometrie der Zahlen. Leipzig–Berlin (1910).

2. A. I. Werba, Ob ocenke perimetra normiru¸weæ figury na ploskosti Minkovskogo. V kn.: Tezisy dokladov 5-æ meßdunarodnoæ konferencii po geometrii i topologii pamØti A. V. Pogorelova, Qerkassy (2003).

3. A. I. Werba, Ob ocenke perimetra ediniqnogo kruga na ploskosti Minkovskogo. — Tr. Rubcovskogo industrial~nogo instituta v. 12 (2003), s. 96–107.

4. ı. G. RexetnØk, Odna ffkstremal~naØ zadaqa iz teorii vypuklyh krivyh.

— Uspehi mat. nauk 8, No. 6 (1953), 125–126.

5. D. Laugwitz, Konvexe Mittelpunktsbereiche und normierte Raume. — Math. Z.

61 (1954), 235–244.

6. A. Besicovitch, Measure of asymmetry of convex curves. — J. London Math. Soc.

23 (1945), 237–240.

7. V. V. Makeev, Ob approksimacii ploskih seqeniæ vypuklogo tela. — Zap.

nauqn. semin. POMI 246 (1997), 174–183.

Makeev V. V. On estimating from above the perimeter of an asymmetric unit disk in the Minkowski plane.

It is proved that each convex planar fugure K ⊂ R^2 contains a point O such that the perimeter of K computed with respect to the Minkowski distance function of the pair (K, O) is at most 9. If K is a triangle, then this estimate is sharp.

Postupilo 25 sentØbrØ 2003 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet