Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. M. Neßinskiæ

SINGUL˚RNYE ZACEPLENI˚ POQTI METASTABIL^NYH RAZMERNOSTE`

§1. Vvedenie

1.1. Formulirovka zadaqi. SingulØrnym zacepleniem tipa

(k_1, . . . , k_s) v S^n nazyvaetsØ posledovatel~nost~ nepreryvnyh

otobraßeniæ

f_1 : S^{k1} → S^n, . . . , f_s : S^{ks} → S^n

s poparno nepereseka¸wimisØ obrazami. SingulØrnye zacepleniØ (f_1, . . . , f_s) i (f^′_1, . . . , f^′_s) tipa (k_1, . . . , k_s) v S^n nazyva¸tsØ psevdogomotopnymi, esli suwestvuet posledovatel~nost~ nepreryvnyh otobraßeniæ F_i : S^{ki} × I → S^n × I, i = 1, . . . , s, s poparno nepereseka¸wimisØ obrazami, takaØ, qto

F_i(x, 0) = (f_i(x), 0) i F_i(x, 1) = (f^′_i (x), 1)

dlØ x ∈ S^{ki} i 1 6 i 6 s. Oboznaqim qerez M^n_{k1,...,ks} mnoßestvo psevdogomotopiqeskih klassov singulØrnyh zacepleniæ tipa (k_1, . . . , k_s) v S^n. Naxa zadaqa – izuqit~ ffti mnoßestva pri uslovii, qto k_1, . . ., k_{s−1} 6 n − 3.

1.2. Shema rexeniØ. Rexenie podqineno sheme, kotoraØ is-

pol~zovalas~ v [10–12] dlØ izuqeniØ mnoßestva M^{2k+1}_{k,...,k,p} s k > 1. Imenno, snaqala obwaØ zadaqa svoditsØ k (trem) ee qastnym sluqaØm, a zatem kaßdyæ qastnyæ sluqaæ svoditsØ, naskol~ko ffto okazyvaetsØ vozmoßnym, k standartnoæ gomotopiqeskoæ ili algebro-gomotopiqeskoæ zadaqe.

1.3. Blagodarnosti. Qast~ fftoæ raboty byla vypolnena vo

vremØ vizitov v Institut matematiki im. M. Planka (g. Bonn,

Rabota qastiqno podderßana grantom nemeckogo matematiqeskogo obwestva DFG i grantom RFFI 01-01-01014. 287

288 V. M. NEȷINSKI` GermaniØ) i v universitet g. Zigena (GermaniØ). Avtor blagodarit professora G. `. Bauffsa, professora U. Koxorke i professora U. Kaæzera za priglaxeniØ i interes k rabote. Avtor vyraßaet blagodarnost~ Institutu matematiki im. M. Planka i Universitetu g. Zigena za gostepriimstvo.

§2. RedukciØ obweæ zadaqi k ee qastnym sluqaØm

Pust~ n, r, p_1, . . ., p_r, p – natural~nye qisla, takie qto p_1, . . ., p_r

6 n − 3._{SingulØrnoe zaceplenie (f1, . . . , fr, f) tipa (p1, . . . , pr, p) v Sn}

nazyvaetsØ prostym, esli dlØ l¸bogo natural~nogo i 6 r singulØrnoe zaceplenie (f_i, f) psevdogomotopno standartnomu trivial~nomu singulØrnomu zacepleni¸. Mnoßestvo psevdogomotopiqeskih klassov prostyh singulØrnyh zacepleniæ tipa

(p_1, . . ., p_r, p) v S^n budem oboznaqat~ qerez ~M^n_{p1,...,pr ,p}.

Teorema. (a) Suwestvuet kanoniqeskaØ biekciØ M^n_{p1,...,pr ,p} → ~M^n_{p1,...,pr ,p} × M^n_{p1,p} × · · · × M^n_{pr ,p}. (b) Otobraßenie “zabyvaniØ” δ(n, r, p_1, . . ., p_r, p) : ~M^n_{p1,...,pr ,p} → M^n_{p1,...,pr} ØvlØetsØ s¸r¨ekcieæ.

V sluqae p_1 = · · · = p_r i n = 2p_1 + 1 ffto dokazano v [11, p. 2.2]. V obwem sluqae dokazatel~stvo analogiqno.

Takim obrazom, dlØ rexeniØ naxeæ zadaqi (sm. 1.1) dostatoqno izuqit~ mnoßestva M^n_{pi,p}, M^n_{p1,...pr} i (δ(n, r, p_1, . . . , p_r, p))^{−1}(u) dlØ u ∈ M^n_{p1,...,pr} . §3. Redukcii k standartnym gomotopiqeskim i algebro-gomotopiqeskim zadaqam

V fftom paragrafe my budem vs¸du predpolagat~, esli ne ogovoreno protivnoe, qto p_i < 2 3 n − 1 i p < 3n − 3p_i − 5 dlØ i = 1, 2, . . ., r.

SINGUL˚RNYE ZACEPLENI˚ 289

3.1. Mnoßestvo M^n_{pi ,p}. Horoxo izvestno (sm., naprimer, [3] ili

[7]), qto mnoßestvo M^n_{pi ,p} ØvlØetsØ abelevoæ gruppoæ otnositel~- no pokomponentnogo svØznogo summirovaniØ. Sootvetstvu¸wie redukcii v literature ime¸tsØ; sm., naprimer, [2, 4, 7, 9].

3.2. Mnoßestvo M^n_{p1,...,pr} . ProstaØ prØmaØ proverka pokazyvaet,

qto mnoßestvo M^n_{p1,...,pr} toße ØvlØetsØ abelevoæ gruppoæ otnositel~no pokomponentnogo svØznogo summirovaniØ. (Sm. [13] dlØ

r = 2; sr. [5, 6, 8, 11].)

SingulØrnoe zaceplenie, sostavlennoe tol~ko iz gladkih vloßeniæ, nazyvaetsØ klassiqeskim zacepleniem.

Lemma. L¸boe singulØrnoe zaceplenie psevdogomotopno klassi-

qeskomu zacepleni¸.

(Zdes~ suwestvenno, qto p_1, . . . , p_r <^2_3 n − 1.)

�to prostoe prØmoe sledstvie klassiqeskih teorem teorii vloßeniæ. Sr. [13].

Poloßim

q_1 = n − p_1 − 1, . . . , q_r = n − p_r − 1.

DlØ natural~nyh i ≠ j, ne prevoshodØwih r, opredelim otobraßenie λ_{i,j} : M^n_{p1,...,pr} → π_{pi} (S^{qj} ) sledu¸wim pravilom. Pust~ α ∈ M^n_{p1,...,pr} . Soglasno lemme, klass α soderßit klassiqeskoe zaceplenie (f_1, . . ., f_r ). Oboznaqim qerez φ_j vloßenie sfery S^{qj} v kaqestve kraØ kakogo-nibud~ sloØ trubqatoæ okrestnosti podmnogoobraziØ f_i(S^{pi} ) sfery S^n, takoe, qto kofffficient zacepleniØ lk(φ_j, f_i) = +1. Netrudno proverit~, qto φ_j – gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~. Pust~

ψ_j : S^n r f_j (S^{pj} ) → S^{qj}

– kakoe-nibud~ nepreryvnoe otobraßenie, gomotopiqeski obratnoe otobraßeni¸ φ_i. Opredelim otobraßenie χ_i : S^{pi} → S^{qj} , x → ψ_j (f_i(x)). My opredelØem λ_{ij} (α) kak gomotopiqeskiæ klass otobraßeniØ χ_i.

NesloßnaØ prØmaØ proverka pokazyvaet, qto otobraßenie λ_{ij} opredeleno korrektno i ØvlØetsØ gomomorfizmom.

290 V. M. NEȷINSKI`

OkazyvaetsØ, dlØ l¸byh razliqnyh natural~nyh qisel suwestvuet celoe qislo d(n, p_i, p_j), takoe, qto λ_{ij} = (−1)^{d(n,pi,pj )}λ_{ji}. �to dokazano v [1].

Teorema. Otobraßenie λ : M^n_{p1,...,pr} → ⨁ 16i<j6r^{πpi (S} q_j ), v → (λ 12(v), λ_{13}(v), . . . , λ_{r−1,r}(v)), ØvlØetsØ izomorfizmom.

V sluqae r = 2 ffto dokazano v [13]. Obwiæ sluqaæ sleduet iz fftogo qastnogo sluqaØ i togo, qto, kak netrudno videt~, pri

p_i <^2_3 n − 1 imeet mesto kanoniqeskiæ izomorfizm M^n_{p1,...,pr} ∼= ⨁ 16i<j6r^M n p_i,p_j . (V obwem sluqae, t.e. pri p_1, . . ., p_r 6 n − 3, gruppa M^n_{p1,...,pr} kanoniqeski izomorfna gruppe ⨁ M^n_{pi1 ,...,pit} , gde summirovanie

proizvoditsØ po vsevozmoßnym podposledovatel~nostØm i_1, . . . , i_t posledovatel~nosti 1, . . . , r.)

3.3. Mnoßestvo (δ(n, p1, . . ., pr, p))^{−1}(u). DlØ l¸bogo natural~-

nogo i < r opredelim otobraßenie ρ_i : M^n_{p1,...,pr ,p} → π_p(S^{n−2} ) sledu¸wim pravilom. Pust~ v ∈ M^n_{p1,...,pr ,p}. Pust~, dalee,

(f_1, . . . , f_r, f) – kakoe-nibud~ singulØrnoe zaceplenie iz klassa v.

Vyberem kakie-nibud~ toqki pt_i ∈ S^{pi} , pt_r ∈ S^{pr} i kakoe-nibud~ sohranØ¸wee orientaci¸ gladkoe vloßenie φ : D^n → S^n, takoe, qto φ(0) = f_r(pt_r) i φ(D^n) ∌ f_i(pt_i). ˚sno, qto otobraße- nie ψ : S^{n−1} → S^n \ (f_i(pt_i) ∪ f_r (pt_r )), x → φ(x)

ØvlØetsØ gomotopiqeskoæ ffkvivalentnost~¸. Pust~

χ : S^n \ {f_i(pt_i), f_r(pt_r )} → S^{n−1}

SINGUL˚RNYE ZACEPLENI˚ 291 – kakoe-nibud~ nepreryvnoe otobraßenie, gomotopiqeski obratnoe otobraßeni¸ ψ. Rassmotrim otobraßenie S^p → S^{n−1}, x → χ(f(x)). Gomotopiqeskiæ klass fftogo otobraßeniØ i est~ ρ_i(α).

Qto ffto opredelenie korrektno – proverØetsØ prostymi standartnymi rassußdeniØmi.

Vs¸du v dal~neæxem budem sqitat~ fiksirovannym klass u ∈ M^n_{p1,...,pr} . Opredelim otobraßenie ρ(u) : (δ(n, p_1, . . . , p_r, p))^{−1}(u) → r−1⨁ π_p(S^{n−1}), α → (ρ_1(α), . . . , ρ_{r−1}(α)). Lemma 1. Suwestvuet gomomorfizm –2(u) :^{r−1⨁} πp(S^{n−1}) →^⨁_{16i<j6r} πp(S^{qi +qj} ), zadavaemyæ formuloæ vida (v_1, . . . , v_{r−1}) → (E^{q1} λ_{12}(u) ∘ (±v_1 ± v_2), . . . , E^{q1} λ_{1,r−1}(u) ∘ (±v_1 ± v_{r−1}), E^{q1} λ_{1r}(u) ∘ (±v_1 ), E^{q2} λ_{23}(u) ∘ (±v_2 ± v_3), . . . , E^{q2} λ_{2,r−1}(u) ∘ (±v_2 ± v_{r−1}), E^{q2} λ_{2,r}(u) ∘ (±v_2), . . . . . . . . . E^{qr}�^1 λ_{r−1,r}(u) ∘ (±v_{r−1})), gde E – gomomorfizm nadstroæki, takoæ, qto

Im ρ(u) = Ker –_2(u).

(Napomn¸, qto qisla q_1, . . . , q_{r−1} byli opredeleny v p. 3.2.) DlØ l¸bogo natural~nogo qisla j 6 r pust~ in_j : S^{qj} → S^{q1} ∨ · · · ∨ S^{qr}

292 V. M. NEȷINSKI` – standartnoe vloßenie v kaqestve j-æ sfery v bukete. Dalee, po lemme 3.2 klass u soderßit nekotoroe klassiqeskoe zaceplenie

(f_1, . . . , f_r). DlØ l¸bogo natural~nogo j 6 r poloßim

X_j = S^n \ (Im f_1 ∪ · · · ∪ Im f_{j−1} ∪ Im f_{j+1} ∪ · · · ∪ Im f_r )

i oboznaqim qerez in^′_j vloßenie sfery S^{qj} v X_j v kaqestve kakogo-nibud~ kraØ sloØ nekotoroæ trubqatoæ okrestnosti podmnogoobraziØ f_j (S^{pj} ) mnogoobraziØ X_j, takoe, qto lk (in^′_j, f_j) = +1. Nakonec, poloßim

X = S^n \ (Im f_1 ∪ · · · ∪ Im f_r)

i vyberem vloßenie in : S^{q1} ∨ · · · ∨ S^{qr} → X, takoe, qto dlØ l¸bogo natural~nogo j 6 r otobraßenie in ∘ in_j gomotopno otobraßeni¸ S^{qj} → X, x → in^′_j (x). Zadadim otobraßenie

σ_1 : ⨁ 16i<j6r^{πp(S} q_i +q_j −1) → π p(X) formuloæ (v_{12}, v_{13}, . . . , v_{r−1,r}) → in_∗ ∘ ( ∑ 16i<j6r^{[in j , in i]∗(vij )} ) , gde v_{ij} ∈ π_p(S^{qi +qj −1}) (dlØ 1 6 i < j 6 r). ˚sno, qto σ_1 – gomomorfizm. Dalee, zadadim otobraßenie σ_2 : π_p(X) → M^n_{p1,...,pr,p} pravilom: esli α ∈ π_p(X) i f : S^p → X – predstavitel~ klassa α, to σ_2(α) est~ klass singulØrnogo zacepleniØ (f_1, . . . , f_r, f). ˚sno, qto ffto opredelenie korrektno i qto Im σ_2 ⊂ (δ(n, p_1, . . ., p_r, p))^{−1}(u). Nakonec, rassmotrim otobraßenie σ(u) : ⨁ 16i<j6r^{πp(S} q_i +q_j −1) → (δ(n, p 1, . . . , p_r, p))^{−1}(u), x → σ_2(σ_1(x)).

NesloßnaØ proverka pokazyvaet, qto ono ne zavisit ot vybora klassiqeskogo zacepleniØ (f_1 , . . ., f_r ) ∈ u.

SINGUL˚RNYE ZACEPLENI˚ 293

Lemma 2. Suwestvuet gomomorfizm –1(u) :^{r−1⨁} πp(S^{n−2}) →^⨁_{16i<j6r} πp(S^{qi +qj −1}), zadavaemyæ formuloæ togo ße vida, qto i v lemme 1 (v kotoroæ, na fftot raz, v_1, . . ., v_{r−1} ∈ π_p(S^{n−2} )), takoæ, qto (σ(u))^{−1}(0) = Im (–_1(u)).

(Zdes~ qerez 0 oboznaqen klass singulØrnogo zacepleniØ (f_1 ,. . . ,f_r, g), gde (f_1, . . . , f_r) ∈ u i g – kakoe-nibud~ postoØnnoe otobraßenie S^p → S^n.)

Teorema. DlØ l¸bogo u ∈ M^n_{p1,...,pr} suwestvuet toqnaØ posledova-

tel~nost~

0 → Coker –_1(u)^{μ(u)}−−−→ (δ(n, p_1, . . . , p_r, p))^{−1}(u)^{ν(u)}−−−→ Ker –_2(u) → 0, gde μ(u) i ν(u) – nekotorye otobraßeniØ.

Sledstvie. Suwestvuet kanoniqeskaØ biekciØ

μ̄(u) : (δ(n, p_1, p_2, n − 2))^{−1}(u) → π_{p1} (S^{q2} )/(λ_{12}(u)), gde qerez (λ_{12}(u)) oboznaqena cikliqeskaØ podgruppa gruppy π_{p1} (S^{q2} ), poroßdennaØ fflementom λ_{12}(u) ∈ π_{p1} (S^{q2} ).

Deæstvitel~no, dostatoqno zametit~, qto pri p = n − 2 gruppa

Ker –2(u) trivial~na (poskol~ku ona ØvlØetsØ podgruppoæ tri-

vial~noæ gruppy^{r−1} ⨁ π_{n−2}(S^{n−1})) i qto gruppa π_{p1} (S^{q2} ) stabil~na

(poskol~ku p_i <^2_3 n−1), i vospol~zovat~sØ predyduweæ teoremoæ. Literatura

1. M. A. Kervaire, An interpretation of G. Whitehead’s generalization of H. Hopf’s

invariant. — Ann. of Math. 69 (1959), 345–365.

2. P. Kirk, Link homotopy with one codimension two component. — Trans. AMS 319

(1990), 663–688.

3. U. Koschorke, Link maps and the geometry of their invariants. — Manuscr. Math.

61 (1988), 383–415.

4. U. Koschorke, On link maps and their homotopy classification. — Math. Ann. 286

(1990), 753–782.

5. U. Koschorke, Link homotopy with many components. — Topology 30 (1991),

267–281.

294 V. M. NEȷINSKI`

6. W. S. Massey, D. Rolfsen, Homotopy classification of higher dimensional links. —

Indiana Univ. Math. J. 34 (1985), 375–391.

7. V. M. Neßinskiæ, Gruppy klassov psevdogomotopnyh singulØrnyh zacepleniæ. I. – Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 114–124.

8. V. M. Neßinskiæ, PsevdogomotopiØ zacepleniæ korazmernosteæ bol~xih dvuh. — Zap. nauqn. semin. POMI 208 (1993), 136–151.

9. V. M. Neßinskiæ, SingulØrnye zacepleniØ tipa (p, 2k+1) v (4k+2)-mernoæ sfere. — Algebra i analiz 5, No. 4 (1993), 170–190.

10. V. M. Neßinskiæ, Analog gruppy Milnora zacepleniØ v teorii mnogomernyh zacepleniæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998), 175–190.

11. V. M. Neßinskiæ, SingulØrnye zacepleniØ sfer razmernosteæ k, . . . k, p v

(2k + 1)-mernoæ sfere. — Algebra i analiz 11, No. 1 (1999), 171–243.

12. V. M. Neßinskiæ, Psevdogomotopiqeskie invarianty singulØrnyh zacepleniæ. — Uspehi mat. nauk 54, No. 3 (1999), 175–176.

13. G. P. Scott, Homotopy links. — Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 32, Nos. 3/4

(1968), 186–190.

Nezhinskij V. M. Singular links of almost metastable dimensions.

The objects studied are singular links of p_1-,. . ., p_r-, p-spheres in the nsphere. A theory of such singular links for max{p_1, . . . , p_r} <^2_3 n − 1 and p < 3n − 3 max{p_1, . . ., p_r} − 5 is constructed. The theory generalizes (as far as it is possible) the theory of singular links of k-,. . . , k_i-, p-spheres

in the (2k + 1)-sphere, where k > 1, developed in the author’s recent

papers.

Postupilo 10 ØnvarØ 2003 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet im. A. I. Gercena

E-mail: nezhin @ pdmi. ras.ru