Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. M. Neßinskiæ, ı. V. Petrova SINGUL˚RNYE ZACEPLENI˚ DVUH OKRUȷNOSTE` I BUKETA OKRUȷNOSTE` V TREHMERNO` SFERE

§1. Vvedenie

DlØ l¸bogo m ∈ N qerez B(m) budem oboznaqat~ buket m okrußnosteæ.

Pust~ r, n_1, . . . , n_r ∈ N. Nazovem (odnomernym) singulØrnym zacepleniem tipa (n_1, . . . , n_r) nabor nepreryvnyh otobraßeniæ

f_1 : B(n_1) → S^3, . . . , f_r : B(n_r ) → S^3

s poparno nepereseka¸wimisØ obrazami; esli n_1 = . . . = n_r = 1 i f_1, . . . , f_r – gladkie vloßeniØ, to singulØrnoe zaceplenie nazyvaetsØ takße klassiqeskim zacepleniem. SingulØrnye zacepleniØ (f_1, . . . , f_r ) i (g_1, . . . , g_r) tipa (n_1, . . . , n_r) nazyva¸tsØ ℓ-go-motopnymi, esli suwestvuet posledovatel~nost~ nepreryvnyh otobraßeniæ F_i : B(n_i) × I → S^3 , i = 1, . . . , r, takih, qto (dlØ 1 6 i, j 6 r):

(i) F_i(x, 0) = f_i(x) i F_i(x, 1) = g_i(x) pri x ∈ B(n_i);

(ii) F_i(B(n_i) × t) ∩ F_j(B(n_j ) × t) = ? pri t ∈ I.

Fundamental~noæ problemoæ teorii odnomernyh singulØrnyh zacepleniæ ØvlØetsØ problema ℓ-gomotopiqeskoæ klassifikacii singulØrnyh zacepleniæ tipa (n_1, . . . , n_r) dlØ l¸byh natural~- nyh qisel r > 1, n_1, . . . , n_r. (Sluqaæ r = 1 obyqno iskl¸qa¸t iz rassmotreniØ: (dlØ l¸bogo n_1 ∈ N) l¸bye dva singulØrnyh zacepleniØ tipa (n_1) oqevidno gomotopny, a potomu i ℓ-gomotopny.)

V literature imeetsØ polnoe rexenie fftoæ problemy pri r = 2 (sm. [2] dlØ n_1 = n_2 = 1 i [3, s. 4–5] dlØ proizvol~nyh n_1,

Rabota qastiqno podderßana grantom MinobrazovaniØ RF E02-1.0-54 i grantom RFFI 01-01-01014. 295

296 V. M. NEȷINSKI`, ı. V. PETROVA n_2 ∈ N), pri r = 3 i n_1 = n_2 = n_3 = 1 (sm. [2]) i pri r = 4 i n_1 = n_2 = n_3 = n_4 = 1 (sm. [1]).

Cel~ nastoØweæ raboty – anonsirovat~ rezul~taty, otnosØwiesØ k rexeni¸ problemy pri r = 3 i n_1 = n_2 = 1 (natural~noe qislo n_3 – proizvol~noe).

Avtory vyraßa¸t blagodarnost~ S. S. Podkorytovu za poleznye sovety.

§2. Mnoßestvo M i otobraßenie λ

Vs¸du v dal~neæxem budem sqitat~ fiksirovannym natural~- noe qislo n.

Qerez M budem oboznaqat~ mnoßestvo klassov ℓ-gomotopnyh odnomernyh singulØrnyh zacepleniæ tipa (1, 1, n). Iz §1 Øsno, qto vyqisleni¸ imenno fftogo mnoßestva posvØwena nastoØwaØ rabota.

Opredelim sledu¸wim obrazom otobraßenie

λ : M → Z^{2n+1}.

Pust~ α ∈ M. Vyberem kakogo-nibud~ predstavitelØ (f_1, f_2, f_3) klassa α i dlØ kaßdogo natural~nogo i 6 n oboznaqim qerez f_{3i} sußenie otobraßeniØ f_3 na i-¸ okrußnost~ buketa B(n). My polagaem λ(α) = ( lk (f_1, f_2),lk (f_1, f_{31}), . . . , lk (f_1, f_{3n}),

lk (f_2, f_{31}), . . . , lk (f_2, f_{3n}) ) , gde lk – kofffficient zacepleniØ.

Nax pervyæ osnovnoæ rezul~tat sostoit v tom, qto otobraßenie λ s¸r¨ektivno.

§3. Material, nußnyæ dlØ §4

Pust~ (f_1, f_2) – klassiqeskoe zaceplenie (sm. §1). Pust~

X : = S^3 \ (f_1(S^1 ) ∪ f_2(S^1))

i x_0 ∈ X. My polagaem

G(f_1, f_2) := π_1(X, x_0).

SINGUL˚RNYE ZACEPLENI˚ V S^3 297 Rassmotrim kaku¸-nibud~ zamknutu¸ trubqatu¸ okrestnost~ podmnogoobraziØ f_1(S^1) ∪ f_2(S^1) sfery S^3 . Vyberem po toqke na f_1(S^1 ) i f_2(S^1 ) i oboznaqim qerez mer_1 i mer_2 sloi trubqatoæ okrestnosti nad pervoæ i vtoroæ toqkami sootvetstvenno.

Pust~ g_1, g_2 : I → S^3

– nepreryvnye otobraßeniØ takie, qto (dlØ i = 1, 2): g_i(0) = g_i(1) = x_0; g_i(t) = g_i(1 − t) pri t ∈ [0,^1_3 ], g_i([0,^1_3 ]) ⊂ X; sußenie otobraßeniØ g_i na [^1_3 ,^2_3 ) est~ (topologiqeskoe) vloßenie, g_i([^1_3 ,^2_3 )) = ∂(mer_i); lk (g_i, f_i) = 1.

Opredelim fflementy

β_1, β_2 ∈ G(f_1, f_2)

kak klassy otobraßeniæ g_1, g_2. Zametim, qto ffti fflementy klassiqeskim zacepleniem (f_1, f_2) i toqkoæ x_0 opredelØ¸tsØ lix~ s toqnost~¸ do soprØßeniæ fflementami gruppy G(f_1, f_2).

Rassmotrim v gruppe G(f_1, f_2) operaci¸ kommutatornogo umnoßeniØ. Vyberem fflementy fftoæ gruppy, poluqaemye kommutatornym peremnoßeniem (v kakom-nibud~ porØdke) ne menee, qem 3 somnoßiteleæ, kaßdyæ iz kotoryh raven libo β_1, libo β_2. Oboznaqim qerez J naimen~xu¸ normal~nu¸ podgruppu gruppy G(f_1, f_2), soderßawu¸ ffti fflementy, i poloßim g ( (f_1, f_2), β_1, β_2, x_0 ) = G(f_1, f_2)/J.

Iz predloßeniØ, sformulirovannogo v [1, s. 365] posle zagolovka Proof of Proposition, i poslednego zameqaniØ predyduwego abzaca sleduet, qto ffta gruppa klassiqeskim zacepleniem (f_1, f_2) i toqkoæ x_0 opredelØetsØ odnoznaqno.

V dal~neæxem oboznaqenie g((f_1, f_2), β_1, β_2, x_0) budem sokrawat~ do g(f_1 , f_2).

Lemma. Esli α ∈ g(f1, f2), to suwestvu¸t k1, k2, m ∈ Ztakie, qto α = β̄^{k1}_1 β̄^{k2}_2 [¯ β_2, β̄_1 ]_m , gde β̄_1 i β̄_2 – obrazy fflementov β_1 i β_2 gruppy G(f_1, f_2) pri proekcii G(f_1, f_2) → g(f_1, f_2).

�to sleduet iz [1, predloßenie 6].

298 V. M. NEȷINSKI`, ı. V. PETROVA

Zametim, qto k_1 i k_2 klassiqeskim zacepleniem (f_1 , f_2) i klassom α opredelØ¸tsØ odnoznaqno. Deæstvitel~no, netrudno videt~, qto esli f – petlØ v X, predstavlØ¸waØ klass α, i in : X → S^3 – vkl¸qenie, to

k_i = lk (in ∘ f, f_i) (dlØ i = 1, 2).

§4. Gruppa H(–) i otobraßenie μ(–)

Pust~ k, k_{11}, . . . , k_{1n}, k_{21}, . . . , k_{2n} ∈ Z. Poloßim – = (k, k11, . . . , k1n, k21, . . . , k2n). Gruppu H(–) opredelØem kak faktor-gruppu gruppy

Z^n

po podgruppe, poroßdennoæ fflementami ( k_{11}, k_{12}, . . . , k_{1n} ) , ( k_{21}, k_{22}, . . . , k_{2n} ) i ( 0, . . . , 0, k_{(i)}, 0, . . . , 0 ) , i = 1, . . . , n. Opredelim sledu¸wim obrazom otobraßenie

μ(–) : λ^{�1}(–) → H(–).

Pust~ α ∈ λ�^1(–). ProstaØ standartnaØ proverka pokazyvaet, qto suwestvuet singulØrnoe zaceplenie (f_1, f_2, f_3) klassa α takoe, qto (f_1, f_2) – klassiqeskoe zaceplenie. Pust~ f0_{3 : B(n) → S}3_\^(_{f1(S}1_{) ∪ f2(S}1_)^)

– sokrawenie otobraßeniØ f_3. Pust~ i 6 n – natural~noe qislo. Oboznaqim qerez f0_{3i} sußenie otobraßeniØ f0_3 na i-¸ okrußnost~ buketa B(n) i vyberem klass α_i ∈ g(f_1 , f_2) takoæ, qto otobraßenie f0_{3i} gomotopno kakoæ-nibud~ petle klassa α_i. Pust~ β̄_1 i β̄_2 – kakie-nibud~ fflementy gruppy g(f_1, f_2), opredelennye po klassiqeskomu zacepleni¸ (f_1, f_2) kak v §3. Soglasno lemme i poslednemu predloßeni¸ §3 suwestvu¸t m_1, . . . , m_n ∈ N takie, qto α_i = β̄^{k1i}_1 β̄^{k2i}_2 [¯ β_2, β̄_1 ]_{mi} , i = 1, . . . , n.

SINGUL˚RNYE ZACEPLENI˚ V S^3 299 My polagaem μ(–)(α) ravnym klassu posledovatel~nosti (m_1, . . . , m_n).

Nax vtoroæ osnovnoæ rezul~tat sostoit v tom, qto (dlØ l¸boæ (2n + 1)-qlennoæ posledovatel~nosti celyh qisel –): ffto opredelenie korrektno; otobraßenie μ(–) ØvlØetsØ biekcieæ.

Literatura

1. J. P. Levine, An approach to homotopy classification of links. — Amer. Math.

Soc. 306 (1988), 361–387.

2. J. Milnor, Link groups. — Ann. of Math. (2) 59 (1954), 177–195. 3. A. Skopenkov, On the generalized Massey–Rolfsen invariant for link maps. — Fundamenta Math. 165 (2000), 1–15.

Nezhinskij V. M., Petrova Yu. V. Singular links of two circles and a wedge of circles in the 3-sphere.

A homotopy classification of singular links of two circles and a wedge of circles in the 3-sphere is given. This result generalizes Milnor’s one on homotopy classification of classical three-component links.

Postupilo 12 fevralØ 2003 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæuniversitet im. A. I. Gercena

E-mail: nezhin@pdmi.ras.ru