Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. I. Subbotin

SIL^NO SIMMETRIQNYE MNOGOGRANNIKI

Vvedenie

V nastoØweæ rabote rassmatriva¸tsØ geometriqeskie svoæstva vypuklyh mnogogrannikov v trehmernom evklidovom prostranstve, svØzannye s simmetrieæ nekotoryh fflementov mnogogrannika.

Esli dlØ l¸byh dvuh verxin suwestvuet samosovmewenie mnogogrannika, sovmewa¸wee ih meßdu soboæ, i grani mnogogrannika – pravil~nye (ne obØzatel~no ravnye) mnogougol~niki, to mnogogrannik nazyvaetsØ izogonom. Izogony isqerpyva¸tsØ dvumØ beskoneqnymi seriØmi izogonal~nyh prizm i antiprizm i izvestnymi s drevnosti 13 arhimedovymi telami. Dvoæstvennye k izogonam nazyva¸tsØ izoffdrami. Oni byli rassmotreny I. F. H. Gesselem v 1830 g. U izoffdrov l¸bye dve grani sovmewa¸tsØ samosovmeweniem mnogrannika, a vse mnogogrannnye ugly – pravil~nye. Sredi izoffdrov dvoæstvennymi k prizmam i antiprizmam ØvlØ¸tsØ bipiramidy i del~toffdry.

Zvezdoæ verxiny A mnogogrannika nazyvaetsØ sovokupnost~ graneæ, incidentnyh A.

Rebernoæ zvezdoæ verxiny mnogogrannika nazyvaetsØ figura, sostoØwaØ iz reber, incidentnyh fftoæ verxine.

Trebovanie lokal~noæ odnotipnosti vseh verxin, t.e. izomorfnosti ih zvezd, privodit k 14 topologiqeski razliqnym mnogogrannikam [1, 2]. Ih nazyva¸t topologiqeski ravnougol~- no polupravil~nymi. Kaßdyæ tip ravnougol~no polupravil~nyh mnogogrannikov edinstvennym s toqnost~¸ do podobiØ obrazom realizuetsØ vypuklym mnogogrannikom s ravnymi mnogogrannymi uglami i pravil~nymi, no ne obØzatel~no ravnymi granØmi. Topologiqeski ravnogranno polupravil~nymi nazyva¸tsØ mnogogranniki, dvoæstvennye k topologiqeski ravnougol~no polupravil~nym.

Ploskimi analogami upomØnutyh klassov mnogogrannikov ØvlØ¸tsØ, v izvestnom smysle, ravnougol~no polupravil~nye i 314

SIL^NO SIMMETRIQNYE MNOGOGRANNIKI 315 ravnostoronne polupravil~nye mnogougol~niki.

Vypuklyæ ploskiæ mnogougol~nik s qetnym qislom storon nazyvaetsØ ravnougol~no polupravil~nym, esli vse ego ugly ravny meßdu soboæ, a storony ravny qerez odnu [3, q. 1, s. 39]. �tot klass mnogougol~nikov harakterizuetsØ tem, qto os~ simmetrii l¸byh dvuh ego sosednih verxin ØvlØetsØ os~¸ simmetrii vsego mnogougol~nika. Ravnostoronne polupravil~nym nazyvaetsØ ploskiæ vypuklyæ mnogougol~nik s qetnym qislom storon, vse storony kotorogo ravny meßdu soboæ, a ugly ravny qerez odin [3, q. 1, s. 40]. Ravnostoronne polupravil~nyæ mnogougol~nik harakterizuetsØ takße tem, qto bissektrisa kaßdogo ego vnutrennego ugla ØvlØetsØ os~¸ simmetrii vsego mnogougol~nika.

Cel~¸ raboty ØvlØetsØ perenos ukazannyh svoæstv simmetrii ravnougol~no polupravil~nyh i ravnostoronne polupravil~nyh mnogougol~nikov na prostranstvennyæ sluqaæ. �to privodit k klassam mnogogrannikov, otliqnym ot klassov izogonov i izoffdrov. Opredelim ffti klassy.

Opredelenie 1. Vypuklyæ mnogogrannik nazyvaetsØ sil~no

simmetriqnym mnogogrannikom I klassa, esli ploskost~ simmetrii l¸byh dvuh ego sosednih verxin ØvlØetsØ ploskost~¸ simmetrii ih rebernyh zvezd.

Opredelenie 2. Esli ploskost~ simmetrii l¸bogo ploskogo ugla vypuklogo mnogogrannika (t.e. bissektornaØ ploskost~ fftogo ugla, ortogonal~naØ grani, soderßaweæ fftot ugol) ØvlØetsØ ploskost~¸ simmetrii rebernyh zvezd dvuh verxin, incidentnyh storonam fftogo ugla, to takoæ mnogogrannik nazovem sil~no simmetriqnym mnogogrannikom II klassa.

Osnovnoe soderßanie raboty sostavlØ¸t sledu¸wie klassifikacionnye teoremy.

Teorema 1. I klass sil~no simmetriqnyh mnogogrannikov pomimo

5 pravil~nyh soderßit 11 polupravil~nyh (arhimedovyh) mnogogrannikov, beskoneqnu¸ seri¸ prØmyh prizm s pravil~nymi osnovaniØmi i kvadratnymi bokovymi granØmi, a takße 11 grupp mnogogrannikov, ime¸wih ravnougol~no polupravil~nye grani.

Teorema 2. Ne sqitaØ pravil~nyh, suwestvuet tol~ko 4 sil~no

simmetriqnyh mnogogrannika II klassa: kubooktaffdr, ikosododekaffdr, rombiqeskiæ dodekaffdr i rombiqeskiæ triakontaffdr.

316 V. I. SUBBOTIN

Zameqanie. OpredeleniØ 1 i 2 ime¸t lokal~nyæ harakter.

Sledu¸wie utverßdeniØ 1^0 i 2^0 pokazyva¸t, qto lokal~nye usloviØ simmetrii fftih opredeleniæ prodolßa¸tsØ na ves~ mnogogrannik, t.e. opredeleniØ 1^0 i 2^0 ffkvivalentny opredeleniØm 1 i 2.

Utverßdenie 1^0. DlØ togo, qtoby vypuklyæ mnogogrannik byl

sil~no simmetriqnym mnogogrannikom I klassa, neobhodimo i dostatoqno, qtoby ploskost~ simmetrii l¸byh dvuh ego sosednih verxin ØvlØlas~ ploskost~¸ simmetrii vsego mnogogrannika.

Utverßdenie 2^0. DlØ togo, qtoby vypuklyæ mnogogrannik byl

sil~no simmetriqnym mnogogrannikom II klassa, neobhodimo i dostatoqno, qtoby ploskost~ simmetrii l¸bogo ego ploskogo ugla byla ploskost~¸ simmetrii vsego mnogogrannika.

Osnovnu¸ ide¸ dokazatel~stva ffkvivalentnosti opredeleniæ 1–2 i 1^0–2^0 pokaßem na primere 1 i 1^0. Dokaßem dostatoqnost~ utverßdeniØ 1^0.

Pust~ ploskost~ simmetrii ih l¸byh dvuh sosednih verxin est~ ploskost~ simmetrii ih rebernyh zvezd. Pust~ A i B – dve sosednie verxiny, a verxina C otliqna ot A i B. Togda lomanoæ iz reber mnogogrannika, soedinØ¸weæ A i C, sootvetstvuet simmetriqnaØ otnositel~no ploskosti Π simmetrii verxin A i B lomanaØ, soedinØ¸waØ B i C^0, gde C^0 – verxina, simmetriqnaØ C otnositel~no Π.

Deæstvitel~no, pust~ A_1 – sosednØØ s A verxina lomanoæ A . . .C. Togda sredi reber, ishodØwih iz verxiny B, naædetsØ takoe rebro BB_1, qto rebra AA_1 i BB_1 simmetriqny otnositel~no Π. Ploskost~ Π_1, prohodØwaØ qerez seredinu zvena AA_1 ortogonal~no k nemu, i ploskost~ Π_2, prohodØwaØ qerez seredinu rebra BB_1 ortogonal~no k nemu, budut, oqevidno, simmetriqny otnositel~no Π. Zametim, qto esli A i B simmetriqny otnositel~no Π i ploskosti Π_1 i Π_2 simmetriqny otnositel~no Π, to toqki, simmetriqnye A i B otnositel~no Π_1 i Π_2, takße budut simmetriqny otnositel~no Π. Pofftomu A_1 i A_2 simmetriqny otnositel~no Π. Sledovatel~no, zvenu A_1A_2 lomanoæ A . . .C sootvetstvuet nekotoroe simmetriqnoe otnositel~no Π rebro B_1B_2 i t.d. I, nakonec, verxine C sootvetstvuet simmetriqnaØ otnositel~no Π verxina C^0.

Vvidu proizvol~nosti C i togo, qto vypuklyæ mnogogrannik

SIL^NO SIMMETRIQNYE MNOGOGRANNIKI 317 opredelØetsØ zadaniem ego verxin, dostatoqnost~ 1^0 dokazana. Neobhodimost~ oqevidna. Analogiqno dokazyvaetsØ ffkvivalentnost~ 2 i 2^0.

x1. Mnogogranniki I klassa: dokazatel~stvo teoremy 1

Iz opredeleniØ 1 sleduet, qto vse mnogogranniki I klassa ime¸t ravnye zvezdy verxin. Takim obrazom, vse zvezdy verxin izomorfny meßdu soboæ. Pofftomu kombinatornyæ tip mnogogrannika I klassa prinadleßit k odnomu iz 14 kombinatornyh tipov topologiqeski ravnougol~no-polupravil~nyh mnogogrannikov (sm. vvedenie). Sledovatel~no, kombinatornyæ tip mnogogrannikov I klassa takoæ ße, kak u pravil~nyh i ravnougol~nopolupravil~nyh mnogogrannikov.

Uslovie simmetrii opredeleniØ 1 ne iskl¸qaet togo, qto mnogogrannik I klassa moßet imet~ vmesto pravil~nyh qetnougol~nyh graneæ ravnougol~no-polupravil~nye; odnako v silu togo ße usloviØ vse neqetnougol~nye grani dolßny byt~ pravil~nymi.

Takim obrazom, dlØ togo, qtoby pereqislit~ vse mnogogranniki I klassa, ne ØvlØ¸wiesØ pravil~nymi, dostatoqno:

1) sredi vseh ravnougol~no-polupravil~nyh vypuklyh mnogogrannikov naæti te, kotorye udovletvorØ¸t uslovi¸ simmetrii rebernyh zvezd l¸byh dvuh sosednih verxin;

2) pereqislit~ mnogogranniki, kotorye kombinatorno ffkvivalentny sootvetstvu¸wemu ravnougol~no-polupravil~nomu, udovletvorØ¸t uslovi¸ simmetrii opredeleniØ 1, no vmesto vseh ili nekotoryh pravil~nyh qetnougol~nyh graneæ ime¸t ravnougol~no-polupravil~nye grani.

PrØmoæ proverkoæ ubeßdaemsØ, qto iz ravnougol~no-polupra-vil~nyh mnogogrannikov opredeleni¸ 1 udovletvorØ¸t 11 mnogogrannikov; ne udovletvorØ¸t: ploskonosyæ kub, skoxennyæ rombokubooktaffdr i ploskonosyæ dodekadr, sm. [1, ris. 14, 13 i 23].

Pereqislim teper~ mnogogranniki I klassa, sredi graneæ kotoryh ime¸tsØ ravnougol~no-polupravil~nye, postroiv ffti mnogogranniki. Pri fftom ih prinadleßnost~ I klassu budet vidna iz samogo sposoba postroeniØ.

1.1. Prizmy. Oqevidno, qto prizmy, sredi graneæ kotoryh ime¸tsØ ravnougol~no polupravil~nye, isqerpyva¸tsØ sledu-

318 V. I. SUBBOTIN ¸wimi: beskoneqnaØ seriØ prØmyh prizm s ravnougol~no polupravil~nymi osnovaniØmi i kvadratnymi ili prØmougol~nymi bokovymi granØmi, a takße beskoneqnaØ seriØ prØmyh prizm s pravil~nymi osnovaniØmi i prØmougol~nymi bokovymi granØ- mi. Zametim, qto zdes~ i v dal~neæxem udobno razliqat~ kvadrat i prØmougol~nik, romb i kvadrat.

1.2. “Kubooktaffdr”. On ße – rasxirennyæ tetraffdr s treugol~nymi i prØmougol~nymi granØmi. Zdes~ i v dal~neæxem nazvaniØ mnogogrannikov vzØty v kavyqki, tak kak odnoimennye s nimi ravnougol~no-polupravil~nye mnogogranniki ime¸t lix~ tot ße samyæ kombinatornyæ tip.

Ris. 1

�tot mnogogrannik moßno poluqit~ sledu¸wim obrazom: sdvinem parallel~no grani pravil~nogo tetraffdra v napravlenii ot centra na odno i to ße rasstoØnie tak, qtoby os~ simmetrii, perpendikulØrnaØ grani, ostavalas~ prohodØweæ qerez centr sootvetstvu¸weæ grani. VypuklaØ oboloqka poluqennoæ figury predstavlØet soboæ mnogogrannik, u kotorogo pomimo staryh graneæ poØvlØ¸tsØ pravil~nye treugol~nye i, v obwem sluqae, prØmougol~nye grani.

V dal~neæxem takoe preobrazovanie mnogogrannika budem nazyvat~ ravnomernym rasxireniem mnogogrannika.

Iz opredeleniØ ravnomernogo rasxireniØ vidno, qto ffto preobrazovanie sohranØet uslovie simmetrii rebernyh zvezd l¸- byh dvuh sosednih verxin mnogogrannika.

1.3. “Rombokubooktaffdry”. Oni ße – rasxirennye kuby s treugol~nymi, prØmougol~nymi i kvadratnymi granØmi.

SIL^NO SIMMETRIQNYE MNOGOGRANNIKI 319

Ris. 2 Ris. 3

�ti dva mnogogrannika poluqa¸tsØ ravnomernym rasxireniem kuba. V odnom iz nih prØmougol~nye grani primyka¸t k kvadratnym granØm svoimi bol~ximi storonami, a v drugom – men~- ximi.

1.4. “Useqennyæ tetraffdr” s polupravil~nymi 6-ugol~nymi i 3-ugol~nymi granØmi.

Ris. 4

1.5. “Useqennyæ kub” s polupravil~nymi 8-ugol~nymi i 3- ugol~nymi granØmi.

Ris. 5

1.6. “Useqennyæ dodekaffdr” s polupravil~nymi 10-ugol~- nymi i 3-ugol~nymi granØmi.

Ris. 6

1.7. “Useqennye oktaffdry”. Oni ße – rasxirennye useqen-

nye tetraffdry s polupravil~nymi i pravil~nymi 6-ugol~nymi

320 V. I. SUBBOTIN i prØmougol~nymi granØmi (ris. 7), libo s polupravil~nymi 6- ugol~nymi i kvadratnymi granØmi (ris. 8), libo polupravil~- nymi 6-ugol~nymi i prØmougol~nymi granØmi (ris. 9).

Ris. 7 Ris. 8 Ris. 9

Poslednie dva mnogogrannika poluqa¸tsØ v rezul~tate ravnomernogo rasxireniØ useqennogo tetraffdra.

1.8. “Useqennyæ ikosaffdr” s polupravil~nymi 6- i 5-ugol~- nymi granØmi.

Ris. 10

1.9. “Romboikosododekaffdry”. Oni ße – rasxirennye dodekaffdry s prØmougol~nymi, 5- i 3-ugol~nymi granØmi.

Ris. 11 Ris. 12

�ti dva mnogogrannika poluqa¸tsØ iz dodekaffdra ravnomernym rasxireniem. V odnom iz nih prØmougol~nye grani primyka¸t k 3-ugol~nym granØm svoimi b&ol~ximi storonami, a v drugom – men~ximi.

1.10. “Useqennye kubooktaffdry”. Oni ße – rasxirennye useqennye kuby s pravil~nymi 6-ugol~nymi, polupravil~nymi 8-ugol~nymi i prØmougol~nymi granØmi (ris. 13), libo s kvadratnymi i polupravil~nymi 8- i 6-ugol~nymi (ris. 14), libo s polupravil~nymi 6-ugol~nymi, pravil~nymi 8-ugol~nymi i

SIL^NO SIMMETRIQNYE MNOGOGRANNIKI 321 prØmougol~nymi granØmi (ris. 15), libo s polupravil~nymi 6- i 8-ugol~nymi i prØmougol~nymi granØmi (ris. 16).

Ris. 13 Ris. 14 Ris. 15 Ris. 16

�ti mnogogranniki moßno poluqit~ ravnomernym rasxireniem useqennogo kuba. Priqem pri dostatoqno bol~xom rasxirenii prØmougol~nye grani “useqennyh kubooktaffdrov” mogut primykat~ k 8-ugol~nym granØm svoimi men~ximi storonami.

1.11. “Useqennye ikosododekaffdry”. Oni ße – rasxirennye useqennye ikosaffdry s polupravil~nymi 6- i 10-ugol~nymi i kvadratnymi granØmi (ris. 17), libo s polupravil~nymi 6- ugol~nymi, pravil~nymi 10-ugol~nymi i prØmougol~nymi granØmi (ris. 18), libo s polupravil~nymi 6- i 10-ugol~nymi i prØmougol~nymi granØmi (ris. 19), libo s pravil~nymi 6- ugol~nymi, polupravil~nymi 10-ugol~nymi i prØmougol~nymi granØmi (ris. 20).

Ris. 17 Ris. 18 Ris. 19 Ris. 20

�ti mnogogranniki poluqa¸tsØ ravnomernym rasxireniem iz useqennogo ikosaffdra ili iz “romboikosododekaffdrov”. Zametim, qto zdes~, kak i v p. 1.10, vozmoßno primykanie prØmougol~nyh graneæ k 10-ugol~nym svoimi bol~ximi storonami. Itak, vse vozmoßnye raznovidnosti ravnougol~no polupravil~- nyh qetnougol~nyh graneæ okazyva¸tsØ realizovannymi v sootvetstvu¸wem vypuklom mnogogrannike. Teorema 1 dokazana. ffl

ZameqaniØ. 1. Vse mnogogranniki I klassa prinadleßat klassu mnogogrannikov s ravnymi mnogogrannymi uglami; odnako ne

322 V. I. SUBBOTIN kaßdyæ mnogogrannik s ravnymi mnogogrannymi uglami ØvlØetsØ mnogogrannikom I klassa. Primerom moßet slußit~ mnogogrannik, kotoryæ poluqaetsØ iz rombokubooktaffdra ravnomernym rastØßeniem v napravlenii parallel~nyh reber odnogo iz poØsov kvadratov. �to rastØßenie preobrazuet rombokubooktaffdr v mnogogrannik, otliqa¸wiæsØ ot rombokubooktaffdra tol~- ko odnim poØsom, kotoryæ sostoit iz ravnyh prØmougol~nikov.

Ris. 21

�tot primer pokazyvaet takße, qto v opredelenii 1 lokal~noe uslovie simmetrii rebernyh zvezd verxin dlØ mnogogrannika I klassa nel~zØ zamenit~ na lokal~noe uslovie simmetrii mnogogrannyh uglov v fftih verxinah.

2. Dvoæstvennym k I klassu ØvlØetsØ klass, opredelØemyæ sledu¸wim utverßdeniem: esli bissektornaØ ploskost~ kaßdogo dvugrannogo ugla vypuklogo mnogogrannika P ØvlØetsØ ploskost~¸ simmetrii vsego P , to P budet dvoæstvennym k odnomu iz sil~no simmetriqnyh mnogogrannikov I klassa.

DlØ togo, qtoby ubedit~sØ v spravedlivosti fftogo utverßdeniØ, dostatoqno rassmotret~ fiksirovannyæ mnogogrannyæ ugol i vse bissektornye ploskosti dvugrannyh uglov, prohodØwie qerez verxinu fftogo ugla.

x2. Mnogogranniki II klassa: dokazatel~stvo teoremy 2

Pust~ P – mnogogrannik II klassa. Vozmoßny dva sluqaØ: libo P imeet hotØ by odnu neqetnougol~nu¸ gran~, libo ne imeet ni odnoæ.

Rassmotrim dva sluqaØ:

1. U P imeetsØ neqetnougol~naØ gran~. 2. P ne imeet neqetnougol~noæ grani.

2.1. Itak, pust~ u P naædetsØ neqetnougol~naØ gran~. Zdes~ toße rassmotrim 2 sluqaØ:

a) kogda stepeni verxin mnogogrannika P – neqetnye (ffti stepeni ravny dlØ vseh verxin v silu opredeleniØ 2).

b) kogda ffti stepeni – qetnye.

SIL^NO SIMMETRIQNYE MNOGOGRANNIKI 323

Utverßdenie. Esli stepeni verxin mnogogrannika P – neqet-

nye, to v silu opredeleniØ 2 mnogogrannik P ØvlØetsØ pravil~- nym i sostavlen iz ravnyh neqetnougol~nikov.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, vvidu neqetnosti stepeni verxiny A neqetnougol~noæ grani moßno posledovatel~nym otraßeniem otnositel~no bissektornyh ploskosteæ, prohodØwih qerez A, ubedit~sØ v tom, qto vse grani mnogogrannogo ugla s verxinoæ A predstavlØ¸t soboæ pravil~nye mnogougol~niki, kongruffntnye rassmatrivaemoæ neqetnougol~noæ grani. ffl

V fftom sluqae, uqityvaØ trebovaniØ simmetriqnosti mnogogrannika otnositel~no bissektornyh ploskosteæ ploskih uglov graneæ, poluqaem tri pravil~nyh mnogogrannika: tetraffdr, dodekaffdr i ikosaffdr.

Teper~ rassmotrim sluqaæ b).

Pust~ stepeni verxin mnogogrannika P , soderßawego neqetnougol~nu¸ gran~, – qetnye. Togda u P naædetsØ treugol~naØ gran~ F .

(�to sleduet iz togo, qto, kak legko videt~, vsØkiæ vypuklyæ mnogogrannik soderßit libo treugol~nu¸ gran~, libo trehgrannyæ ugol.)

Ris. 22

Pokaßem, qto vse stepeni verxin mnogogrannika P ravny 4. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae, ispol~zuØ opredelenie 2, poluqim, qto raspoloßenie graneæ v verxinah A, B, C grani F takovo, kak ukazano na risunke (sluqaæ stepeni 6). Takim obrazom, poluqaem, qto v kaßdoæ verxine grani F ploskie ugly sostavlØ¸t v summe ¿ 2π. Rassmotrim teper~ qetyrehgrannye ugly s verxinami v verxinah grani F . �ti ugly mogut imet~ sledu¸wee stroenie. Libo v kaßdoæ verxine shoditsØ 4 pravil~nyh treugol~nika, libo grani qetyrehgrannyh uglov qeredu¸tsØ qerez odnu: 2 pravil~nyh treugol~nika i 2 kvadrata.

324 V. I. SUBBOTIN V pervom sluqae, uqityvaØ usloviØ simmetriqnosti mnogogrannika otnositel~no bissektornyh ploskosteæ ploskih uglov, poluqim pravil~nyæ oktaffdr. Vo vtorom sluqae, v silu togo ße usloviØ, poluqim kubooktaffdr. Tretiæ vozmoßnyæ sluqaæ – qeredu¸tsØ 2 pravil~nyh pØtiugol~nika i 2 pravil~nyh treugol~- nika. V fftom sluqae poluqaem ikosododekaffdr.

2.2. Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda mnogogrannik ne soderßit neqetnougol~nyh graneæ i, sledovatel~no, soderßit trehgrannyæ ugol Φ.

Ugol Φ vvidu simmetrii ego graneæ obrazovan libo 3 kvadratami (sluqaæ kuba), libo 3 ravnostoronne polupravil~nymi qetnougol~nikami. �ti ravnostoronne polupravil~nye qetnougol~niki neobhodimo dolßny byt~ rombami, v protivnom sluqae libo sam ugol Φ, libo smeßnyæ s nim budet imet~ ploskie ugly v summe ¿ 2π.

Pust~ teper~ A, B, C, A^0, B^0, C^0 – verxiny rombov, obrazu¸wih ugol Φ, ne sovpada¸wie s verxinoæ Φ. Oqevidno, v silu simmetrii, sredi fftih verxin ime¸tsØ trehgrannye.

Rassmotrim dva sluqaØ:

1) Vse verxiny A, B, C, A^0, B^0, C^0 – trehgrannye. 2) Sredi verxin A, B, C, A^0, B^0, C^0 est~ netrehgrannye.

Ris. 23

V sluqae 1) poluqaem romboffdr, kotoryæ ne prinadleßit II klassu, poskol~ku ne udovletvorØet lemme 2. V sluqae 2) v silu opredeleniØ mnogogrannikov II klassa sredi fftih 6 verxin 3 verxiny – trehgrannye (A^0, B^0, C^0) i 3 – netrehgrannye (A, B, C). Priqem vse trehgrannye verxiny ime¸t odnu i tu ße stepen~ (i daße simmetriqnye rebernye zvezdy), i verxiny A, B, C razdelØ¸tsØ verxinami A^0, B^0, C^0, qereduØs~ meßdu soboæ.

Stepen~ verxin A, B, C moßet byt~ ravnoæ 4 ili 5. Deæstvitel~no, 6 rombov dlØ mnogogrannika II klassa ne mogut shodit~sØ v odnoæ verxine, tak kak libo v fftoæ verxine, libo v smeßnoæ s neæ ne obrazuetsØ mnogogrannyæ ugol – summa ploskih uglov fftogo ugla budet ¿ 2π.

SIL^NO SIMMETRIQNYE MNOGOGRANNIKI 325 V sluqae stepeni 4 dlØ verxin A, B, C, uqityvaØ trebovanie simmetriqnosti mnogogrannika otnositel~no bissektornyh ploskosteæ ploskih uglov v verxinah graneæ ugla Φ, poluqim rombiqeskiæ dodekaffdr. Analogiqno, v sluqae stepeni 5 – rombiqeskiæ triakontaffdr.

Takim obrazom, mnogogranniki II klassa, sredi graneæ kotoryh ime¸tsØ ravnostoronne polupravil~nye mnogougol~niki, isqerpyva¸tsØ rombiqeskim dodekaffdrom i rombiqeskim triakontaffdrom.

Itak, pomimo 5 pravil~nyh, II klass soderßit ewe tol~ko kubooktaffdr, ikosododekaffdr, rombiqeskiæ dodekaffdr i rombiqeskiæ triakontaffdr.

Teorema 2 dokazana. ffl V zakl¸qenie otmetim, qto II klass sil~no simmetriqnyh mnogogrannikov oqevidno zamknut otnositel~no preobrazovaniØ metriqeskoæ dvoæstvennosti.

Literatura

1. Mnogogranniki. — MatematiqeskaØ ffnciklopediØ. T. 4, M. (1977), 708– 711.

2. L. A. L¸sternik, Vypuklye figury i mnogogranniki. Gostehteorizdat, M. (1956).

3. D. I. Perepelkin, Kurs fflementarnoæ geometrii. M.-L., OGIZ GTTL, q. 1, 1948, q. 2, 1949.

4. H. S. M. Coxeter, Regular Polytopes. N.Y., Dover Publ. (1973).

5. V. I. Subbotin, Vpolne simmetriqnye mnogogranniki. — V kn.: MeßdunarodnaØ xkola-seminar po geometrii i analizu pamØti Efimova N. V. Tezisy dokladov. Rostov-na-Donu (1998), 73–74.

Subbotin V. I. Strongly symmetric polyhedra.

Strongly symmetric polyhedra in 3-space are defined and classified.

Postupilo 7 ØnvarØ 2003 g. Novoqerkasskiæ pedagogiqeskiæ institut

E-mail: geometry @ mail.ru