Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 301, 2003 g.

I. Xur

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK^∗

Predislovie perevodqika

V stat~e, perevod kotoroæ predlagaetsØ vnimani¸ qitatelØ, vpervye ispol~zuetsØ metod issledovaniØ grupp perestanovok s regulØrnoæ podgruppoæ, nazvannyæ vposledstvii metodom kolec Xura. V dal~neæxem fftot metod byl razvit uqenikom Xura G. Vilandtom v monografii [6] i primenen dlØ obobweniØ rezul~tatov Xura, predstavlennyh v fftoæ rabote. TeoriØ predstavleniæ kolec Xura byla izuqena v serii rabot O. Tamaxke (sm. [5]). O svØzØh teorii kolec Xura i algebraiqeskoæ kombinatoriki sm. [1] i [4]. Otmetim takße poluqennoe v poslednie gody polnoe opisanie kolec Xura nad koneqnoæ cikliqeskoæ gruppoæ (sm. [2] i [3]).

1. �. Bannai, T. Ito, AlgebraiqeskaØ kombinatorika 1. Shemy otnoxeniæ, M., Mir (1987).

2. S. Evdokimov, I. Ponomarenko, HarakterizaciØ ciklotomiqeskih shem i normal~nye kol~ca Xura nad cikliqeskoæ gruppoæ. — Algebra i analiz 14, vyp. 2 (2002), 11–55.

3. K. H. Leung, S. H. Man, On Schur Rings over Cyclic Groups. II. —

J. Algebra 183 (1996), 273–285.

4. M. Muzychuk, M. Klin, R. Pöschel, The isomorphism problem for circulant graphs via Schur ring theory. — DIMACS Ser. Discrete Math. Theor. Comput. Sci. 56 (2001), 241–264.

5. O. Tamaschke, On Schur-rings which define a proper character theory on finite groups. — Math. Z. 117 (1970) 340–360.

6. H. Wielandt, Finite Permutation Groups, Academic Press, New York–London (1964).

* * *

Sledu¸wie dva vaßnyh utverßdeniØ o gruppah perestanovok byli dokazany V. Bernsaædom:

I. Schur. Zur Theorie der einfach transitiven Permutationsgruppen. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse vom. 15. Juni 1933, 598–623. Perevod s nemec-

kogo I. N. Ponomarenko. 5

6 I. XUR

(I) TranzitivnaØ gruppa perestanovok prostoæ stepeni ØvlØetsØ libo dvaßdy tranzitivnoæ, libo razreximoæ [1, s. 174; 3, s. 171].

(II) Pust~ n = p^a – otliqnaØ ot p stepen~ prostogo qisla p. Esli

gruppa perestanovok G stepeni n soderßit cikl P porØdka n, to G libo dvaßdy tranzitivna, libo imprimitivna [2, s. 343].

V svØzi s fftim utverßdeniem Bernsaæd vyskazal predpoloßenie, qto analogiqnyæ rezul~tat spravedliv dlØ kaßdoæ gruppy perestanovok G stepeni n, soderßaweæ regulØrnu¸ abelevu podgruppu H stepeni n^1. V fftoæ obwnosti predpoloßenie neverno, kak pokazyvaet prostoæ kontrprimer (§6). Odnako, ono stanovitsØ spravedlivym dlØ kaßdoæ natural~noæ stepeni n, esli gruppa

H predpolagaetsØ cikliqeskoæ, a n ne ØvlØetsØ prostym qislom:

(III) Esli gruppa perestanovok G, stepen~ n kotoroæ ne ØvlØetsØ

prostym qislom, soderßit cikl P porØdka n, to G libo dvaßdy tranzitivna, libo imprimitivna.

Dokazatel~stvo fftih stol~ prosto formuliruemyh utverßdeniæ predstavlØetsØ dovol~no sloßnym. V sluqae stepeni prostogo qisla Bernsaædom ispol~zovalos~ utverßdenie iz teorii gruppovyh harakterov, trebu¸wee operacii izvleqeniØ kornØ iz edinicy. ˚ privoßu dokazatel~stvo, ne soderßawee ni v kakoæ forme obraweniØ k irracional~nym qislam. Ono preßde vsego napravleno na izuqenie v kontekste predpoloßeniØ Bernsaæda obwego sluqaØ proizvol~noæ regulØrnoæ gruppy perestanovok H, soderßaweæsØ v bol~xeæ gruppe G toæ ße stepeni. Pri fftom voznikaet razloßenie fflementov iz H v semeæstvo kompleksov, kotorye Ø nazyva¸ prostymi kompleksami na H. Glavnu¸ rol~ igraet tot fakt, qto sovokupnost~ fftih kompleksov obladaet “kol~cevymi” svoæstvami (§2).

Preimuwestvo prostyh kompleksov sostoit v tom, qto s kaßdoæ gruppoæ perestanovok G svØzyvaetsØ kol~co matric (§1). Odnako ffti kompleksy moßno takße opredelit~ qisto teoretikogruppovym obrazom i issledovat~ ih bez ispol~zovaniØ matric. �to trebuet rasxireniØ frobeniusovskogo isqisleniØ, kotoroe dostigaetsØ rassmotreniem gruppy H kak sistemy nad giperkompleksnymi veliqinami. Ispol~zovanie matriqnyh kolec mne ka-

1V fftom sluqae gruppa G oqevidno dolßna byt~ tranzitivnoæ.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 7

ßetsØ zaslußiva¸wim vnimaniØ takße potomu, qto ffta ideØ sama po sebe moßet imet~ smysl dlØ prodolßeniØ issledovaniæ. Utverßdenie III dopuskaet dostoænye vnimaniØ priloßeniØ takße i k drugim problemam teorii grupp, ravno kak i k voprosam iz teorii qisel i analiza. Iz fftih priloßeniæ Ø namereva¸s~ v buduwem podgotovit~ rabotu.

1. Kol~co matric, svØzannoe s gruppoæ perestanovok

Pust~ G – gruppa perestanovok porØdka g na mnoßestve simvolov 1, 2, . . . , n. Kaßdu¸ perestanovku S = ( ν ν^′ ) (ν = 1, 2, . . . , n) (1)

gruppy G my zapisyvaem kak matricu stepeni n M = (e_α0_{,β}) (α, β = 1, 2, . . . , n), gde e_{χ,λ} ravno 0 ili 1 v zavisimosti ot togo, χ ≠ λ ili χ = λ.

Rassmotrim sovokupnost~ B matric V = (v_{α,β}), (α, β = 1, 2, . . . , n), perestanovoqnyh so vsemi g matricami M . Oqevidno, qto B obladaet svoæstvami kol~ca, to est~ vmeste s V_1 i V_2 mnoßestvo

B soderßit takße V1V2 i x1V1 + x2V2 dlØ proizvol~nyh posto-

Ønnyh veliqin x_1 i x_2. Dalee B budet oboznaqat~ matriqnoe kol~co, otveqa¸wee gruppe G.

Prostoe vyqislenie pokazyvaet, qto

M V M^{−1} = (v_α0_{,β}0).

DlØ togo, qtoby V prinadleßala B, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ kaßdoæ perestanovki (1) gruppy G udovletvorØlis~ n^2 ravenstv (v_{α,β}) = (v_α0_{,β}0), (α, β = 1, 2, . . . , n). (2) �ti usloviØ vypolnØ¸tsØ vo vsØkom sluqae dlØ ediniqnoæ matricy E i dlØ matricy W = 1 1 · · · 1 1 1 · · · 1 · · · · · · 1 1 · · · 1 .

8 I. XUR

Kol~co B pofftomu soderßit vse matricy aE + bW , obrazu¸wie v silu ravenstva W^2 = nW podkol~co B_0 kol~ca B. �to daet prostoæ kriteriæ proverki dvaßdy tranzitivnosti: (A) Gruppa perestanovok G dvaßdy tranzitivna togda i tol~ko togda, kogda B = B_0.^2 Nas interesuet sluqaæ, kogda gruppa G ØvlØetsØ odnokratno tranzitivnoæ. Togda rang r matriqnogo kol~ca B, to est~ maksimal~noe qislo lineæno nezavisimyh matric iz B, dolßen byt~ po kraæneæ mere 3.^3

Poskol~ku uslovie (2) dolßno vypolnØt~sØ dlØ vseh perestanovok S iz G, to Øsno, qto matrica iz B harakterizuetsØ tem, qto n^2 ee poziciæ razbiva¸tsØ v r podmnoßestv, v kaßdom iz kotoryh na sootvetstvu¸wih mestah stoit odno i to ße qislo. Pofftomu v B imeetsØ lineænyæ bazis

U_1, U_2, . . . , U_r, (3)

takoæ, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ: 1. Kaßdyæ kofffficient matricy U_ρ est~ libo 0, libo 1. 2. V kaßdoæ iz n^2 poziciæ qislo 1 poØvlØetsØ tol~ko v odnoæ iz r matric (3).

Ots¸da nemedlenno sleduet, qto

U_1 + U_2 + · · · + U_r = W. (4)

Odnoznaqno opredelennyæ bazis (3) nazyvaetsØ glavnym bazisom (Hauptbasis) kol~ca B. Dalee Ø nazyva¸ kaßdu¸ matricu U_ρ prostym (primäres) fflementom kol~ca B. Kaßdoe matriqnoe

kol~co, oblada¸wee bazisom so svoæstvami 1. i 2. i, krome togo, soderßawee ediniqnu¸ matricu, nazyvaetsØ rodovym kol~- com (Stammring).

Takoe kol~co B oqevidno obladaet sledu¸wim svoæstvom:

2�tot kriteriæ identiqen kriteri¸, kotorym qasto pol~zovalis~ Frobenius i Bernsaæd: gruppa G dvaßdy tranzitivna togda i tol~ko togda, kogda gruppa matric M imeet v toqnosti dve neprivodimyh sostavlØ¸- wih [2, s. 338].

3Esli gruppa G tranzitivna i G_1 est~ sovokupnost~ vseh perestanovok iz G, ostavlØ¸wih simvol 1 nepodvißnym, to legko ponØt~, qto qislo tranzitivnyh klassov, v kotorye raspadaetsØ mnoßestvo 2, 3, . . . , n pod deæstviem G_1, ravno r � 1. �to, odnako, ne budet ispol~zovat~sØ dalee.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 9

(B) Esli (v_{α,β}) – matrica iz B i qisla v_{α,β} zamenØ¸tsØ na drugie qisla v_α0_{,β}0 tak, qto ravnye qisla osta¸tsØ ravnymi, to matrica (v_α0_{,β}0 ) takße prinadleßit B.

Ots¸da, v qastnosti, sleduet svoæstvo (C) Pust~ (v_{α,β}) – celoqislennaØ matrica rodovogo kol~ca B.

Esli k – proizvol~noe celoe poloßitel~noe qislo, to i matrica neotricatel~nyh naimen~xih ostatkov v_{α,β} po modul¸ k prinadleßit B.

2. Gruppy perestanovok s regulØrnymi podgruppami

Pust~ G – gruppa perestanovok stepeni n i

H = H1 + H2 + · · · + Hn

– tranzitivnaØ podgruppa porØdka n gruppy G, zadannaØ tak, qto vmesto simvolov 1, 2, . . . , n gruppa G perestavlØet n fflementov H_ν. Togda perestanovka S iz G harakterizuetsØ tem, qto kaßdyæ fflement P iz H ona perevodit v fflement P^′, priqem P^′ odnovremenno s P probegaet vse fflementy H. My oboznaqaem ffto sledu¸wim obrazom:

P_S = P^′.

Esli, v qastnosti, S prinadleßit H, to

P_S = P S. (5)

Kak obyqno, pod e_R my ponimaem qislo 1 ili 0, v zavisimosti ot togo, ØvlØetsØ li fflement R iz H ediniqnym fflementom E ili otliqen ot nego, tak qto matrica M , otveqa¸waØ R, moßet byt~ zapisana sledu¸wim obrazom: M = (e_{P RQ}�1 ), (P, Q = H_1, H_2, . . . , H_n). Matrica V , perestanovoqnaØ s fftimi n matricami, dolßna togda imet~ vid frobeniusovskoæ gruppovoæ matricy

V = (v_{P Q}�1 ).

OpredelØØ dlØ kaßdogo fflementa iz H

R^∗ = (e_R�1_{P Q}�1 ),

10 I. XUR

imeem V = ∑ v_RR^∗, (R = H_1, H_2, . . . , H_n). (6)

Matricy R^∗ predstavlØ¸t gruppu H, to est~ dlØ l¸byh dvuh fflementov R i S iz H vypolnØetsØ

(RS)^∗ = R^∗S^∗. (7)

Esli V , v qastnosti, est~ prostaØ matrica, to est~ fflement glavnogo bazisa (3) kol~ca B, to v silu (6) ona imeet vid

V = R^∗_1 + R^∗_2 + · · · + R^∗_k,

gde R_1, R_2, . . . , R_k – poparno razliqnye fflementy gruppy H. Kompleks (Komplex)

R = R1 + R2 + · · · + Rk

Ø nazyva¸ prostym kompleksom (primären Komplex).

Takim obrazom, r matric glavnogo bazisa naxego kol~ca B opredelØ¸t r sootvetstvu¸wih kompleksov R1, R2, . . . , Rr, (8) sostoØwih iz fflementov gruppy H. Odin iz nih sovpadaet s ediniqnym fflementom E, i kaßdyæ fflement iz H soderßitsØ v odnom i tol~ko odnom komplekse R_ρ. �to sleduet iz ravenstva (4) i togo fakta, qto v naxem sluqae matrica W ravna summe vseh matric R^∗. Ots¸da takße imeem

R1 + R2 + · · · + Rr = H.

NarØdu s r kompleksami (8) my takße rassmatrivaem summy

R = Rα + Rβ + · · ·

s poparno razliqnymi indeksami α, β, . . . . Takoæ kompleks iz fflementov gruppy H Ø nazyva¸ glavnym kompleksom (Hauptkom-

plex). Esli K_1, K_2, . . . , K_m – sostavlØ¸wie R fflementy iz H, to

matrica

V = K^∗_1 + K^∗_2 + . . . + K^∗_m (9)

prinadleßit kol~cu B. Esli snova V = (v_{P Q}�1 ), to v_R raven 0 ili 1 v zavisimosti ot togo, prinadleßit li R k R ili net.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 11

Esli teper~ matrica V perestanovoqna s kaßdoæ matriceæ M , otveqa¸weæ perestanovke S iz G, to iz vyxeskazannogo sleduet, qto dlØ dvuh fflementov P i Q iz G imeet mesto ravenstvo

v_{P Q}�1 = v_P 0_Q0�1 (P^′ = P_S , Q^′ = Q_S ).

�to oznaqaet, qto P^′Q^{′−1} vhodit v kompleks R togda i tol~ko togda, kogda ffto vypolneno dlØ P Q^{−1}. Drugoe sledstvie sostoit v tom, qto esli P soderßitsØ v komplekse RQ, to P^′ soderßitsØ v komplekse RQ^′. �to uslovie, oqevidno, takße dostatoqno dlØ harakterizacii R kak glavnogo kompleksa, poskol~ku iz nego sleduet, qto sootvetstvuwaØ matrica (9) prinadleßit kol~cu B.

Sformuliruem vse ffti rezul~taty v sledu¸wem utverßdenii: (A) Esli H – regulØrnaØ gruppa perestanovok stepeni n, to s kaßdoæ gruppoæ G toæ ße stepeni, soderßaweæ H v kaqestve podgruppy, svØzano razloßenie n fflementov iz H v nekotorye horoxo opredelennye kompleksy (Teilkomplexe)

R1, R2, . . . , Rr. �ti kompleksy i sostavlennye iz nih sloße-

niem glavnye kompleksy R harakterizu¸tsØ tem, qto esli

R sostoit iz fflementov K1, K2, . . . , Km, to dlØ kaßdogo ffle-

menta Q iz H i kaßdoæ perestanovki S iz G vypolneno

(RQ)S =^{m∑}_{μ=1}(KμQ)S = RQS . (10)

Gruppa G dvaßdy tranzitivna togda i tol~ko togda, kogda

r = 2.

Iz togo, qto mnoßestvo matric B obrazuet kol~co, a takße neposredstvenno iz (10) poluqaem (B) L¸boe proizvedenie glavnyh kompleksov snova ØvlØetsØ glavnym kompleksom.

Dalee my budem ispol~zovat~ sledu¸wie dva prostye utverßdeniØ, proverØemye neposredstvenno.

(C) Esli R i L – dva glavnyh kompleksa, to i ih pereseqenie

D takße ØvlØetsØ glavnym kompleksom.

(D) Esli matrica V kol~ca B zapisana v vide (6) i slagaemye uporØdoqeny v sootvetstvii so znaqeniØmi kofffficientov

v_R, to ona moßet rassmatrivat~sØ kak kompleks, sostavlen-

nyæ iz glavnyh kompleksov.

12 I. XUR

Sledu¸wee novoe dlØ nas utverßdenie igraet vaßnu¸ rol~, poskol~ku daet nezavisimoe ot matriqnogo kol~ca opredelenie prostyh kompleksov R_ρ:

(E) Pust~ G_1 – sovokupnost~ vseh perestanovok iz G, kotorye ostavlØ¸t nepodvißnym ediniqnyæ fflement E iz H (rassmatrivaemyæ kak odin iz perestavlØemyh simvolov). Esli

G1 raskladyvaet n − 1 fflement iz H v sistemu tranzitivno-

sti (Transitivitätssysteme) T1, T2, . . . , Ts, to ffta sistema s prisoedinennym E sovpadaet s naximi prostymi kompleksami R_1, R_2, . . . , R_r.

Imenno, esli R sovpadaet s odnim iz R_ρ i ne raven E, to iz (10) poluqaem dlØ Q = E i proizvol~nogo fflementa S iz G_1,

qto RS = R. �to oznaqaet, qto kaßdyæ Rρ est~ libo Tσ, libo

summa neskol~kih T_σ^4. OstaetsØ pokazat~, qto, naoborot, kaßdaØ sistema R = T_σ dlØ kaßdoæ Q iz H i kaßdogo S iz G udovletvorØet ravenstvu (10).

Iz skazannnogo imeem preßde vsego sledu¸wee: v silu (10) dlØ l¸bogo fflementa Q i l¸byh dvuh perestanovok S = S_1 i

S = S_2 imeem

RQS_1S_2 = R(QS_1 )S_2 = (RQS_1 )S_2 = ((RQ)S_1 )S_2 = (RQ)S_1S_2 ,

i, znaqit, (10) vypolneno takße dlØ S_1S_2. Krome togo, v silu (5) ravenstvo (10) vypolneno dlØ kaßdoæ perestanovki S iz H, i potomu dostatoqno proverit~ (10) v predpoloßenii, qto S soderßitsØ v G_1.

Pust~ snova

R = Tσ =^{m∑}_{μ=1} Kμ,

tak qto, oqevidno, imeem

(K_μQ)_S = E_{KμQS} . (11)

L¸boæ fflement iz G = G_1H, skaßem QS, moßet byt~ zapisan v vide S_1Q_1, gde S_1 – iz G_1 i Q_1 – iz H. Poskol~ku E_{S1} = E, to

Q_S = E_{QS} = E_{S1Q1} = (E_{S1} )_{Q1} = E_{Q1} = Q_1 (12)

4Poskol~ku r = 1 + s, to naxe utverßdenie dokazano (sm. snosku 3).

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 13

i esli (K_μ)_{S1} = K_ν , to

E_{KμQS} = E_{KμS1Q1} = (K_μ)_{S1Q1} = ((K_μ)_{S1} )_{Q1} = (K_ν )_{Q1} = K_ν Q_1. (13)

Iz treh sootnoxeniæ (11), (12) i (13) sleduet, qto vyraßenie

(RQ)S moßet byt~ zameneno na RQS .

3. Kriteriæ imprimitivnosti gruppy G

Kompleks

R = K1 + K2 + · · · + Km (14)

iz fflementov gruppy H nazyvaetsØ vyroßdennym (singulär), esli fflemety K_μ poroßda¸t podgruppu, otliqnu¸ ot E i H.

Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie:

Pust~ G – gruppa perestanovok stepeni n, soderßawaØ regulØrnu¸ podgruppu H toæ ße stepeni. Togda gruppa G imprimitivna v tom i tol~ko v tom sluqae, esli naædetsØ vyroßdennyæ glavnyæ kompleks gruppy H (otnositel~no G).

Esli G imprimitivna i zadana nekotoraØ sistema imprimitivnosti na n fflementah H (rassmatrivaemyh kak perestavlØemye simvoly), to blok, soderßawiæ ediniqnyæ fflemet E, sovpada¸wiæ s kompleksom (14), obladaet sledu¸wimi svoæstvami: (1) 1 < m < n i odin iz K_μ raven E.

(2) dlØ nekotoroæ perestanovki S iz G kompleks

R = (K1)S + (K2)S + · · · + (Km)S

soderßit po kraæneæ mere odin obwiæ fflement s R i potomu

RS = R. (15)

Poskol~ku dlØ kaßdoæ perestanovki S iz podgruppy G_1 vypolneno ravenstvo E_S = E, utverßdenie (15) sleduet. Soglasno poslednemu utverßdeni¸ predyduwego paragrafa R ØvlØetsØ glavnym kompleksom. Krome togo, dlØ kaßdogo fflementa K_μ iz R imeem

E_{Kμ} = K_μ, otkuda R_{Kμ} = R.

S drugoæ storony, iz (5) i (10) poluqaem RK_μ = RKμ.

14 I. XUR

Sledovatel~no, dlØ kaßdogo μ RKμ = R. �to oznaqaet, qto kompleks R obladaet gruppovym svoæstvom^5. Poskol~ku takße 1 < m < n, to fftot glavnyæ kompleks – vyroßdennyæ.

Obratno, pust~ R – nekotoryæ glavnyæ kompleks, fflementy kotorogo poroßda¸t podgruppu U gruppy H, otliqnu¸ ot E

i H. Togda utverßdenie B iz §2 vleqet, qto R^2, R^3, . . . – tak-

ße glavnye kompleksy. DlØ dostatoqno bol~xogo a stepen~ R^a stanet ravnoæ U^6, tak qto moßno sqitat~, qto sam R ØvlØetsØ podgruppoæ v H. DlØ glavnogo kompleksa R, udovletvorØ¸wego ravenstvu (10), oqevidno, qto fflementy kaßdogo iz n/m klassov smeßnosti po R perevodØtsØ l¸boæ perestanovkoæ S iz G v fflementy drugogo klassa smeßnosti. �to daet razloßenie mnoßestva iz n perestavlØemyh simvolov v sistemu imprimitivnosti iz n/m blokov, to est~ gruppa G imprimitivna.

4. Obwiæ sluqaæ abelevoæ gruppy H

Sledu¸wee utverßdenie imeet vaßnoe znaqenie dlØ nas. (A) Pust~ snova H – regulØrnaØ gruppa perestanovok stepeni n, soderßawaØsØ v gruppe G toæ ße stepeni. Esli H – abeleva gruppa, to glavnyæ kompleks R nad G obladaet tem svoæstvom, qto dlØ kaßdogo vzaimno prostogo s n qisla h narØdu s

R = K1 + K2 + · · · + Km

takße i

R^{(h)} = K^h_1 + K^h_2 + · · · + K^h_m

ØvlØetsØ glavnym kompleksom.

Dokazatel~stvo provoditsØ sledu¸wim obrazom. 1. Oqevidno, qto

R^{(h)} = R^{(h+n)} = R^{(h+2n)} = · · · ,

5�to utverßdenie otn¸d~ ne novo, emu sootvetstvuet izvestnoe svoæstvo imprimitivnoæ sistemy regulØrnoæ gruppy perestanovok.

6Zdes~ neobhodimo operirovat~ s kompleksami po pravilam frobeniusovskogo isqisleniØ (Frobeniusschen Komplexkalküls).

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 15

poskol~ku h po predpoloßeni¸ ØvlØetsØ poloßitel~nym celym qislom.

2. Esli utverßdenie verno dlØ kaßdogo glavnogo kompleksa i dlØ kaßdogo ne delØwego n prostogo qisla h = p, to ono takße vypolneno i dlØ kaßdogo poloßitel~nogo celogo qisla h vzaimno prostogo s n. Deæstvitel~no, esli h ØvlØetsØ proizvedeniem l prostyh qisel p, p^′, p^{′′}, . . . , to iz glavnogo kompleksa R poluqa¸tsØ glavnye kompleksy

L = R^{(p)}, L^{(p0)} = R^{(pp0)}, · · · .

Tak posledovatel~no poluqaetsØ R^{(h)}.

3. Esli h = p – prostoe qislo, rassmotrim celoqislennu¸ matricu

V = K^∗_1 + K^∗_2 + · · · + K^∗_m,

prinadleßawu¸ matriqnomu kol~cu B. Togda i matrica

V^p = (a_{P Q}�1 ) (16)

soderßitsØ v B. Poskol~ku dlØ abelevoæ gruppy H matricy K^∗_μ v silu (7) takße poparno perestanovoqny, to prinimaØ vo vnimanie, qto V^p ≡ ∑ μ (K^∗_μ)^p = ∑ μ (K^p_μ)^∗ = V^{(p)} (mod p),

my zakl¸qaem, qto pri n vzaimno prostom s p vse m fflementov K^p_μ poparno razliqny i, znaqit, matrica V^{(p)} poluqaetsØ iz (16) zamenoæ kaßdogo celogo qisla a_{P Q}�1 naimen~xim poloßitel~nym ostatkom po mod p. Teper~ iz utverßdeniØ (C ) paragrafa 1 sleduet, qto V^{(p)} soderßitsØ v kol~ce B. �to v toqnosti oznaqaet, qto R^{(p)} ØvlØetsØ glavnym kompleksom.

K fftomu dobavim:

(B) DlØ kaßdogo qisla h vzaimno prostogo s n prostoæ kompleks R abelevoæ gruppy H perehodit takße v prostoæ kompleks R^{(p)}.

Deæstvitel~no, esli celoe qislo h^′ udovletvorØet ravenstvu

hh^′ ≡ 1 (mod n)

i R^{(h)} = L, to L^{(h0)} = R. Esli teper~ L predstavlØetsØ v vi-

de summy dvuh glavnyh kompleksov, to analogiqnoe razloßenie

16 I. XUR

poluqaetsØ i dlØ R. Odnako, dlØ prostogo kompleksa R ffto nevozmoßno.

PredpolagaØ, qto qislo h ne ØvlØetsØ vzaimno prostym s n, poluqaem, oqevidno, qto kompleks R^{(h)}, ne vse fflementy kotorogo ravny ediniqnomu fflementu E, ØvlØetsØ vyroßdennym. Esli, v qastnosti, h ØvlØetsØ stepen~¸ prostogo qisla p^ν, delØwego n, to dlØ matricy V , sootvetstvu¸weæ R, poluqaem sravnenie V^{pν} ≡ ∑ μ (K^{pν}_μ )^∗ (mod p).

Ob¨edinØØ ffto s kriteriem iz §3 i vyxeupomØnutym utverßdeniem (C) iz §1, poluqaem:

(C) Esli H – abeleva gruppa i G – primitivnaØ gruppa, to kaßdyæ prostoæ kompleks R gruppy H obladaet sledu¸- wim svoæstvom: dlØ kaßdoæ stepeni prostogo qisla p^ν , delØwego n, i kaßdogo otliqnogo ot E fflementa R iz H qislo razliqnyh fflementov K_μ iz R, dlØ kotoryh spravedlivo ravenstvo K^{pν}_μ = R, delitsØ na p.

5. Racional~nye glavnye kompleksy abelevyh grupp

Esli h probegaet φ(n) qisel sredi 1, 2, . . . , n vzaimno prostyh s n, to glavnyæ kompleks R naxeæ abelevoæ gruppy H moßet obladat~ tem svoæstvom, qto R^{(h)} = R. V fftom sluqae Ø nazyva¸

R racional~nym glavnym kompleksom.

Esli ffto ne tak, to naædutsØ nekotorye e < φ(n) qisel h_1, h_2, . . . , h_e, dlØ kotoryh R^{(hw )} = R. �ti qisla, oqevidno, obrazu¸t (mul~- tiplikativnu¸) gruppu po modul¸ n. Esli f = φ(n)/e, to sredi φ(n) kompleksov R^{(h)} naædetsØ v toqnosti f poparno razliqnyh kompleksov

R^{(a1)}, R^{(a2)}, . . . , R^{(af )}. (17)

Summu

S = R^{(a1)} + R^{(a2)} + · · · + R^{(af )},

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 17

kotoraØ ØvlØetsØ zdes~ racional~nym glavnym kompleksom, Ø nazyva¸ sledom R. Esli R ØvlØetsØ prostym kompleksom, to i f kompleksov (17) ØvlØ¸tsØ prostymi. Poskol~ku ffti kompleksy dolßny byt~ poparno razliqnymi, to nikakie dva iz nih ne soderßat obwego fflementa. Sled S kompleksa R ØvlØetsØ nerazloßimym v tom smysle, qto ne moßet byt~ predstavlen v vide summy dvuh racional~nyh glavnyh kompleksov. Obratno, oqevidno, qto kaßdyæ nerazloßimyæ racional~nyæ glavnyæ kompleks voznikaet kak sled nekotorogo prostogo kompleksa.

Koliqestvo poparno razliqnyh nerazloßimyh racional~- nyh glavnyh kompleksov Ø oboznaqa¸ qerez s. Poskol~ku, v qastnosti, ediniqnyæ fflement predstavlØet celyæ kompleks, to

2 6 s 6 r.

Esli s = 2, to otliqnyæ ot E nerazloßimyæ racional~nyæ glavnyæ kompleks raven summe M otliqnyh ot E n − 1 fflementov gruppy H.

�to daet, takim obrazom, sledu¸wee utverßdenie.

(A) Esli H – (regulØrnaØ) abeleva gruppa, stepen~ kotoroæ ne ØvlØetsØ stepen~¸ prostogo qisla, to gruppa G dvaßdy tranzitivna v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda s = 2.

Oqevidno, dostatoqno zametit~, qto pri sdelannom predpoloßenii ob n iz s = 2 sleduet r = 2. �to poluqaetsØ sledu¸wim obrazom.

1. Pust~ U – otliqnaØ ot E i H podgruppa gruppy H. Poskol~ku s = 2, to kaßdyæ prostoæ kompleks R, otliqnyæ ot E, soderßit fflement gruppy U. Esli by ffto bylo ne tak, to nekotoryæ fflement gruppy U ne soderßitsØ ni v kakom komplekse R^{(h)} pri (h, n) = 1. Togda on ne soderßitsØ i v slede S kompleksa R. No togda v S naxelsØ by nerazloßimyæ kompleks, otliqnyæ ot E i M. �to protivoreqit predpoloßeni¸ s = 2.

2. Esli d – delitel~ n, to pod H^{(d)} budem ponimat~ podgruppu gruppy H, soderßawu¸ vse fflementy R, takie, qto R^d = E. Pust~ n = ab – razloßenie qisla n na vzaimno prostye mnoßiteli; rassmotrim podgruppy H^{(a)} i H^{(b)} gruppy H. Gruppa H^{(a)} obladaet sledu¸wim svoæstvom: esli

h^′ ≡ 1 (mod a), (18)

18 I. XUR

to dlØ kaßdogo fflementa A fftoæ gruppy imeem A^h0 = A. Analogiqnoe svoæstvo vypolneno dlØ H^{(b)} otnositel~no sravneniØ

h^{′′} ≡ 1 (mod b). (19)

Esli s = 2, to po utverßdeni¸ 1 kaßdyæ prostoæ kompleks R gruppy H soderßit otliqnye ot E fflementy A iz H^{(a)} i B iz

H^{(b)}. Esli teper~ h^′ – vzaimno prostoe s n qislo, dlØ kotorogo

vypolneno (18), to prostoæ kompleks R^h0 soderßit obwiæ s R fflement A i potomu raven R. Analogiqno dlØ kaßdogo vzaimno prostogo s n qisla h^{′′}, dlØ kotorogo vypolneno (19), imeem

R^{(h00)} = R. Ots¸da poluqaetsØ, qto R^{(h0h00)} = R. Proizvedenie

h^′h^{′′} pri fftom probegaet kaßdoe vzaimno prostoe s n qislo. �to

oznaqaet, qto pri s = 2 kaßdyæ prostoæ kompleks dolßen byt~ racional~nym. Sledovatel~no, r = s = 2.

Takße poluqaetsØ, qto esli vse fflementy kompleksa R prinadleßat nekotoroæ podgruppe U gruppy H, to ffto budet vypolneno i dlØ kaßdogo kompleksa R^{(h)}. V naxeæ terminologii ffto oznaqaet, qto glavnyæ kompleks ØvlØetsØ vyroßdennym togda i tol~ko togda, kogda ego sled ØvlØetsØ takovym. Vmeste s kriteriem iz §3 ffto daet:

(B) Esli H – abeleva gruppa, to gruppa G imprimitivna togda i tol~ko togda, kogda sredi racional~nyh glavnyh kompleksov naædetsØ vyroßdennyæ.

Takim obrazom, vopros sostoit v tom, qtoby issledovat~ mnoßestvo grupp perestanovok G stepeni n, soderßawih regulØrnu¸ abelevu podgruppu H toæ ße stepeni i ne ØvlØ¸wihsØ ni dvaßdy tranzitivnymi, ni imprimitivnymi, ograniqivaØs~, v sluqae n, ne ØvlØ¸wimsØ stepen~¸ prostogo, izuqeniem racional~nyh glavnyh kompleksov gruppy H. Pri fftom otmetim, qto sovokupnost~ fftih kompleksov oqevidno obrazuet kol~co.

6. Klass grupp perestanovok s regulØrnoæ podgruppoæ

Pust~

H = H1 + H2 + · · · + Hn

– proizvol~naØ regulØrnaØ gruppa perestanovok. Vse n fflementov gruppy H budem rassmatrivat~ kak perestavlØemye simvoly i zapixem ffto kak

H_ν = ( P P H_ν ) , (P = H_1, H_2, . . . , H_n).

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 19

ImeetsØ drugaØ gruppa perestanovok U na tom ße samom mnoßestve simvolov, sostoØwaØ iz vseh avtomorfizmov gruppy H, i avtomorfizm A, perevodØwiæ H_ν v H^′_ν, zadaet perestanovku A = ( P P^′ ) . My zapisyvaem ffto takße kak P^′ = P_A. Vse ffti perestanovki ostavlØ¸t na meste ediniqnyæ fflement E. PorØdok gruppy U oboznaqim qerez a.

Edinstvennym obwim fflemetom grupp H i U ØvlØetsØ toßdestvennaØ perestanovka i, krome togo, UH = HU. Pofftomu gruppa

F = UH

imeet porØdok an. �ta gruppa nazvana Bernsaædom v [2, S. 85] golomorfom gruppy H.

V F podgruppa U igraet rol~ F1, t.e. sovokupnosti vseh pe-

restanovok iz F, ostavlØ¸wih na meste ediniqnyæ fflement E. Dva fflementa P i Q iz H prinadleßat odnomu iz r prostyh kompleksov R_ρ, na kotorye razlagaetsØ regulØrnaØ podgruppa H gruppy F, togda i tol~ko togda, kogda naædetsØ avtomorfizm A gruppy H, perevodØwiæ P v Q. Ots¸da sleduet, qto a) Vse fflementy prostogo kompleksa R ime¸t odin i tot ße porØdok.

b) Esli nekotoryæ fflement iz R ØvlØetsØ invariantnym fflementom H, to ffto verno i dlØ vseh fflementov iz R.

c) Esli K – nekotoryæ fflement iz R, to R soderßit vse fflementy iz H, podobnye K^7. Pofftomu vse fflementy iz R poroßda¸t invariantnu¸ podgruppu gruppy H.

Esli teper~ gruppa F dvaßdy tranzitivna, to est~ r = 2, to iz a) sleduet, qto vse otliqnye ot E fflementy gruppy H ime¸t odin i tot ße porØdok p. Pri fftom p dolßno byt~ prostym qislom, a n – stepen~¸ p. Iz b) sleduet, qto H dolßna byt~ abelevoæ gruppoæ tipa (p, p, . . .). TakaØ gruppa byla nazvana Frobeniusom fflementarnoæ abelevoæ gruppoæ. V fftom sluqae Øsno, qto dlØ kaßdoæ pary otliqnyh ot E fflementov P i Q iz H v samom dele imeetsØ avtomorfizm, perevodØwiæ P v Q. Ots¸- da poluqaetsØ izvestnoe utverßdenie, qto golomorf F gruppy H

7�to sleduet iz rassmotreniØ vnutrennih avtomorfizmov gruppy H.

20 I. XUR

dvaßdy tranzitiven togda i tol~ko togda, kogda H – fflementarnaØ abeleva gruppa.

Kak primer gruppy G s regulØrnoæ podgruppoæ H, kotoraØ ne ØvlØetsØ ni dvaßdy tranzitivnoæ, ni imprimitivnoæ, rassmotrim v kaqestve G golomorf F prostoæ gruppy H sostavnogo porØdka. Po svoæstvu c) prostogo kompleksa, ni odin glavnyæ kompleks gruppy H ne moßet byt~ vyroßdennym. Pofftomu kriteriæ iz §3 vleqet, qto dlØ prostoæ gruppy H golomorf F ØvlØetsØ primitivnym, no ne dvaßdy tranzitivnym.

Naprotiv, iz utverßdeniØ a) dlØ prostyh kompleksov podgruppy H, vloßennoæ v sobstvennyæ golomorf, sleduet, qto ni dlØ kakoæ fflementarnoæ abelevoæ gruppy H gruppa F ne moßet byt~ imprimitivnoæ.

Teper~ Ø pereædu k oproverßeni¸ predpoloßeniØ Bernsaæda o regulØrnyh abelevyh gruppah.

Vyberem v kaqestve H fflementarnu¸ abelevu gruppu porØdka n = p^ν, gde p – neqetnoe prostoe qislo i ν > 1. Pust~, krome togo, d – otliqnyæ ot 1 delitel~ p − 1. Sravnenie

x^d ≡ 1 (mod p)

imeet v toqnosti d rexeniæ

a_1, a_2, . . . , a_d (20)

v mnoßestve celyh qisel 1, 2, . . . , p − 1. Pod T budem ponimat~ proizvol~nu¸ tranzitivnu¸ gruppu perestanovok na ν simvolah

1, 2, . . . , ν. PorØdok T pust~ budet t.

Vyberem fflementy

R_1, R_2, . . . , R_ν (21)

v kaqestve bazisa gruppy H i poloßim b = td^ν. Togda perestanovka B

R^′_α = (R_α)_B = R^{xα}_α0 (α = 1, 2, . . . , ν) (22)

dolßna byt~ avtomorfizmom gruppy H, gde (_α α0 ) est~ perestanovka iz T i x_α – odno iz qisel (20). �ti avtomorfizmy obrazu¸t podgruppu B gruppy avtomorfizmov U. Golomorf F gruppy H soderßit podgruppu

G = HB

porØdka bn. Ona soderßit naxu regulØrnu¸ podgruppu H.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 21

˚ utverßda¸, qto gruppa G primitivna, no ne dvaßdy tranzitivna.

Qtoby ffto uvidet~, primem vo vnimanie sledu¸wee. 1. Sovokupnost~ G_1 perestanovok iz G, ostavlØ¸wih na meste fflement E iz H, v fftom sluqae sovpadaet s podgruppoæ B gruppy G. Ots¸da sleduet, qto dlØ l¸bogo iz r prostyh kompleksov R_ρ gruppy H dva otliqnyh ot E fflementa P i Q iz H prinadleßat kompleksu R_ρ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli naædetsØ takoæ avtomorfizm B iz B, qto P_B = Q.

2. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto

R =^{ν∑}_{α=1}(R^{a1}_α + R^{a2}_α + · · · + R^{aα}_α )

ØvlØetsØ prostym kompleksom. On ne soderßit, naprimer, fflement R_1R_2. Sledovatel~no, r > 2. Takim obrazom, gruppa G ne ØvlØetsØ dvaßdy tranzitivnoæ.

3. DlØ l¸bogo glavnogo kompleksa R oboznaqim qerez L podgruppu gruppy H, poroßdennu¸ fflementami iz R. Iskl¸qim sluqaæ R = E. Esli

R = R^{z1}_1 R^{z2}_2 · · · R^{zν}_ν (z_α = 0, 1, . . . , p − 1)

ØvlØetsØ fflementom iz R, otliqnym ot E, to ne dlØ vseh ν qislo z_α moßet byt~ nulem. Pust~ z_1 > 0. Vyberem avtomorfizm B tak, qtoby

R^′_1 = R^{x1}_1 , R^′_2 = R_2, . . . , R^′_ν = R_ν (x_1 ≠ 1),

i togda

R^′ = R_B = R^{x1z1}_1 R^{z2}_2 · · · R^{zν}_ν .

�tot fflement prinadleßit R, i potomu gruppa L soderßit fflement

R^′R^{−1} = R^{(x1−1)z1} 1 . Poskol~ku pokazatel~ ne delitsØ na p, to i R_1 prinadleßit L.

S drugoæ storony, v silu tranzitivnosti gruppy T dlØ kaßdogo indeksa α iz mnoßestva 1, 2, . . . , ν moßno vybrat~ avtomorfizm C = ( P P^{′′} )

22 I. XUR

tak, qtoby

R^{′′}_1 = R_α, R^{′′}_2 = R_β, . . . , R^{′′}_ν = R_λ.

Togda kompleks R soderßit fflement R^{′′} = R^{z1}_α R^{z2}_β · · · R^{zν}_λ . Kak i ran~xe, ots¸da poluqaem, qto R_α prinadleßit gruppe L.

�to pokazyvaet, qto gruppa L soderßit vse bazisnye fflementy (21) i potomu L = H. Sledovatel~no, net vyroßdennyh glavnyh kompleksov. Pofftomu soglasno §3 naxa gruppa G ØvlØetsØ primitivnoæ^8.

Prosteæxiæ primer poluqaetsØ dlØ

p = 3, d = 2, t = 2.

�to gruppa porØdka 72 i stepeni 9.

7.CikliqeskaØ gruppa H. Sluqaæ Bernsaæda n = p^a

My podoxli k naxeæ glavnoæ zadaqe. Pust~ G – gruppa perestanovok stepeni n, soderßawaØ cikl P porØdka n. Zdes~ n ne ØvlØetsØ prostym qislom. Qtoby dokazat~ sformulirovannoe vo vvedenii utverßdenie (III), my predpoloßim, qto grup-

pa G primitivna, no ne dvaßdy tranzitivna i popytaemsØ naæti

protivoreqie.

Oboznaqim qerez H regulØrnu¸ gruppu, poroßdennu¸ ciklom P , i razloßim n − 1 otliqnyh ot E fflementov iz H v r − 1 prostyh kompleksov R_ρ. Kaßdyæ iz nih imeet vid

R = P^{λ1} + P^{λ2} + · · · + P^{λm} (λμ = 1, 2, . . . , n − 1). (23)

Sdelannye predpoloßeniØ o gruppe G oznaqa¸t v silu rezul~- tatov §§2 i 3 sledu¸wee:

a) m < n − 1;

b) naibol~xiæ obwiæ delitel~ qisel λ_1, λ_2, . . . , λ_m, n raven 1.

8Dokazatel~stvo togo, qto postroennaØ zdes~ gruppa G primitivna, no ne dvaßdy tranzitivna, moßno provesti i bez ispol~zovaniØ vvedennyh nami ponØtiæ.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 23

Rassmotrim teper~ prostye kompleksy R kak matricy V kol~ca B. Oboznaqim qerez Q matricu P^∗, kak v §2, tak qto Q^n est~ pervaØ stepen~ Q, sovpada¸waØ s ediniqnoæ matriceæ E. Togda kaßdaØ matrica V imeet vid

V = c_0E + c_1Q + c_2Q_2 + · · · + c_{n−1}Q^{n−1}.

Esli sredi c_1, c_2, . . . , c_{n−1} kofffficienty c_{μ1} , c_{μ2}, . . . , c_{μk} otliqny ot nulØ, to my takße dolßny imet~

(μ_1, μ_2, . . . , μ_k, n) = 1. (24)

V protivnom sluqae kompleks

P^{μ1} + P^{μ2} + · · · + P^{μk}

soderßitsØ v vyroßdennom komplekse, qto nevozmoßno. Matricu V , dlØ kotoroæ (24) ne vypolneno, budem dlØ kratkosti nazyvat~ vyroßdennoæ matriceæ.

Qtoby nax metod dokazatel~stva sdelat~ ponØtnym, Ø hoqu preßde vsego razobrat~ drugim sposobom sluqaæ Bernsaæda dlØ stepeni prostogo n = p^a (s a > 1). My poædem k celi xag za xagom.

1. Pust~ (23) – otliqnyæ ot E prostoæ kompleks gruppy H. My znaem, qto po kraæneæ mere odin iz m pokazateleæ λ_μ ne delitsØ na p. Pofftomu, Ø utverßda¸ sledu¸wee: sredi m qisel

(λ_μ, p^a) dolßny vstretit~sØ vse stepeni p^0, p, p^2, . . . , p^{a−1}. Deæ-

stvitel~no (sr. §5), sled S kompleksa R soderßit vse φ(p^a) stepeneæ P^x s (x, p) = 1 i potomu vse otliqnye ot E fflementy iz H. V protivnom sluqae sovokupnost~ vseh stepeneæ P , ne vhodØwih

v S, obrazovyvala by vyroßdennyæ glavnyæ kompleks, qto ne-

vozmoßno. Takim obrazom, imeem

S = M = P + P^2 + · · · + P^{n−1}. (25)

2. Rassmotrim mnoßestvo vseh vzaimno prostyh s p qisel

h_1, h_2, . . . , h_k (26)

iz rØda 1, 2, . . . , p^a − 1, dlØ kotoryh v oboznaqeniØh §5 vypolneno

R^{(hχ )} = R (χ = 1, 2, . . . , k).

24 I. XUR

Vse k qisel iz (26) obrazu¸t gruppu N po modul¸ p^a, i iz (25) poluqaem

mφ(p^a) = k(p^a − 1). (27)

Teper~ iz 1. sleduet, qto R soderßit fflement R vida P^{pa}�^{1u} i dlØ kaßdogo qisla

h = 1 + xp (x = 0, 1, . . . , p^{a−1}) (28)

vypolneno R^h = R, i potomu R^{(h)} = R. Poslednee verno, poskol~- ku ffti kompleksy prostye i ime¸t obwiæ fflement R. Vse p^{a−1} qisel (28) obrazu¸t podgruppu gruppy N. Pofftomu k = p^{a−1}f, otkuda, poskol~ku k|φ(p^a), qislo f dolßno byt~ delitelem p − 1. DlØ p = 2 ffto daet f = 1, k = p^{a−1} = φ(p^a). Togda iz (27) imeem

m = p^a − 1, qto nevozmoßno. Pofftomu moßno sqitat~, qto p > 2.

Predpoloßenie f = p − 1 privodit k protivoreqi¸, ibo togda opØt~ m = p^a − 1, i potomu

2 6 2f 6 p − 1. (29)

3. BerØ vse k qisel iz (26) po modul¸ p, poluqaem f celyh razliqnyh ostatkov r_1, r_2, . . . , r_f (r_i = 1, 2, . . . , p − 1), kotorye obrazu¸t gruppu po modul¸ p. Togda qisla (26) vyraßa¸tsØ sledu¸wim obrazom: r_i + pz (i = 1, 2, . . . , f, z = 0, 1, . . . , p^a − 1). PolagaØ dlØ α = 1, 2, . . . , a − 1

Uα = E + P^{pα} + P^{2pα} + · · · + P^{pa−pα} , (30)

poluqaem, qto R imeet vid

R = U1B0 + U2B1 + · · · + Ua−1Ba−2 + Ba−1, gde Bβ est~ Bβ = P^{pβ r1bβ} + · · · + P^{pβ rf bβ} (β = 0, 1, . . . , a − 1) (31) s qislami b_β, sravnimymi s ediniceæ po modul¸ p.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 25

4. ˚ rassmotr¸ teper~ matricu V kol~ca B, sootvetstvu- ¸wu¸ R. ZapisyvaØ analog formul (30) i (31) A_α = E + Q^{pα} + Q^{2pα} + · · · + Q^{pa−pα} , B_β = Q^{pβ r1bβ} + · · · + Q^{pβ rf bβ} , imeem

V = A_1B_0 + A_2B_1 + · · · + A_{a−1}B_{a−2} + B_{a−1}. (32)

Zametim, qto dlØ χ 6 λ i χ 6 μ ime¸t mesto sootnoxeniØ A_χA_λ = p^{a−λ}A_χ, A_χB_μ = fA_χ. Ispol~zuØ (32), vyqislim kvadrat celoqislennoæ matricy V ; privodØ rezul~tat po modul¸ p, imeem

V^2 ≡ 2fA_1B_0 + 2fA_2B_1 + · · · + 2fA_{a−1}B_{a−2} + B^2_{a−1} (mod p),

otkuda

V_1 = V^2 − 2fV ≡ B^2_{a−1} − 2fB_{a−1} (mod p). (33)

PolagaØ Q^{pa} �1_{ba}�_1 = R, razloßim fftu matricu v vide

B^2_{a−1} − 2fB_{a−1} = d_0E + d_1R + d_2R^2 + · · · + d_{p−1}R^{p−1}.

Zdes~ vse qisla d_1, d_2, . . . , d_{p−1} dolßny odnovremenno delit~sØ na p. V protivnom sluqae, esli δ_i – naimen~xiæ poloßitel~nyæ ostatok dlØ d_i po modul¸ p, to v silu sravneniØ (33) i utverßdeniØ (C) iz §1 matrica

V_2 = δ_1R + δ_2R^2 + · · · + δ_{p−1}R^{p−1}

prinadleßit kol~cu B. No fftogo ne moßet byt~, poskol~ku ffto, oqevidno, vyroßdennaØ matrica fftogo kol~ca.

Qisla d_1, d_2, . . . , d_{p−1} ne mogut imet~ trebuemogo svoæstva. Esli

B^2_{a−1} = c_0E + c_1R + · · · + c_{p−1}R^{p−1},

to, poskol~ku vse kofffficienty zdes~ neotricatel~nye celye qisla, poluqaem ravenstvo

c_0 + c_1 + · · · + c_{p−1} = f^2. (34)

26 I. XUR

Poskol~ku B^2_{a−1}^9 ostaetsØ na meste pod deæstviem f podstanovok

R → R^{rλ} , my imeem

c_{r1} = c_{r2} = · · · = c_{rf} .

Ots¸da sleduet, qto ffti qisla v silu (34) ne prevoshodØt f. DlØ i = r_1, r_2, . . . , r_f ffto vleqet, qto qislo

d_i = c_i − 2f

ØvlØetsØ celym qislom meßdu −2f i −f. V silu (29) ffto oznaqaet, qto qisla d_i ne mogut delit~sØ na p.

8. Obwiæ sluqaæ cikliqeskoæ gruppy H

Rassmotrim teper~ qislo n = p^aq^br^c · · · s po kraæneæ mere dvumØ razliqnymi prostymi delitelØmi

p, q, r, · · ·. Iz rezul~tatov §5 sleduet, qto moßno ograniqit~sØ

izuqeniem racional~nyh glavnyh kompleksov gruppy G nad naxeæ cikliqeskoæ gruppoæ H = {P }. Poskol~ku G primitivna, no ne dvaßdy tranzitivna, gruppa H razlagaetsØ v s > 2 nerazloßimyh racional~nyh glavnyh kompleksov L1, L2, . . . , Ls, (35) sredi kotoryh ne imeetsØ vyroßdennyh. My hotim dokazat~, qto takoe razloßenie v naxem sluqae nevozmoßno. Dokazatel~stvo razdelim na posledovatel~nost~ xagov.

1. DlØ kaßdogo delitelØ d qisla n oboznaqim qerez F_d summu iz φ(n/d) stepeneæ P^{dx} s

9V originale R^2_a�_1. – Prim. perev.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 27 x = 0, 1, . . . , n/d − 1, (x, d) = 1,^{10} tak, qto kaßdyæ otliqnyæ ot E kompleks L_σ imeet vid

Lσ = Fd_1 + Fd_2 + · · · ,

gde d_1, d_2, . . . ØvlØ¸tsØ poparno razliqnymi delitelØmi n, otliqnymi ot n i udovletvorØ¸wimi ravenstvu

(d_1, d_2, . . . ) = 1.

Qtoby luqxe ponØt~ povedenie proizvedeniØ F_dF_t, sdelaem sledu¸wee. Rassmotrim poroßdennye fflementami A = P^{n/pa} , B = P^{n/qb} , C = P^{n/rc} , . . . cikliqeskie podgruppy A, B, C, . . . porØdkov p^a, q^b, r^c, . . . . Togda gruppa

H = ABC · · ·

ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem. Poloßim dlØ α = 0, 1, . . . , a Aα =^∑ A^{pα x} (x = 0, 1, . . . , p^{a−α} − 1, (x, p) = 1) i opredelim B_β, C_γ , . . . analogiqnym obrazom. V qastnosti, opredelennye tak A_a, B_b, C_c, . . . privodØt k ediniqnomu fflementu E.

Esli teper~ d = p^αq^β r^γ · · · ØvlØetsØ delitelem n, to, oqevidno, imeem Fd = AαBβCγ , . . . . 2. Sredi s kompleksov (35) poloßim L_s = E i oboznaqim qerez L_1 tot kompleks, v kotorom soderßitsØ Fn/p = Aa−1BbCc . . . . ˚ postro¸ novye kompleksy

M1 = L1 + E, M2 = L2, . . . , Ms−1 = Ls−1,

10V originale (x, p) = 1. – Prim. perev.

28 I. XUR

summa kotoryh takße ravna H. OboznaqaØ qerez R podgruppu

R = BC . . . ,

zapixem kaßdyæ M_σ v vide

Mσ = A0R0 + A1R1 + · · · + Aa−1Ra−1 + AaRa,

gde kaßdyæ R_α ØvlØetsØ libo racional~nym kompleksom na R, libo raven 0 (t.e. pust). �ti kompleksy mogut imet~ obwie fflementy; krome togo, R_0 otliqen ot nulØ, poskol~ku M_σ nevyroßden, i R_a soderßit fflement E tol~ko pri σ = 1.

˚ utverßda¸, qto dlØ kaßdogo σ

Ra−1 = Ra. (36)

My vospol~zuemsØ utverßdeniem (C) iz §4. Predpoloßim, qto

Mσ soderßit m fflementov M_1, M_2, . . . , M_m iz H i rassmotrim_{M p}

1 , M^p_2 , . . . , M^p_m. (37)

Oqevidno, v kaßdom proizvedenii A_αR_α fflementy iz A_α i R_α zamenØ¸tsØ na p-e stepeni. Pri fftom R_α ne izmenØetsØ, poskol~ku porØdki fflementov iz R vzaimno prosty s p i kompleks R_α libo raven 0, libo racionalen. Naprotiv, A_α vedet sebØ sledu¸xim obrazom: dlØ α = 0, 1, . . . , a − 2 sovokupnosti iz p fflementov perehodØt pri vozvedenii v p-¸ stepen~ v nekotoryæ fflement iz A_{a+1},

p − 1 fflement iz A_{a−1} perehodit v E i U_a ostaetsØ neizmennym.

Esli teper~ ravenstvo (36) ne vypolneno, to sredi fflementov (37) nekotoryæ fflement R, otliqnyæ ot E, poØvlØetsØ libo

p − 1 raz, libo odin raz. �to vypolnØetsØ v zavisimosti ot to-

go, prinadleßit R k R_{a−1}, no ne k R_a, ili prinadleßit R k R_a, no ne k R_{a−1}. �to, odnako, nevozmoßno v silu primitivnosti gruppy G.

3. DlØ kompleksa M_σ opredelim celoe qislo χ ¿ 0 tak, qtoby

Rχ = Rχ+1 = · · · = Ra

i dlØ χ > 0 takße Rχ−1 ≠ Rχ.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 29

Poloßim

A^′_α = Aα + Aα+1 + · · · + Aa =^p a�α_{−1} ∑ y=0 A^{pαy}, tak qto

Mσ = A0R0 + · · · + Aχ−1Rχ−1 + A^′_χRχ ili Mσ = A^′_0R0

v zavisimosti ot togo, χ > 0 ili χ = 0. �to qislo χ Ø nazyva¸ svØzyva¸wim qislom (Verknüpfungszahl) dlØ prostogo qisla p. Ravenstvo (36) pokazyvaet, qto χ < a. Pofftomu kompleks A^′_χR_χ vo vsØkom sluqae otliqen ot E.

DlØ prostogo qisla q postroim analogiqnym sposobom gruppy

R = AC · · · , B^′_β = Bβ + Bβ+1 + · · · + Bb.

Togda nax kompleks M_σ moßno predstavit~ v vide

Mσ = B0R0 + · · · + Bλ−1Rλ−1 + B^′_λRλ,

gde kaßdyæ R_β oboznaqaet libo nol~, libo racional~nyæ kompleks s fflementami iz R. Zdes~, poskol~ku λ > 0, kompleks R_{λ−1} dolßen byt~ otliqen ot R_λ. Qislo λ zdes~ oboznaqaet svØzyva¸wee qislo dlØ prostogo qisla q. Razloßenie kompleksa M_σ, kak i v sluqae prostogo qisla p, pokazyvaet, qto moßno sqitat~, qto λ 6 b.

Analogiqno opredelim svØzyva¸wie qisla μ, . . . dlØ prostyh qisel r, . . ..

4. My utverßdaem, qto dlØ kompleksa M_σ dolßny vypolnØt~sØ ravenstva

χ = 0, λ = 0, μ = 0, . . . (38)

Esli ffto dokazat~, to togda

Mσ = A^′_0B^′_0C^′_0 · · · = ABC · · · = H.

Ots¸da sleduet, qto s − 1 = 1, qto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸.

Primem vo vnimanie, qto ravenstvo (38) dostatoqno dokazat~ tol~ko dlØ neqetnyh prostyh qisel. Deæstvitel~no, esli

q = 2 i my znaem, qto χ = 0, μ = 0, . . . , to rassmotrim dva

30 I. XUR

razliqnyh kompleksa M_σ i M_τ . Vo vvedennyh oboznaqeniØh my imeem

Mσ = (Bβ + Bγ + · · · )R, Mτ = (Bδ + Bϵ + · · · )R.

Poskol~ku ni M_σ, ni M_τ ne ØvlØ¸tsØ vyroßdennymi, to kak sredi β, γ, . . . , tak i sredi δ, ϵ, . . . dolßen naætis~ indeks 0. �to privodit k protivoreqi¸, poskol~ku M_σ i M_τ ne mogut imet~ obwih fflementov.

5. Qtoby dokazat~ ravenstvo (38), my podsqitaem kratnosti vhoßdeniØ fflementov gruppy H v kompleks M^2_σ. Zdes~ budet udobno vmesto kompleksa M_σ rassmatrivat~ sootvetstvu¸wu¸ matricu M_σ iz kol~ca B.

Kak i ran~xe, budem oboznaqat~ sootvetstvu¸wie fflementam A, B, C, . . . gruppy H matricy A^∗, B^∗, C^∗, . . . kol~ca B qerez

F, G, H, . . . i analogi kompleksov A_α, A^′_α summami

S_α = ∑ F^{pαx}, S^′_α = ∑ F^{pαy} (x, y = 0, 1, . . . , p^{a−α} − 1, (x, p) = 1), tak qto

S^′_α = S_α + S_{α+1} + · · · + S_a, S^′_a = S_a = E.

Opisannym sposobom sopostavim stepenØm prostyh qisel q^b,

r^c, . . . matricy T_β , T^′_β, U_γ , U^′_γ , . . ..

Pust~ χ, λ, μ, . . . – svØzyva¸wie qisla kompleksa M_σ, tak qto M_σ predstavlØetsØ summoæ proizvedeniæ matric S_αT_β U_γ · · · , gde 0 6 α 6 χ, 0 6 β 6 λ, 0 6 γ 6 μ, . . .

s zamenoæ S_χ na S^′_χ, a takße T_λ na T^′_λ i t.d. Krome togo, poskol~-

ku Mσ ne ØvlØetsØ vyroßdennym kompleksom, neobhodimo takße

rassmatrivat~ proizvedeniØ^{11} vida S_0T_βU_γ · · · , S_αT_0U_γ · · · , S_αT_β U_0 · · · , . . . 6. Matricy S^′_α oblada¸t tem svoæstvom (sm. §7), qto dlØ α 6 α1_{S′αS′α} 1 = p^{a−α1}S^′_α. Ots¸da legko sleduet, qto matricy

S^{′′}_0 = S^′_0, S^{′′}_1 = −S^′_0 + pS^′_1, · · · , S^{′′}_a = −S^′_{a−1} + pS^′_a

11DlØ nas vaßno, qto, poskol~ku χ < a, to ni odna iz matric Sα T_β Uγ � ne ravna E.

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 31

udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

S^{′′}_α^2 = a_αS^{′′}_α, S^{′′}_αS^{′′}_{α1} = 0 (α ≠ α_1) (39) s α_0 = α_1 = p^a, α_2 = p^{a−1}, α_3 = p^{a−2}, . . . , α_a = p.

Oqevidno, qto vmeste s kaßdoæ matriceæ S^′_α kaßdaØ matrica

S_α = S^′_α − S^′_{α+1} (S_{a+1} = 0)

predstavlØetsØ lineænym odnorodnym uravneniem ot S^{′′}_0 , S^{′′}_1 , . . . ,

S^{′′}_a s racional~nymi kofffficientami. My vospol~zuemsØ, krome

togo, formami

S^{′′}_0 = S_0 + S_1 + · · · + S_{χ−1} + S^′_χ, S^{′′}_1 = −S_0 + (p − 1)(S_1 + · · · + S_{χ−1} + S^′_χ), S^{′′}_2 = −S_1 + (p − 1)(S_2 + · · · + S_{χ−1} + S^′_χ), S^{′′}_χ = −S_{χ−1} + (p − 1)S^′_χ, (40)

kotorye moßno zapisat~ koroqe v vide

S^{′′}_α = a_{α0} S_0 +a_{α1} S_1 +· · ·+a_{αχ}�_1 S_{χ−1} +a_{αχ} S^′_χ (α = 0, 1, . . . , χ). (41)

Analogiqnym sposobom dlØ q^b, r^c, . . . opredelim T^{′′}_β , U^{′′}_γ , . . . i qisla b_β, c_γ , . . .. Togda imeem { T^{′′}_β = b_{β0} T_0 +b_{β1} T_1 +· · ·+b_{βλ}�_1 T_{λ−1} +b_{βλ} T^′_λ (β = 0, 1, . . . , λ), U^{′′}_γ = c_{γ0} U_0 + c_{γ1} U_1 + · · · + c_{γμ}�_1 U_{μ−1} + c_{γμ} U^′_μ, i t.d.

(42)

7. Teper~ matrica M_σ predstavlØetsØ s pomow~¸ S^{′′}_α, T^{′′}_β ,

U^{′′}_γ , . . . v vide

M_σ = ∑ x_{α,β,γ,...}S^{′′}_αT^{′′}_β U^{′′}_γ , . . . (α = 0, 1, . . . , χ, β = 0, 1, . . . , λ, . . . ). (43) Zdes~ kofffficienty x_{α,β,γ,...} sut~ racional~nye qisla, kotorye mogut prinimat~ otricatel~nye znaqeniØ. Togda po (39) imeem

M^2_σ = ∑ x^2_{α,β,γ,...}a_αb_βc_γ . . . S^{′′}_αT^{′′}_β U^{′′}_γ , . . . VyraßaØ S^{′′}_α, T^{′′}_β , U^{′′}_γ , . . . qerez S_α, T_β , U_γ , . . . s pomow~¸ formul (41) i (42), poluqaem vyraßenie

M^2_σ = ∑ c_{δϵν...}S_δ T_ϵU_ν . . . (δ = 0, 1, . . . , χ, ϵ = 0, 1, . . . , λ, . . . ), (44)

32 I. XUR gde c_{δϵν...} = ∑ x^2_{α,β,γ,...}a_αb_β c_γ . . . a_{αδ} b_{βϵ} c_{γν} . . . (45) V (44) takße S_χ, T_λ, U_μ, . . . vezde zamenØ¸tsØ na S^′_χ, T^′_λ, U^′_μ, . . .

Iz uravneniæ (40) i ih analogov dlØ prostyh qisel q, r, . . . vytekaet, qto c_{χλμ...} > 0. Krome togo, mnoßiteli, otveqa¸wie

S^′_χ, T^′_λ, U^′_μ, . . . , otliqa¸tsØ ot ediniqnoæ matricy, poskol~ku χ < a. Teper~ my naædem v summe (44) takie slagaemye, qto c_{δϵν...} = c_{χλμ...} (46) Poskol~ku M^2_σ , kak i M_σ , prinadleßit matriqnomu kol~cu B, kotoroe ØvlØetsØ rodovym kol~com, to i summa V teh proizvedeniæ S_δ T_ϵU_ν . . . , dlØ kotoryh vypolneno (46), takße soderßitsØ

v B (sm. §1). No V ne prinadleßit vyroßdennomu kompleksu

gruppy H, i potomu naædutsØ nekotorye kofffficienty vida c_{0ϵν...}, c_{δ0ν...}, c_{δϵ0...}, . . . , ravnye c_{χλμ...}. Iz(46), v silu (45) poluqaetsØ, qto vsØkiæ raz, kogda vypolneno x_{αβγ...} ≠ 0, imeet mesto ravenstvo a_{αχ} b_{βλ} c_{γμ} · · · = a_{αδ} b_{βϵ} c_{γν} · · · (47) Pri fftom ispol~zuØ formulu (40), my takße imeem: a_{αχ} ¿ |a_{αδ} |, b_{βλ} ¿ |b_{βϵ} |, c_{γμ} ¿ |c_{γν} |, . . . (48) Pust~ teper~ p > 2 i χ > 0. Sredi otliqnyh ot nulØ kofffficientov x_{αβγ...} dolßny vstretit~sØ kofffficienty vida x_{χβγ...}. Poskol~ku α < χ, to v (43) prisutstvu¸t tol~ko S^{′′}_0 , . . . , S^{′′}_{χ−1}. Pofftomu S_0, S_1, . . . poØvlØ¸tsØ tol~ko v vyraßenii

S_{χ−1} + S_χ + · · · + S_a.

�to nevozmoßno, esli χ – svØzyva¸wee qislo dlØ p.

Sredi ravenstv (47) dolßno vstretit~sØ i ravenstvo a_{χχ} b_{βλ} c_{γμ} . . . = a_{χ0} b_{βϵ} c_{γν} . . . (49)

K TEORII TRANZITIVNYH GRUPP PERESTANOVOK 33

Pofftomu po (40) pri p > 2, χ > 0 my poluqaem, qto a_{χχ} = p − 1 > 1, b_{βλ} = q − 1 ili 1, . . . , otkuda sleduet, qto kofffficient a_{χ0} prinimaet znaqenie −1 ili 0. Iz formuly (48) teper~ oqevidno, qto (49) ne moßet byt~ spravedlivym. Pofftomu dlØ p > 2 dolßno byt~ χ = 0.^{12} Takim obrazom dlØ kaßdogo neqetnogo prostogo delitelØ n sootvetstvu¸wee svØzyva¸wee qislo dolßno imet~ znaqenie 0. Iz skazannogo sleduet, qto naxe predpoloßenie o tom, qto grup-

pa G primitivna, no ne dvaßdy tranzitivna, – neverno. Pofftomu

utverßdenie III polnost~¸ dokazano.

9. Odno sledstvie utverßdeniØ III

Pust~ G – gruppa perestanovok stepeni n, soderßawaØ cikl P porØdka n. Rassmotrim v kaqestve perestavlØemyh simvolov n fflementov gruppy H, poroßdennoæ P . Esli n ne prostoe qislo i G ne ØvlØetsØ dvaßdy tranzitivnoæ, to iz utverßdeniØ III i rezul~tata §3 sleduet, qto naædetsØ podgruppa

U = E + P^d + P^{2d} + · · · + P^{n−d}

gruppy H s delitelem d qisla n, otliqnym ot 1 i n, takaØ, qto fflementy d klassov smeßnosti U, UP, . . . , UP^{d−1} obrazu¸t sistemu imprimitivnosti gruppy G.

Otmetim, qto pri fftom te perestanovki S iz G, kotorye perestavlØ¸t simvoly tol~ko vnutri kaßdogo bloka, obrazu- ¸t invariantnu¸ podgruppu Z gruppy G. V qastnosti, S = P^d cikliqeski perestavlØet n/d fflementov klassa smeßnosti UP^λ (sr. §2). Poskol~ku gruppa Z soderßit fflement P^d, ee porØdok ne moßet byt~ men~xe, qem n/d.

Esli n – prostoe qislo i gruppa G ne ØvlØetsØ dvaßdy tranzitivnoæ, to iz utverßdeniØ I, dokazannogo Bernsaædom, sleduet, qto gruppa G soderßit invariantnu¸ podgruppu H = {P }. 12Nado imet~ v vidu, qto hotØ v fftom rassußdenii p igraet privilegirovannu¸ rol~ dlØ kompleksa Mσ , nikakogo ograniqeniØ na samom dele net.

34 I. XUR

�to vse vmeste daet sledu¸wee utverßdenie: IV. Esli gruppa perestanovok G stepeni n, ne ØvlØ¸waØsØ dvaßdy tranzitivnoæ, soderßit cikl porØdka n, to ona obladaet invariantnoæ podgruppoæ, kotoraØ soderßit otliqnu¸ ot E stepen~ fftogo cikla.

�to utverßdenie dlØ sluqaØ, kogda n ØvlØetsØ stepen~¸ prostogo qisla, moßet byt~ naædeno v [2, s. 343].

Literatura

1. W. Burnside, On the properties of groups of odd order. — Proc. London Math.

Soc. 33 (1900).

2. W. Burnside, Theory of Groups of Finite Order, 2. Auflage (1911). 3. I. Schur, Neuer Beweis eines Satzes von W. Burnside. — Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 17 (1908).

Schur I. Zur Theorie der einfach transitiven Permutationsgruppen (A contribution to theory of transitive permutation groups).

This is a Russian translation of the famous paper by I. Schur in which the method of Schur rings is introduced. The method is used to prove that every primitive permutation group containing a regular cyclic subgroup of composite order is 2-transitive.