Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 301, 2003 g.

S. V. Kerov

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE I HARAKTERY UNITARNO` GRUPPY

Predislovie (G. I. Ol~xanskiæ). NastoØwaØ rabota byla vypolnena Sergeem Vasil~eviqem Kerovym (1946–2000) v 1993 g., no ee publikaciØ po raznym priqinam otkladyvalas~. Rabota posvØwena nekotorym kombinatornym aspektam zadaqi garmoniqeskogo analiza na beskoneqnomernoæ unitarnoæ gruppe. HotØ za istekxie 10 let poØvilos~ mnogo stateæ, tak ili inaqe svØzannyh s fftoæ rabotoæ SergeØ Vasil~eviqa, ona, na moæ vzglØd, niqut~ ne ustarela. Bolee togo, mne kaßetsØ, qto soderßawiesØ v neæ idei i nabl¸deniØ segodnØ mogut byt~ luqxe ponØty i uspexno ispol~zovany.

Publikuemyæ tekst skomponovan mno¸ iz treh faælov, hranØwihsØ v arhive avtora: osnovnaØ qast~ (“�lementarnoe vvedenie v z-mery dlØ unitarnoæ gruppy”, noØbr~ 1993); dopolneniØ k neæ (dekabr~ 1993); novoe vvedenie (fevral~ 1995) s izmenennym nazvaniem, kotoroe i ispol~zovano v fftoæ publikacii. ˚ ne sqital vozmoßnym vtorgat~sØ v avtorskiæ material i ograniqilsØ lix~ minimal~no neobhodimoæ tehniqeskoæ pravkoæ. No qitatel~ dolßen imet~ v vidu, qto tekst ne ØvlØetsØ zakonqennoæ stat~eæ, otredaktirovannoæ samim avtorom, i dolßen vosprinimat~sØ kak raboqie zametki.

Vse snoski sdelany mnoæ, avtorskih primeqaniæ v tekste net. Posledniæ razdel (§13) napisan mnoæ, on soderßit kommentarii k tekstu. BibliografiØ suwestvenno rasxirena.

˚ priznatelen V. N. Ivanovu za pomow~.

Vvedenie. Klassiqeskoe gipergeometriqeskoe raspredelenie opredelØetsØ formuloæ

M (k) = ( a k )( b m − k )/( a + b m ) ; k = 0, 1, . . . , m, (0.1)

gde a, b, m — natural~nye parametry. V fflementarnyh kursah 35

36 S. V. KEROV

teorii veroØtnosteæ qislo M (k) interpretiruetsØ kak veroØtnost~ imet~ rovno k vyigryxnyh lotereænyh biletov sredi m kuplennyh, esli vsego v loteree uqastvuet a vyigryxnyh i b nevyigryxnyh biletov.

V fftoæ interpretacii dlØ nas suwestvenno, qto gipergeometriqeskoe raspredelenie voznikaet kak proekciØ ravnomernogo raspredeleniØ na vspomogatel~nom mnoßestve (na sovokupnosti vseh naborov po m kuplennyh biletov iz obwego qisla a + b).

V fftoæ stat~e vvoditsØ mnogomernyæ analog raspredeleniØ (0.1). Sluqaænymi ob¨ektami dlØ nego slußat vsevozmoßnye diagrammy ınga λ v prØmougol~nike Π(n, m) s n strokami i m stolbcami. V prosteæxem sluqae n = 1 diagramma λ svoditsØ k odnoæ stroke sluqaænoæ dliny k, raspredelennoæ po formule (0.1).

Naibolee oqevidnoe opredelenie mnogomernogo gipergeometriqeskogo raspredeleniØ sostoit v ispol~zovanii formuly

M_n(λ) = ( a λ )( b λ̃ )/( a + b π ) ; λ ⊂ π = Π(n, m), (0.2)

vpolne analogiqnoæ standartnomu opredeleni¸ (0.1). Edinstvennoe novovvedenie sostoit v zamene obyqnyh binomial~nyh kofffficientov na obobwennye binomial~nye kofffficienty ( a λ ) = ∏ x∈λ a − c(x) h(x) , (0.3)

horoxo izvestnye v kombinatorike diagramm ınga [16]. Zdes~ x probegaet kletki diagrammy λ, c(x) — soderßanie kletki x, a h(x) — ee dlina kr¸ka. Mnogomernoe raspredelenie (0.2) po– preßnemu zavisit ot treh natural~nyh parametrov a, b, m. Qerez λ̃ my oboznaqaem diagrammu ınga, dopolnitel~nu¸ k λ v prØmougol~nike Π(n, m); ffto analog raznosti m − k v formule (0.1).

Kak i v odnomernom sluqae, raspredelenie M_n voznikaet kak proekciØ ravnomernogo raspredeleniØ na vspomogatel~nom mnoßestve. Naprimer, vyberem sluqaæno odnu iz polustandartnyh tablic ınga prØmougol~noæ formy π = Π(n, m) s natural~nymi fflementami iz mnoßestva {1, 2, . . . , a + b}. (Nam udobno sqitat~, qto qisla, sostavlØ¸wie tablicu, strogo vozrasta¸t po strokam i ne ubyva¸t vdol~ stolbcov). Kletki, soderßawie mladxie simvoly {1, 2, . . . , a}, obrazu¸t sluqaænu¸ diagrammu ınga

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE37

λ ⊂ π. My pokaßem, qto ravnoveroØtnomu vyboru tablicy ınga

otveqaet gipergeometriqeskoe raspredelenie (0.2) diagrammy λ. RaspredeleniØ M_n s fiksirovannymi parametrami a, b, m opredelennym obrazom soglasovany i zada¸t edinyæ veroØtnostnyæ ob¨ekt — central~nu¸ markovsku¸ cep~ v prostranstve Y(m) diagramm ınga so stroqkami dliny m ili koroqe.

Opixem ffto sootvetstvie podrobnee.

Process naqinaetsØ pri n = 0 s pustoæ diagrammy ınga. Rassmotrim markovsku¸ cep~, sostoØniØ kotoroæ v moment vremeni n berutsØ iz mnoßestva Y_n(m) diagramm ınga v prØmougol~nike Π(n, m). Dopustimye perehody sostoØt v dobavlenii k tekuweæ diagramme λ ∈ Y_n(m) proizvol~noæ gorizontal~noæ polosy. Inaqe govorØ, perehod k diagramme Λ ∈ Y_{n+1}(m) dopustim, esli vypolneno uslovie interpolØcii

Λ_1 ¿ λ_1 ¿ Λ_2 ¿ . . . ¿ Λ_n ¿ λ_n ¿ Λ_{n+1}. (0.4)

Pust~ c_1, c_2, . . . , c_m — dliny stolbcov ishodnoæ diagrammy λ, a

C_1, C_2, . . . , C_m — dliny stolbcov dlØ Λ. Soglasno (0.4), dopusti-

myæ perehod opredelØetsØ mnoßestvom I ⊂ {1, 2, . . . , m} real~no vozrasta¸wih stolbcov:

C_k = { c_k + 1, esli k ∈ I; c_k, esli k /∈ I. (0.5)

Opredelim perehodnye veroØtnosti markovskoæ cepi po formule^1 p(λ, Λ) = ∑ I⊂[m] ∏ 16i<j6m ( C_i − C_j + j − i c_i − c_j + j − i ) ×

× ∏ k∈I (c_k − k + a + 1) (a + b − m + n + k) ∏ k /∈I (b − m + n − c_k + k) (a + b − m + n + k) . (0.6)

My pokaßem, qto ffto opredelenie korrektno: ∑ Λ p(λ, Λ) = 1.

SvØz~ postroennoæ vyxe markovskoæ cepi s mnogomernymi gipergeometriqeskimi raspredeleniØmi sostoit v sledu¸wem.

1Niße [m] oznaqaet {1, . . . , m}.

38 S. V. KEROV

Teorema.

(1) Raspredelenie sostoØniæ λ ∈ Y_n(m) na n-m xage markovskoæ cepi (0.6) opredelØetsØ formuloæ (0.2).

(2) MarkovskaØ cep~ (0.6) central~na, t.e. veroØtnosti perehodov za n xagov ot pustoæ diagrammy k zadannoæ diagramme λ ∈ Y_n(m) odinakovy i ne zavisØt ot istorii fftih perehodov.

(3) UsloviØ (1) i (2) odnoznaqno harakterizu¸t perehodnye veroØtnosti (0.6).

Kak izvestno, central~nye markovskie cepi na grafe vetvleniØ signatur parametrizu¸t haraktery beskoneqnomernoæ unitarnoæ gruppy U (∞) = lim−→ U (n).^2 Nax interes k gipergeometriqeskim raspredeleniØm motivirovan imenno zadaqami garmoniqeskogo analiza na gruppe U (∞). Haraktery psevdoregulØrnyh predstavleniæ fftoæ gruppy opredelØ¸tsØ central~nymi markovskimi cepØmi v prostranstve signatur, zavisØwimi ot kompleksnogo parametra z.^3 Pri celom znaqenii parametra

z = m ffta cep~ sovpadaet s markovskoæ cep~¸ (0.6) s parametra-

mi a = m, b = m. Sluqaæ necelyh z znaqitel~no sloßnee. Vero- Øtnostnye svoæstva sootvetstvu¸wih markovskih cepeæ izuqeny poka nedostatoqno. Odna iz celeæ dannoæ stat~i — populØrizaciØ trudnoæ obweæ zadaqi o z-merah na primere sravnitel~no prostogo qastnogo sluqaØ celogo parametra z.

Interesno, qto svØz~ obwih z-mer i gipergeometriqeskih raspredeleniæ netrivial~na uße v klassiqeskom odnomernom sluqae.

Rassmotrim standartnoe gipergeometriqeskoe raspredelenie (0.1) s parametrami a = 2u, b = 2v, m = u+v i zapixem sluqaænoe qislo k v vide k = u + f, gde f — novaØ sluqaænaØ veliqina. Binomial~noe toßdestvo u∑ f=−u ( 2u u + f )( 2v v − f ) = ( 2u + 2v u + v ) (0.7)

2V kontekste teorii harakterov beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy S(∞) = lim_{−→} S(n) ponØtie central~noæ markovskoæ cepi bylo vvedeno A. M. Verxikom i S. V. Kerovym, sm. [24, 13]. Po povodu gruppy U (∞) sm. [17, 4].

3V [17, 4] ispol~zuetsØ termin “obobwennye regulØrnye predstavleniØ”. Oni zavisØt ot dvuh kompleksnyh parametrov, z i w. PredstavleniØ, kotorye byli izvestny v 1993 g., otveqa¸t sluqa¸ z = w. Sm. takße §13.

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE39

moßno perepisat~ v forme ∑ f∈Z^{u (u − 1) . . . (u − |f| + 1)} (u + 1) (u + 2) . . . (u + |f|) v (v − 1) . . . (v − |f| + 1) (v + 1) (v + 2) . . . (v + |f|) =

= Γ(2(u + v) + 1) Γ^2(u + v + 1)

Γ^2(u + 1) Γ(2u + 1)

Γ^2(v + 1) Γ(2v + 1) . (0.8)

Poskol~ku obe qasti (0.8) analitiqny po parametram, formula verna i pri kompleksnyh znaqeniØh u i v. Esli u = z i v = z̄ kompleksno soprØßeny, vse slagaemye v levoæ qasti (0.8) neotricatel~ny i my prihodim k kompleksnomu gipergeometriqeskomu raspredeleni¸ dlØ f. Naprimer, pri z = i poluqaem raspredelenie s veroØtnostØmi

M (f) = th π π 1 (1 + f^2)

; f ∈ Z. (0.9)

HotØ ffto raspredelenie pohoße na diskretnoe raspredelenie Koxi, ono poluqeno analitiqeskim prodolßeniem iz obyqnogo gipergeometriqeskogo raspredeleniØ. Moßno oßidat~, qto razliqnye qislovye harakteristiki raspredeleniØ (0.9) zada¸tsØ temi ße formulami, qto i dlØ bolee prostyh standartnyh gipergeometriqeskih raspredeleniæ. Naprimer, dlØ vtorogo momenta imeem

M_2 = uv 2u + 2v − 1 , pri uslovii . . .^4. K soßaleni¸, “lotereænoe” opisanie gipergeometriqeskih raspredeleniæ obobwit~ na sluqaæ kompleksnyh parametrov poka ne udaetsØ. ImeetsØ v vidu l¸baØ universal~naØ konstrukciØ sluqaænoæ veliqiny f, zavisØwaØ ot parametrov u, v i privodØwaØ, v special~nyh sluqaØh, kak k raspredeleni¸ (0.9), tak i k standartnomu gipergeometriqeskomu raspredeleni¸.

Plan teksta sledu¸wiæ.

Posle demonstracionnogo primera v §1 Ø napomina¸ v §2 osnovnye fakty ob obobwennyh binomial~nyh kofffficientah. V §3 vvoditsØ osnovnoæ ob¨ekt — mnogomernoe gipergeometriqeskoe raspredelenie M_n(a, b, m). Na pervom fftaße (pri n = 1)

4V fftom meste v originale propusk. Po–vidimomu, imeetsØ v vidu, qto moment suwestvuet, esli ℜ(u) = ℜ(v) > −1/4.

40 S. V. KEROV

ono sovpadaet s obyqnym. V §4 izlagaetsØ krasivaØ teoriØ binomial~nyh determinantov GesselØ–V~enno. Vmesto polustandartnyh tablic v neæ ispol~zu¸tsØ nabory nepereseka¸wihsØ ploskih lomanyh. Qetyre kombinatornyh dokazatel~stva osnovnogo gipergeometriqeskogo toßdestva, privedennye v §§3–4, da- ¸t odnovremenno i varianty poluqeniØ gipergeometriqeskogo raspredeleniØ iz ravnomernogo.

V §§5–6 gipergeometriqeskie vesa raspredelØ¸tsØ po otdel~- nym kletkam diagramm (uslovno govorØ, poluqena “formula kr¸kov i soderßaniæ” dlØ vesov). V §7 opisany useqennye grafy vetvleniØ signatur (oni ime¸t koneqnye fftaßi) i ih central~- nye mery. DlØ kaßdogo useqennogo grafa my imeem dvuhparametriqeskoe semeæstvo razloßimyh central~nyh mer. Ih perehodnye veroØtnosti vypisany v §8, a v §9 obosnovana formula, otveqa¸waØ za central~nost~ fftih mer.

V §10 prostym predel~nym perehodom po n poluqeny spektral~nye (razlaga¸wie) raspredeleniØ dlØ gipergeometriqeskih central~nyh mer. Process poluqeniØ gipergeometriqeskih raspredeleniæ iz ravnomernyh (§§3–4) estestvenno rasprostranØetsØ na spektral~nye raspredeleniØ, kotorye mogut byt~ opisany kak affinnye proekcii lebegovoæ mery na podhodØwem mnogogrannike. �to sdelano v §11. V §12 vvoditsØ kompleksnoe gipergeometriqeskoe raspredelenie.

Zakonqu vvedenie dvumØ zadaqami. Oni predstavlØ¸tsØ dostatoqno rexaemymi, a otvety dlØ obwih z-mer moßno poluqit~ analitiqeskim prodolßeniem po parametru z.

Zadaqa 1. Rassmotrim sluqaænu¸ (ravnomerno raspredelennu¸) strogu¸ po strokam polustandartnu¸ tablicu ınga prØmougol~noæ formy Π(n, m) s fflementami iz mnoßestva {1, 2, . . . , 2m}, i pust~ c = (c_1, . . . , c_m) — dliny stolbcov diagrammy ınga, zapolnennoæ mladxeæ polovinoæ simvolov {1, 2, . . . , m}. TrebuetsØ naæti sredniæ vektor < c >.

Zadaqa 2. Pust~ sluqaænyæ vektor γ = (γ1, . . . , γm) probegaet simpleks Δ_m, opredelennyæ neravenstvami

1 ¿ γ1 ¿ γ2 ¿ . . . ¿ γm ¿ 0,

i imeet plotnost~ ∏ i<j (γ_i − γ_j )^2

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE41

po mere Lebega na Δ_m. Naæti centr tØßesti < γ >.

Naqnem izloßenie s horoxo izvestnogo primera, demonstriru¸wego semeæstvo neffrgodiqeskih central~nyh mer, ves~ma blizkoe k z-meram.

1. Treugol~nik PaskalØ. V treugol~nike PaskalØ P = N × N fftaß P_n soderßit n + 1 verxin (k, n − k); 0 6 k 6 n, a iz kaßdoæ verxiny (k, n − k) vyhodØt dve dugi, veduwie v verxiny (k, n −

k + 1) i (k + 1, n − k).

Sootvetstvu¸t li ravnomernye raspredeleniØ na fftaßah M_n(k, n − k) = 1 n + 1

(1.1)

kakoæ–libo central~noæ mere? Poloßitel~nyæ otvet na fftot vopros moßno podtverdit~ pred¨Øvleniem perehodnyh veroØtnosteæ Prob {(k, n − k) → (k, n − k + 1)} = n − k + 1 n + 2 ; Prob {(k, n − k) → (k + 1, n − k)} = k + 1 n + 2 . (1.2)

Mera M , zadannaØ formulami (1.2), central~na, no ne ffrgodiqna. �rgodiqeskie central~nye mery μ_p dlØ treugol~nika PaskalØ zavisØt ot parametra p ∈ [0, 1]: na n-m fftaße P_n mera μ_p imeet raspredelenie Bernulli μ_{p,n}(k, n − k) = ( n k ) p^k (1 − p)^{n−k}. (1.3)

Poskol~ku ( n k )^1∫ 0 p^k (1 − p)^{n−k} dp = 1 n + 1

pri vseh 0 6 k 6 n, za razloßenie mery M v integral ffrgodiqeskih mer

M_n = 1∫ 0 μ_{p,n} dp (1.4) otveqaet ravnomernaØ mera na otrezke. Ona voznikaet kak predel diskretnyh ravnomernyh raspredeleniæ (1.1) na fftaßah grafa P.

42 S. V. KEROV

1a. Urnovye shemy Poæa dlØ treugol~nika PaskalØ. Bolee obwiæ klass razloßimyh central~nyh mer svØzan s urnovymi shemami Poæa (sm. [9], gl. V, §2, s. 126). Pust~ v urne pervonaqal~no imeetsØ A sinih i B belyh xarov. Na kaßdom xage processa iz urny izvlekaetsØ sluqaænyæ xar, kotoryæ zatem vozvrawaetsØ vmeste s dopolnitel~nym xarom togo ße cveta, qto i izvleqennyæ. Posle n–go xaga nahodim v urne n novyh xarov, iz nih k sinih i (n − k) belyh.

PrinimaØ paru (k, n − k) za sostoØnie markovskoæ cepi, imeem perehodnye veroØtnosti Prob {(k, n − k) → (k, n − k + 1)} = B + n − k A + B + n ; Prob {(k, n − k) → (k + 1, n − k)} = A + k A + B + n . (1.5)

Legko videt~, qto dlØ vseh cepoqek iz n perehodov, perevodØwih ishodnoe sostoØnie (0, 0) v sostoØnie (k, n − k), veroØtnosti odinakovy i ravny φ_n(k, n − k) = A (A + 1) . . . (A + k − 1) B (B + 1) . . . (B + n − k − 1) (A + B) (A + B + 1) . . . (A + B + n − 1) . (1.6) Takim obrazom, urnovaØ shema Poæa zadaet v prostranstve puteæ treugol~nika PaskalØ central~nu¸ meru.

Qtoby predstavit~ fftu meru kak smes~ ffrgodiqeskih, napomnim beta–integral 1∫ 0 p^{A−1} (1 − p)^{B−1} dp =

Γ(A) Γ(B) Γ(A + B)

. (1.7)

Poluqaem, qto

Γ(A + B) Γ(A) Γ(B) 1∫ 0 p^{A+k−1}(1 − p)^{B+n−k−1} dp = φ_n(k, n − k), i mera M s parametrami A, B ØvlØetsØ smes~¸ ffrgodiqeskih mer

μ_p otnositel~no beta–raspredeleniØ dM̂(p) = Γ(A + B) Γ(A)Γ(B) p^{A−1} (1 − p)^{B−1} dp (1.8)

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE43

po parametru p ∈ [0, 1], t.e. M_n(k, n − k) = 1∫ 0 μ_{p,n}(k, n − k) dM̂(p) (1.9) pri vseh 0 6 k 6 n. Niqto ne mexaet sqitat~ parametry A, B proizvol~nymi poloßitel~nymi qislami (ne obØzatel~no celymi). Raspredelenie (1.1) vhodit v postroennoe dvuhparametriqeskoe semeæstvo pri A = B = 1.

2. Mnogomernye binomial~nye kofffficienty. Makdonal~d ([16], primer I.3.4) svØzyvaet s diagrammoæ ınga λ polinom ( X λ ) = ∏ b∈λ X − c(b) h(b) . (2.1)

DlØ odnostroqnoæ diagrammy λ = (N ) ffto obyqnyæ binomial~- nyæ kofffficient ( X N ) = X (X − 1) . . . (X − N + 1) N ! , (2.2)

a dlØ odnostolbcovoæ diagrammy λ = (1^N ) poluqaem qislo soqetaniæ s povtoreniØmi: ( X (1^N ) ) = X (X + 1) . . . (X + N − 1) N ! . (2.3)

Iz opredeleniØ (2.1) oqevidna formula ( −X λ ) = (−1)^{|λ|} ( X λ^′ ) . (2.4)

SvØz~ mnogomernyh binomial~nyh kofffficientov s teorieæ simmetriqeskih funkciæ sostoit v tom, qto ( m λ ) = s_λ0( 1, . . . , 1

m raz

), (2.5)

gde s_λ0 — funkciØ Xura dlØ transponirovannoæ diagrammy λ^′. V qastnosti, dlØ obyqnyh soqetaniæ imeem ( m k ) = e_k(1, . . . , 1), (2.6)

44 S. V. KEROV

a dlØ soqetaniæ s povtoreniØmi — ( m + k − 1 k ) = h_k(1, . . . , 1), (2.7)

gde e_k — fflementarnye simmetriqeskie funkcii, a h_k — polnye odnorodnye simmetriqeskie funkcii.

Analogom binoma N~¸tona moßno sqitat~ toßdestvo n∏ i=1 (1 + x_i)^X = ∑ λ ( X λ ) s_λ(x_1, . . . , x_n) (2.8)

(ono prevrawaetsØ v obyqnyæ binom pri n = 1). �to toßdestvo poluqaetsØ iz formuly ∑ λ s_λ(x)s_λ0 (y) = ∏ i ∏ j (1 + x_i y_j )

([16], gl. I, (4.3^′)) podstanovkoæ y = (1, . . . , 1). Zametim, qto v [16] (gl. I, primer 4.1) v kaqestve obobwennoæ formuly binoma ukazana specializaciØ (2.8) dlØ x = (t, . . . , t):

(1 + t)^{nX} = ∑ λ ( X λ ) ( n λ^′ ) t^{|λ|}. PrimenØØ formulu ˚kobi–Trudi ([16], gl. I, (3.5)), moßno vyrazit~ obobwennye binomial~nye kofffficienty qerez obyqnye posredstvom opredeliteleæ ( X λ ) = det (( X λ_i − i + j )) . (2.9)

Iz vtorogo varianta formuly ˚kobi–Trudi ([16], gl. I, (3.4)) ili iz formuly (2.4) nahodim, qto ( X λ ) = det (( X + c_i − i + j − 1 c_i − i + j )) , (2.10)

gde c_i — dlina i–go stolbca v λ.

Naibolee privyqnu¸ interpretaci¸ mnogomernyh binomial~nyh kofffficientov dostavlØ¸t polustandartnye tablicy ınga: esli X = m — natural~noe qislo, to (_m λ ) est~ qislo polustandartnyh tablic formy λ^′ s fflementami iz mnoßestva

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE45

[m] = {1, 2, . . . , m}. Inaqe govorØ, ffto qislo tablic, strogo

vozrasta¸wih po strokam i neubyva¸wih po stolbcam. Vmesto polustandartnyh tablic inogda udobnee dumat~ o shemah Gel~fanda–Cetlina.

Vospol~zuemsØ kombinatornoæ interpretacieæ binomial~nyh kofffficientov dlØ vyvoda formuly, obobwa¸weæ svoæstvo simmetrii obyqnyh binomial~nyh kofffficientov.

Lemma (Stenli, [22]). Pust~ λ — diagramma ınga v prØmougol~-

nike π = Π(n, m) xiriny m i λ̃ = π \ λ — dopolnitel~naØ diagramma (bukval~no ffto kosaØ diagramma, no my rassmatrivaem ee kak povernutu¸ na 180^∘ diagrammu ınga). Togda ( m λ ) = ( m λ̃ ) . (2.11)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnoßestvo STY(λ; m) vseh polustandartnyh tablic ınga formy λ^′ so znaqeniØmi iz mnoßestva [m] i ustanovim biekci¸

STY(λ^′; m) → STY(λ̃^′; m). (2.12)

DlØ zadannoæ tablicy t ∈ STY(λ^′; m) opredelim zapolnenie t̃ diagrammy λ̃^′ po pravilu: v kaßdom stolbce λ̃^′ vpisany (v porØdke ubyvaniØ) qisla iz nabora [m] = {1, 2, . . . , m}, otsutstvu- ¸wie v stolbce tablicy t̃. Legko videt~, qto t̃ ∈ STY(λ̃^′; m) i qto sootvetstvie t → t̃ ustanavlivaet iskomu¸ biekci¸. •

Esli x = {x_{i,j}}, y = {y_{i,j}} — shemy GC, otveqa¸wie tablicam t i t̃, to y_{i,j} = n − x_{j−i+1,j} (2.13) (sm. ris. 1), qto daet nezavisimoe dokazatel~stvo (2.12).

Niße v §4 my ukaßem svØz~ opredeliteleæ (2.9), (2.10) s binomial~nymi determinantami GesselØ–V~enno i privedem ih interpretaci¸ v terminah naborov nepereseka¸wihsØ lomanyh. 2a. Formula dlØ soqetaniæ. Nam ponadobitsØ ewe odno svoæstvo soqetaniæ, obobwa¸wee formulu ( a + b m )( m a ) = ( a + b a )( b m − a ) .

46 S. V. KEROV

Ris. 1. SimmetriØ dlØ tablic i dlØ shem GC.

Lemma. Pust~ π = Π(n, m) i τ = π\σ — prØmougol~nik s (m −

a) stolbcami, dopolnØ¸wiæ σ = Π(n, a) v π. Togda spravedlivo toßdestvo ( a + b π )( m σ ) = ( a + b σ )( b τ ) . (2.14)

Dokazatel~stvo netrudno vyvesti neposredstvenno iz opredeleniØ (2.1). DlØ fftogo zapixem (2.14) v vide ∏ x∈σ a + b − c_π (x) h_π(x) ∏ x∈τ a + b − c_π(x) h_π (x) ∏ x∈σ m − c_σ(x) h_σ (x) = ∏ x∈σ a + b − c_σ (x) h_σ(x) ∏ x∈τ b − c_τ (x) h_τ (x) . PoslednØØ formula spravedliva, poskol~ku

c_π(x) = c_σ(x) pri x ∈ σ, a + b − c_π (x) = b − c_τ (x) i h_π (x) = h_τ (x) pri x ∈ τ, m − c_σ(i, j) = h_π (n − i + 1, j) pri 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 a.

Lemma dokazana. • 3. Mnogomernoe gipergeometriqeskoe raspredelenie. Obyqnoe gipergeometriqeskoe raspredelenie svØzano s toßdestvom m∑ k=0 ( a k ) ( b m − k ) = ( a + b m ) . (3.1)

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE47

PodstavlØØ vmesto obyqnyh binomial~nyh kofffficientov obobwennye, prihodim k sledu¸wemu mnogomernomu analogu formuly (3.1).

Teorema. Pust~ a 6 m 6 b. Togda spravedlivo toßdestvo ∑ λ⊆π ( a λ ) ( b λ̃ ) = ( a + b π ) , (3.2)

v kotorom λ probegaet vsevozmoßnye diagrammy ınga v prØmougol~nike π = Π(n, m) s n stroqkami i m stolbcami, a λ̃ — (povernutaØ na 180^∘) diagramma, dopolnØ¸waØ λ v prØmougol~nike π.

My daem qetyre kombinatornyh dokazatel~stva teoremy, v kotoryh pravaØ qast~ (3.2) interpretiruetsØ kak qislo (1) polustandartnyh tablicy ınga formy π^′ s fflementami iz [a + b];

(2) shem Gel~fanda–Cetlina s a + b strokami; (3) naborov nepereseka¸wihsØ lomanyh (dve versii).

(1) Dokazatel~stvo s ispol~zovaniem polustandartnyh tablic. Rassmotrim sovokupnost~ STY(λ; i, j) polustandartnyh tablic ınga formy λ so znaqeniØmi iz mnoßestva {i, i+1, . . . , j}. Formula (3.2) neposredstvenno vytekaet iz sledu¸wego rezul~- tata.

Predloßenie. Mnoßestva ⋃ λ⊆π STY(λ^′; 1, a) × STY(λ̃^′; 1, b)

i STY(π^′; 1, a + b) ravnomowny.

Dokazatel~stvo. Pust~ t — polustandartnaØ tablica ınga prØmougol~noæ formy π^′ = Π(m, n) s fflementami iz [a + b] =

{1, 2, . . . , a + b}. Qast~ t, zapolnennaØ nomerami k 6 a, sostavlØ-

et polustandartnu¸ tablicu t_+ na nekotoroæ diagramme ınga

λ^′ ⊆ π^′. OstavxiesØ znaqeniØ a + 1 6 k 6 a + b zada¸t polustan-

dartnu¸ tablicu t̂_− na kosoæ diagramme κ^′ = π^′ \ λ^′, dopolnØ¸- weæ λ^′ v prØmougol~nike π^′. Obratno, l¸baØ para tablic (t_+, t̂_−) vmeste sostavlØet polustandartnu¸ tablicu t ∈ STY(π^′; 1, a + b).

OstaetsØ ustanovit~ biekci¸

STY(κ^′; a + 1, a + b) → STY(λ̃^′; 1, b). (3.3)

48 S. V. KEROV

Opredelim zapolnenie t_− diagrammy λ̃^′, zamenØØ kaßdoe qislo k v tablice t̂_− na znaqenie a + b − k + 1. Legko videt~ (sm. ris. 2), qto t_− ∈ STY(λ̃^′; 1, b) i qto sootvetstvie t̃_− → t_− ustanavlivaet iskomu¸ biekci¸. •

Ris. 2. Tablica formy π poroßdaet diagrammu λ.

(2) Dokazatel~stvo v terminah shem Gel~fanda–Cetlina. Interpretiruem pravu¸ qast~ v (3.2) kak mnoßestvo naborov

z = {z_{i,j}}_16_i6_j6_N (gde N = a + b) neotricatel~nyh celyh qisel,

dlØ kotoryh

z_{1,N} = . . . = z_{m,N} = n; z_{m+1,N} = . . . = z_{N,N} = 0 (3.4)

i vypolnØ¸tsØ obyqnye dlØ shem GC neravenstva

z_{i,j+1} ¿ z_{i,j} ¿ z_{i+1,j+1}. (3.5)

Udobno sqitat~, qto z_{i,j} = n pri i < 1 i z_{i,j} = 0, esli i > j. Iz usloviæ (3.4) i (3.5) sleduet, qto

z_{i,N−m+j} = n pri 1 6 i 6 j 6 m;

z_{i,j} = 0 pri m + 1 6 i 6 j 6 N.

Proqie znaqeniØ z_{i,j} raspada¸tsØ na dve shemy GC x = {x_{i,j}} i y = {y_{i,j}}, gde x_{i,j} = z_{i,j} pri 1 6 i 6 j 6 a; y_{i,j} = n − z_{m−i+1,N−j} pri 1 6 i 6 j 6 b. (3.6)

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE49

Treugol~nik GC x imeet a stroqek i diagrammu ınga s dlinami stolbcov

c_1 = z_{1a}, c_2 = z_{2a}, . . . , c_a = z_{aa}.

Treugol~nik y imeet b stroqek i sootvetstvuet dopolnitel~noæ diagramme ınga.

˚sno (sm. ris. 3), qto sootvetstvie z → (x, y) vzaimno– odnoznaqno, qto ewe raz dokazyvaet formulu (3.2). •

Ris. 3. Shema GC razrezaetsØ na dve.

Primer. Pri a = 2, m = 3, b = 5 treugol~niki {zi,j} ime¸t vid

z_{11} z_{12} z_{22} z_{13} z_{23} z_{33} z_{14} z_{24} z_{34} 0 n z_{25} z_{35} 0 0 n n z_{36} 0 0 0 n n n 0 0 0 0

.

Pri obyqnom otoßdestvlenii polustandartnyh tablic ınga i shem Gel~fanda–Cetlina postroennye vyxe biekcii sovpada- ¸t. Tret~e i qetvertoe dokazatel~stva my otkladyvaem do §4.

Opredelim mnogomernoe gipergeometriqeskoe raspredelenie s tremØ parametrami a 6 m 6 b formuloæ

M_n(λ) = ( a λ ) ( b λ̃ )/( a + b π ) . (3.7)

50 S. V. KEROV

V qastnosti, pri n = 1 poluqaem obyqnoe gipergeometriqeskoe raspredelenie.^5 4. TeoriØ GesselØ–V~enno. Zameqatel~naØ teoriØ binomial~- nyh determinantov i svØzannaØ s neæ interpretaciØ polustandartnyh tablic kak naborov nepereseka¸wihsØ lomanyh predloßena v [10]. Ona privodit k dvum novym dokazatel~stvam formuly (3.2).

Opredelenie. Binomial~nymi determinantami Gessel~ i V~enno nazyva¸t opredeliteli vida ( a_1, . . . , a_n b_1, . . . , b_n ) = det (( a_j b_i )) 16i,j6n^, (4.1) gde a_1 > a_2 > . . . > a_n; b_1 > b_2 > . . . > b_n, (4.2)

t.e. proizvol~nye minory beskoneqnoæ matricy binomial~nyh kofffficientov

(_0 0 ) (_1 0 ) (_2 0 ) (_3 0 ) . . . (_1 1 ) (_2 1 ) (_3 1 ) . . . (_2 2 ) (_3 2 ) . . . (_3 3 ) . . . . . . .

Zametim, qto verhnie indeksy numeru¸t stolbcy, a nißnie — stroki.

Mnogomernye binomial~nye kofffficienty iz §2 moßno vyrazit~ binomial~nymi determinantami, rodstvennymi opredelitelØm (2.9): ( a λ ) = ( a + n − 1, a + n − 2, . . . , a λ_1 + n − 1, λ_2 + n − 2, . . . , λ_n ) . (4.3)

Deæstvitel~no, poslednie stolbcy opredeliteleæ (2.9) i ( a + n − 1, . . . , a λ_1 + n − 1, . . . , λ_n ) = det (( a + n − j λ_i − i + n )) (4.4)

5Neravenstva a 6 m 6 b, naloßennye na parametry, predstavlØ¸tsØ izbytoqnymi. Opredelenie imeet smysl pri bolee slabom predpoloßenii a + b ¿ m. Otmetim, qto pri fftom voznikaet sledu¸waØ simmetriØ: raspredelenie Mn ne menØetsØ pri preobrazovanii a → m, m → a, b → b+a−m.

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE51

sovpada¸t, a k-æ s konca stolbec opredelitelØ (4.4) ØvlØetsØ summoæ poslednih k stolbcov opredelitelØ (2.9) s podhodØwimi kofffficientami. Bolee toqno, sleduet primenit~ toßdestvo k∑ j=1 ( a r + k − j + 1 )( k − 1 j − 1 ) = ( a + k − 1 r + k ) (4.5)

pri r = λ_i − i + n − k.

V teorii GesselØ–V~enno determinant (4.3) interpretiruetsØ kak qislo naborov iz n nepereseka¸wihsØ ploskih lomanyh, soedinØ¸wih poparno toqki A_1, A_2, . . . , A_n s koordinatami (n − 1, a + n − 1), . . . , (0, a) i toqki C_1, . . . , C_n s koordinatami

(λ_1 +n−1, λ_1 +n−1), . . . , (λ_n, λ_n). Iz ris. 4 legko ponØt~ biektiv-

noe sootvetstvie meßdu takimi naborami i polustandartnymi tablicami ınga (strogimi po strokam) formy λ s fflementami 1, . . . , a.

Ris. 4. K interpretacii determinanta ( a + n − 1, ..., a λ_1 + n − 1, ..., λn ) . Analogiqno, opredelitel~ (2.10) moßno pri natural~nom X = b predstavit~ binomial~nym determinantom ( b λ ) = ( c_1 + b − 1, c_2 + b − 2, . . . , c_m + b − m b − 1, b − 2, . . . , b − m ) , (4.6)

52 S. V. KEROV

gde c_1, c_2, . . . , c_m — dliny stolbcov diagrammy λ. Deæstvitel~- no, iz toßdestva ( r + k − 1 b − 1 ) = k∑ i=1 ( k − 1 i − 1 ) ( r b − i ) , (4.7)

primenennogo pri r = c_j + b − j, vidno, qto k-Ø stroka opredelitelØ (2.10) est~ lineænaØ kombinaciØ pervyh k strok pravoæ qasti v (4.6).

Zametim, qto formuly (4.5), (4.7) ØvlØ¸tsØ specializaciØmi toßdestva (3.1).

DlØ binomial~nyh determinantov vida (4.6) vospol~zuemsØ dual~noæ interpretacieæ GesselØ–V~enno ([10], predloßenie 7). Zdes~ determinant tolkuetsØ kak qislo naborov iz m nepereseka¸wihsØ lomanyh, soedinØ¸wih toqki A_1, . . . , A_m s koordinatami (0, m − 1), . . . , (0, 0) i toqki C_1, . . . , C_m s koordinatami

(b − 1, c_1 + m − 1), . . . , (b − 1, c_m). Na ris. 5 moßno prosledit~ biek-

tivnoe sootvetstvie meßdu fftimi naborami i polustandartnymi tablicami ınga (strogimi po strokam) formy λ s fflementami 1, . . . , b.

Ris. 5. K interpretacii determinanta ( c_1 + b − 1, ..., cm + b − m b − 1, ..., b − m ) . V terminah binomial~nyh determinantov vida (4.3) toßde-

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE53

stvo (3.2) vyglØdit tak: ∑ m¿λ1¿...¿λn¿0 ( a + n − 1, . . . , a λ_1 + n − 1, . . . , λ_n ) ( b + n − 1, . . . , b λ̃_1 + n − 1, . . . , λ̃_n ) =

= ( a + b + n − 1, . . . , a + b m + n − 1, . . . , m ) . (4.8)

RazumeetsØ, pri n = 1 ffto daet formulu (3.1).

Soglasno rezul~tatam [10], pravaØ qast~ (4.8) interpretiruetsØ kak qislo naborov iz n nepereseka¸wihsØ lomanyh, soedinØ¸wih toqki A_k s koordinatami (n − k, a + b − m + n − k) i toqki

B_k s koordinatami (m + n − k, n − k); zdes~ k = 1, . . . , n (ris. 6).

Pust~ k-Ø lomanaØ peresekaet diagonal~ y − x = b − m v toqke C_k s koordinatami (l_k, b − m + l_k), gde l_k = λ_k + n − k; k = 1, . . . , n.

Ris. 6. Lomanye kak stroki tablic.

54 S. V. KEROV

Togda λ = (λ_1, . . . , λ_n) — diagramma ınga, priqem qislo naborov nepereseka¸wihsØ lomanyh, soedinØ¸wih toqki A_k s diagonal~¸ v teh ße toqkah C_k, ravno ( a + n − 1, . . . , a λ_1 + n − 1, . . . , λ_n ) , a qislo naborov lomanyh, soedinØ¸wih toqki B_k s toqkami C_k, est~ ( b + n − 1, . . . , b λ̃_1 + n − 1, . . . , λ̃_n ) . �to daet tret~e dokazatel~stvo teoremy iz §3, naibolee blizkoe k standartnomu dokazatel~stvu toßdestva (3.1).

DlØ udobstva otoßdestvleniØ naborov lomanyh s polustandartnymi tablicami, rØdom s gorizontal~nymi zven~Ømi na ris. 6 ukazany ih porØdkovye nomera, sqitaØ ot naqala sootvetstvu¸weæ lomanoæ.

V terminah determinantov (4.6) toßdestvo (3.2) vyglØdit tak: ∑ n¿c1¿...¿cm¿0 ( c_1 + m − 1, . . . , c_a + m − a, m − a − 1, . . . , 0 m − 1, . . . , m − a, m − a − 1, . . . , 0 )

× ( c_1 + b − 1, . . . , c_m + b − m b − 1, . . . , b − m )

= ( a + b − 1 + n, . . . , a + b − m + n a + b − 1, . . . , a + b − m ) . (4.9)

Kombinatornoe dokazatel~stvo formuly (4.9) Øsno iz ris. 7. Zdes~ pravaØ qast~ pereqislØet nabory nepereseka¸wihsØ lomanyh, veduwih iz toqek A_k s koordinatami (0, m − k) v toqki B_k s koordinatami (a + b − 1, n + m − k). DlØ otoßdestvleniØ naborov lomanyh s polustandartnymi tablicami, rØdom s vertikal~nymi zven~Ømi na ris. 7 pripisany ih nomera stolbcov.

5. LokalizaciØ vesov. V fftom razdele my perepisyvaem formulu (3.7) dlØ nagruzok mnogomernogo gipergeometriqeskogo raspredeleniØ v vide proizvedeniØ vesov, associirovannyh s otdel~nymi kletkami diagrammy ınga λ.

Kak obyqno, my oboznaqaem qerez c_π(x) = j − i soderßanie kletki x ∈ λ, nahodØweæsØ v i-æ stroke i j-m stolbce. Qerez

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE55

Ris. 7. Lomanye kak stolbcy tablic.

h_λ(x) oboznaqaetsØ dlina kr¸ka kletki x (v otliqie ot soder-

ßaniØ, dlina kr¸ka zavisit ot diagrammy, a ne tol~ko ot poloßeniØ kletki). Dopolnenie diagrammy λ ⊆ π v fiksirovannom prØmougol~nike π = Π(n, m) oboznaqim qerez λ̃. Zdes~ podrazumevaetsØ, qto kosaØ diagramma κ = π\λ povernuta na 180^∘; posle fftogo ona stanovitsØ istinnoæ diagrammoæ ınga, i imenno fftu diagrammu ınga my oboznaqaem qerez λ̃.

Nazovem zerkal~nym soderßaniem kletki x ∈ π veliqinu

c̃_π(x) = j^′ − i^′, gde i^′, j^′ — nomera stroki i stolbca kletki

x, no otsqityvaemye ot nißnego pravogo ugla prØmougol~nika

π = Π(n, m). Takim obrazom, imeem i^′ = n − i + 1, j^′ = m − j + 1 i

m − c̃_π (x) = n + c_π(x) (5.1)

dlØ vseh kletok x ∈ π. ˚sno, qto c̃_π(x) est~ v toqnosti soderßanie kletki x otnositel~no dopolnitel~noæ diagrammy λ̃. Otmetim, qto esli kletka x ∈ π imeet koordinaty (i, j), a x^′ — kletka s

56 S. V. KEROV

koordinatami (i, j^′), to h_π (x^′) = n + c_π (x). Poluqaem, qto ∏ x∈π h_π(x) = ∏ x∈π (n + c_π(x)), (5.2)

a iz (5.1) vidno, qto ∏ x∈π (n + c_π(x)) = ∏ x∈π (m − c̃_π(x)). (5.3)

Esli ffti formuly primenit~ k perevernutomu prØmougol~niku π̃ (sovpada¸wemu s π), to poluqim, qto ∏ x∈π (n + c_π(x)) = ∏ x∈π (m − c_π(x)). (5.4)

Budem oboznaqat~ qerez dim_n λ qislo polustandartnyh tablic ınga formy λ s fflementami 1, 2, . . . , n. Takim obrazom,

dim_n λ = ( n λ^′ ) = ∏ x∈λ n + c_π (x) h_λ(x) . (5.5)

Teorema. Vesa (3.7) mnogomernogo gipergeometriqeskogo raspre-

deleniØ moßno zapisat~ v vide

M_n(λ) = dim^2_n λ W_λ(a, m) W_{λ̃}(b, m) W_π(a + b, m) , (5.6) gde W_λ(a, m) = ∏ x∈λ (a − c_π (x)) (m − c_π(x)), W_{λ̃}(b, m) = ∏ x∈λ̃ (b − c̃_π(x)) (m − c̃_π(x)), W_π(a + b, m) = ∏ x∈π (a + b − c_π (x)) (m − c_π (x)).

(5.7)

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ (2.1) mnogomernyh binomial~nyh kofffficientov, ( a λ )/( n λ^′ ) = ∏ x∈λ a − c_π(x) n + c_π (x)

. (5.8)

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE57

Ispol~zuØ svoæstva simmetrii (2.11), moßem zapisat~ ( b λ̃ )/( n λ^′ ) = ( b λ̃ ) ( m λ )/( m λ̃ ) ( n λ^′ )

= ∏ x∈λ m − c_π (x) n + c_π(x) ∏ x∈λ̃ b − c̃_π (x) m − c̃_π (x) , (5.9)

i dalee, v silu (5.1), ( a λ ) ( b λ̃ )/ dim^2_n λ = ∏ x∈λ (a − c_π (x)) (m − c_π (x)) (n + c_π(x)) (n + c_π (x)) ∏ x∈λ̃ (b − c̃_π (x)) (m − c̃_π(x)) (n + c_π (x)) (n + c_π(x))

. (5.10)

PrimenØØ ravenstva (5.2), (5.4), imeem ( a + b π ) = ∏ x∈π (a + b − c_π (x)) (m − c_π (x)) (n + c_π (x)) (n + c_π(x)) , i formula (5.6) dokazana. • 6. Formuly razmernosti. Zapixem razmernost~ (5.5) qerez dliny strok (stolbcov) diagrammy λ ⊆ π = Π(n, m):

dim_n λ = ∏ 16i<j6n ( λ_i − λ_j + j − i j − i ) , (6.1)

dim_n λ = ∏ 16i<j6m ( c_i − c_j + j − i j − i ) ∏ x∈λ n + c_π(x) m − c_π(x) . (6.2) Deæstvitel~no,

dim_n λ = ( m λ ) · ( n λ^′ )/( m λ ) , i (6.2) sleduet iz (6.1).

Esli a = b = m, to dlØ mery M_{m,n} = M_n(m, m, m) nahodim M_{m,n}(λ) = ∏ 16i<j6m ( c_i − c_j + j − i j − i )_{2 m}∏ k=1 (k)_m (n + k)_m

, (6.3)

gde (x)_m = x(x + 1) . . . (x + m − 1) est~ simvol Pohgammera.

58 S. V. KEROV

Otmetim prosteæxie special~nye sluqai:

• m = 1. V fftom sluqae n ¿ c_1 ¿ 0 i mera ravnomerna,

M_{1,n} = 1 n + 1

. (6.4)

• m = 2. Zdes~ n ¿ c_1 ¿ c_2 ¿ 0 i

M_{2,n} =

12 (c_1 − c_2 + 1)^2 (n + 1) (n + 2)^2 (n + 3)

. (6.5)

• m = 3. DlØ diagrammy so stolbcami n ¿ c_1 ¿ c_2 ¿ c_3 ¿ 0

veroØtnost~ ravna

M_{3,n} =

2160 (c_1 − c_2 + 1)^2 (c_1 − c_3 + 2)^2 (c_2 − c_3 + 1)^2 (n + 1) (n + 2)^2 (n + 3)^3 (n + 4)^2 (n + 5)

. (6.6)

Vpolne veroØtno, qto nam ponadobitsØ formula razmernosti v koordinatah Frobeniusa. DlØ proizvol~noæ n–signatury

f = (f_1, . . . , f_n)

oboznaqim qerez f^+ poloßitel~nu¸ qast~ signatury f, t.e. diagrammu ınga

f^+ = (λ^+_1 , . . . , λ^+_n ) (6.7)

s dlinami strok λ^+_k = max(f_k, 0), i pust~

f^− = (λ^−_1 , . . . , λ^−_n ) (6.8)

— otricatel~naØ qast~ signatury f, t.e. diagramma ınga s dlinami strok λ^−_k = max(−f_{n−k+1}, 0). Oboznaqim qerez d, δ dliny glavnyh diagonaleæ diagramm f^+ , f^−, i pust~

f^+ = ( a_1 . . . a_d b_1 . . . b_d ) ; f^− = ( α_1 . . . α_δ β_1 . . . β_δ ) (6.9)

ih (celye) koordinaty Frobeniusa. Togda dlØ razmernosti ime-

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE59

etsØ sledu¸wee prosten~koe vyraßenie:

dim_n f = d∏ i=1 δ∏ j=1 (n + a_i + α_j + 1)(n − b_j − β_j − 1)

(n + a_i − β_j )(n − b_i + α_j) ×

× d∏ i=1 (n + a_i)!

(n − b_i − 1)! δ∏ j=1 (n + α_j)!

(n − β_j − 1)! ×

× ∏ 16i<j6d^{(a}i^{− a}j^{) ∏}16i<j6d^{(b}i^{− b}j^) ∏_d i=1 a_i! ∏_d i=1 b_i! ∏_d i=1 ∏_d j=1(a_i + b_j + 1) ×

× ∏ 16i<j6δ^{(α}i^{− α}j^{) ∏}16i<j6δ^{(β}i^{− β}j^) ∏_δ i=1 α_i! ∏_δ i=1 β_i! ∏_δ i=1 ∏_δ j=1(α_i + β_j + 1) .

(6.10)

Dokazatel~stvo dovol~no zanudnoe, i Ø ego zdes~ ne privoßu. Netrudno proverit~ (6.10) v razliqnyh special~nyh sluqaØh, naprimer, esli f^− = ∅.

6a. Bolee obwie formuly dlØ gipergeometriqeskih central~nyh mer. Pri celom a diagramma λ v formule (5.6) moßet imet~ ne bolee a nenulevyh stolbcov c_1, . . . , c_a. V fftih parametrah vesa raspredeleniØ M_n = M_n(a, b, m) na diagrammah

λ ⊆ Π(n, a) moßno zapisat~ v sledu¸weæ Øvnoæ forme.

Predloßenie. Pust~ Mn — raspredelenie na n-m fftaße cen-

tral~noæ mery M = M (a, b, m). Togda spravedliva formula Mn(λ) = F × ∏ 16i<j6a^{(ci − cj + j − i)} 2×

× a∏ j=1 (cj − j + m) . . . (cj − j + a + 1) (c̃j − j + a + b − m) . . . (c̃j − j + a + 1) (n − j + a + b) . . . (n − j + a + 1) , (6.11) gde c̃_j = n − c_{a−j+1} pri j = 1, . . . , a — dliny stolbcov dopolnitel~noæ diagrammy Π(n, a)\λ i konstanta F = a∏ j=1 (a + b − j)! (j − 1)! (m − j)! (a + b − m − j)! (6.12)

ne zavisit ni ot λ, ni ot n.

Dokazatel~stvo. Razob~em prØmougol~nik π = Π(n, m) na prØmougol~nik iz pervyh a stolbcov σ = Π(n, a) i dopolnitel~nyæ

60 S. V. KEROV

prØmougol~nik τ = π \σ, i pust~ λ̃ = σ \λ — dopolnenie diagrammy λ v prØmougol~nike σ. Diagrammu π \ λ udobno oboznaqit~ qerez τ + λ̃. DlØ fiksirovannoæ diagrammy ınga λ vyqislim otnoxenie M_n(a, b, m) M_n(a, a, a) = (_a λ ) (_b τ+λ̃ ) (_{a+b} σ+τ ) (_{2a} σ ) (_a λ ) (_ã λ ) = (_m λ ) (_a λ ) (_b τ+λ̃ ) (_m τ+λ̃ ) (_{2a} σ ) (_{a+b} π ) . (6.13)

Zdes~ ispol~zuetsØ, qto (_ã λ ) = (_a λ ) i (_m τ+λ̃ ) = (_m λ ) soglasno svoæstvu simmetrii (2.11).

DlØ otdel~nyh somnoßiteleæ v (6.13) nahodim (_m λ ) (_a λ ) = ∏ x∈λ m − c_σ(x) a − c_σ(x) = a∏ j=1 (a − j)! (m − j)! (c_j − j + m)! (c_j − j + a)! , (6.14) (_m τ ) (_b τ+λ̃ ) (_b τ ) (_m τ+λ̃ ) = ∏ x∈λ̃ b − c̃_π(x) m − c̃_π (x) = a∏ j=1 (a − j)! (a + b − m − j)! (c̃_j − j + a + b − m)!

(c̃_j − j + a)! . (6.15)

UqityvaØ, qto (_m τ ) = (_m σ ) , i ispol~zuØ (2.14), imeem (_b τ )(_{2a} σ ) (_m τ )(_{a+b} π ) = (_b τ )(_{2a} σ ) (_m σ )(_{a+b} π ) = (_{2a} σ ) (_{a+b} σ ) . (6.16)

Pokaßem teper~, qto dlØ mery M = M_n(a, a, a)

M_n(λ) = ∏ 16i<j6a ( c_i − c_j + j − i j − i )_2 /( 2a σ ) . (6.17)

DlØ fftogo zametim, qto pri a = m = b vtoroe proizvedenie v (5.10) ravno edinice vvidu (5.1). Pervoe proizvedenie sokrawaetsØ s kvadratom vtorogo mnoßitelØ v formule razmernosti (6.2). Poluqaem, qto

M_n(λ) = ( a λ )( a λ̃ )/( 2a σ ) = ∏ 16i<j6a ( c_i − c_j + j − i j − i )_2 /( 2a σ ) .

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE61

Formula (6.11) neposredstvenno sleduet iz (6.13)–(6.17), poskol~ku 1 /( a + b σ ) = ∏ x∈σ h(x) a + b − c_σ(x) = a∏ j=1 (a + b − j)! (n − j + a)! (a − j)! (n − j + a + b)! . Predloßenie dokazano. •

Primery. Pri a = 1 imeem F = b! (m − 1)! (b − m)! i M_n(λ) = F × (c_1 + m − 1) . . . (c_1 + 1) (n − c_1 + b − m) . . . (n − c_1 + 1) (n + b) . . . (n + 1) . Esli a = 2, to veroØtnost~ diagrammy λ ravna

M_n(λ) = F × (c_1 − c_2 + 1)^2× × (c_1 + m − 1) . . . (c_1 + 2) (n − c_1 + b − m) . . . (n − c_1 + 1) (n + b + 1) . . . (n + 2) × × (c_2 + m − 2) . . . (c_2 + 1) (n − c_2 + b − m + 1) . . . (n − c_2 + 2) (n + b) . . . (n + 1) , gde F = (b + 1)! b!

(m − 1)! (m − 2)! (b − m + 1)! (b − m)! . 7. Useqennye vetvleniØ signatur. Zafiksiruem natural~nyæ parametr m i vyberem v kaqestve verxin n-go fftaßa mnoßestvo S_n(m) diagramm ınga λ ⊆ π v prØmougol~nike π = Π(n, m) s n strokami i m stolbcami. Useqennym vetvleniem signatur my nazyvaem ograniqenie obyqnogo vetvleniØ na podmnoßestvo

S(m) = ∪_nS_n(m). Takim obrazom, v processe rosta k diagrammam

ınga dobavlØ¸tsØ gorizontal~nye polosy v granicah fiksirovannyh stolbcov.

Pri m = 1 useqennoe vetvlenie signatur sovpadaet s treugol~nikom PaskalØ iz p. 1.

DlØ ffrgodiqeskih central~nyh mer v prostranstve beskoneqnyh polustandartnyh tablic ınga

t = (λ^{(1)}, λ^{(2)}, . . . , λ^{(n)}, . . . )

62 S. V. KEROV

poqti navernoe suwestvu¸t predely (qastoty) lim_{n→∞} (λ^{(n)})^′_k n = γ_k; k = 1, . . . , m. (7.1)

�ti parametry polnost~¸ opredelØ¸t central~nu¸ meru. Oni

ograniqeny neravenstvami

1 ¿ γ1 ¿ γ2 ¿ . . . ¿ γm ¿ 0 (7.2)

i sostavlØ¸t simpleks Δ_m.

Soglasno obobwennoæ formule binoma (2.8) m∏ j=1 (1 + α_j)^n = ∑ λ⊆Π[n,m] ( n λ^′ ) s_λ0 (α_1, . . . , α_m). (7.3)

Izvestno, qto raspredeleniØ na fftaßah

μ_α(λ) = dim_n λ · s_λ0 (α_1, . . . , α_m) ∏_m 1 (1 + α_j)^n

(7.4)

zada¸t ffrgodiqesku¸ central~nu¸ meru v prostranstve pu-

teæ useqennogo grafa vetvleniØ signatur S(m). Parametry

α = (α_1, . . . , α_m) svØzany s vvedennymi ranee parametrami γ =

(γ_1, . . . , γ_m) formuloæ

α_k = γ_k 1 − γ_k ; k = 1, . . . , m. (7.5)

GarmoniqeskaØ funkciØ φ_α(λ) = μ_α(λ)/ dim_n λ, svØzannaØ s me-

roæ μ_α, ravna

φ_α(λ) = s_λ0 (α) ∏_m 1 (1 + α_k)^n =

| | | | | | α^{y1}_1 . . . α^{ym}_1 . . . α^{y1}_m . . . α^{ym}_m

| | | | | | | | | | | | α^{m−1}_1 . . . 1 . . . α^{m−1}_m . . . 1

| | | | | | m∏ k=1 (1 + α_k)^{−n}. (7.6)

gde s_λ0 (α) — funkciØ Xura i y_k = c_k + m − k; k = 1, . . . , m.

Raspredelenie (7.4) ØvlØetsØ mnogomernym analogom binomi-

al~nogo raspredeleniØ s peremennymi veroØtnostØmi uspehov

γ_1, . . . , γ_m v kaßdom iz m opytov.

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE63

8. Perehodnye veroØtnosti. Natural~nye parametry a 6 m 6 b zada¸t semeæstvo raspredeleniæ (3.7) na fftaßah useqennogo grafa signatur S(m). My pokaßem v §9, qto ffto semeæstvo soglasovano, t.e. opredelØet central~nu¸ meru M = M (a, b, m) na prostranstve puteæ fftogo grafa. ZabegaØ neskol~ko vpered, naædem perehodnye veroØtnosti fftoæ mery.

Soglasno obweæ teorii, esli mera M central~na, to funkciØ

φ_n(λ) = M_n(λ) dim_n λ

; λ ∈ S_n(m) (8.1)

garmoniqna, t.e. udovletvorØet “teoreme o srednem” ∑ Λ: λ↗Λ φ_{n+1}(Λ) = φ_n(λ). (8.2)

Perehodnye veroØtnosti opredelØ¸tsØ formuloæ

p_n(λ, Λ) = φ_{n+1}(Λ) φ_n(λ) , (8.3)

a ravenstvo (8.2) ravnosil~no toßdestvu ∑ Λ: λ↗Λ p_n(λ, Λ) = 1. (8.4)

Obratno, esli dlØ zadannyh perehodnyh veroØtnosteæ proizvedenie

p_t = n∏ k=1 p_{λk}�_{1,λk} = φ_n(λ)

zavisit tol~ko ot formy λ tablicy t = (λ_0, λ_1, . . . , λ_n = λ), to sootvetstvu¸waØ markovskaØ mera M (λ) = dim_n λ φ_n(λ) central~- na. My pixem λ ↗ Λ, esli diagrammy ınga λ, Λ svØzany dugoæ v grafe vetvleniØ S(m). Napomnim, qto v fftom sluqae raznost~

Λ \ λ — gorizontal~naØ polosa i perehod λ ↗ Λ opredelØet-

sØ mnoßestvom I ⊆ [m] teh stolbcov, k kotorym pribavlØetsØ kletka. Takim obrazom, esli c = (c_1, . . . , c_m), C = (C_1, . . . , C_m) — vektora dlin stolbcov diagramm λ, Λ i Δ_I = C − c, to

C_k − c_k = (Δ_I )_k = { 1, esli k ∈ I; 0, esli k /∈ I (8.5)

64 S. V. KEROV

— harakteristiqeskiæ vektor mnoßestva I.

My oboznaqaem qerez Π prØmougol~nik Π = Π(n + 1, m). Iz ris. 8 vidno, qto s rostom diagrammy λ rastet takße i dopolnitel~naØ diagramma: esli λ̃ = π \ λ i Λ̃ = Π \ Λ, to λ̃ ⊆ Λ̃.

Ris. 8. RastuwaØ diagramma ınga i ee dopolnenie.

Ris. 9. RastuwaØ signatura.

V naxem sluqae iz formuly (5.6) Øsno, qto

φ_n(λ) = dim_n λ W_λ(a, m) W_{λ̃}(b, m) W_π (a + b, m) . (8.6)

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE65

DlØ perehodnyh veroØtnosteæ poluqaem

p_n(λ, Λ) = dim_{n+1} Λ B_{n+1} dim_n λ × × ∏ x∈Λ\λ (a − c_Π(x)) (m − c_Π(x))× × ∏ x∈Λ̃\λ̃ (b − c̃_Π(x)) (m − c̃_Π(x)),

(8.7)

gde B_{n+1} =

W_Π(a + b, m) W_π (a + b, m) = = m∏ j=1 (a + b + n − j + 1) (n + m − j + 1) =

= (a + b + n)! (m + n)! (a + b − m + n)! (n)! . (8.8)

PrimenØØ stolbcovu¸ formulu razmernosti (6.2), poluqaem

p_n(λ, Λ) =

(a + b + n − m)!

(a + b + n)! ∏ 16i<j6m ( C_i − C_j + j − i c_i − c_j + j − i ) × × ∏ Λ\λ (a − c_Π(x)) ∏ Λ̃\λ̃ (b − c̃_Π(x)).

(8.9)

Central~nost~ mery M svoditsØ k sledu¸wemu faktu. Teorema. Imeet mesto toßdestvo^6 ∑ I⊆[m] ∏ 16i<j6m ( C_i − C_j + j − i c_i − c_j + j − i ) ×

× ∏ k∈I (c_k − k + a + 1) (a + b − m + n + k) ∏ k /∈I (b − m + n − c_k + k) (a + b − m + n + k)

= 1.

(8.10)

Zametim, qto esli Λ perestaet byt~ diagrammoæ ınga pri dobavlenii kletok k stolbcam iz mnoßestva I, to qisla (8.9) avtomatiqeski zanulØ¸tsØ.

Dokazatel~stvo teoremy neposredstvenno sleduet iz formuly (9.2) v §9, esli poloßit~ x_k = c_k − k pri k = 1, . . . , m i A = 1,

B = a + 1, C = b − m + n. •

6Napomnim, qto [m] oznaqaet {1, . . . , m}.

66 S. V. KEROV

8a. Uprowenie perehodnyh veroØtnosteæ. Bolee estestvennaØ formula dlØ perehodnoæ veroØtnosti poluqitsØ, esli sqitat~ a celym i rassmatrivat~ diagrammy ınga s a stolbcami c_1, . . . , c_a. Predloßenie. Esli oboznaqit~ qerez c̃j = n − ca−j+1 dliny

stolbcov dopolnitel~noæ diagrammy, to garmoniqesku¸ funkci¸ φ_n(λ) moßno zapisat~ v forme φ_n(λ) = F × ∏ 16i<j6a^{(ci − cj + j − i)×} × a∏ j=1 (c_j − j + m)! (c̃_j − j + a + b − m)!

(n − j + a + b)! , (8.11)

gde konstanta F zadaetsØ formuloæ (6.12).

DlØ dokazatel~stva zametim, qto ∏ x∈λ a − c_π (x) n + c_π(x) = a∏ j=1 (c_j + a − j)! (c̃_j + a − j)! (a − j)! (n + a − j)! . Pol~zuØs~ formuloæ razmernosti (6.2), poluqaem 1 dim_n λ = ∏ i<j (c_i − c_j + j − i)^{−1} a∏ j=1 (c_j − j + a)! (c̃_j − j + a)! (n − j + a)! , i (8.11) sleduet iz (6.11). •

Iz (8.11) nahodim sledu¸wu¸ formulu dlØ perehodnyh vero- Øtnosteæ:

p_n(λ, Λ) = ∏ 16i<j6a ( C_i − C_j + j − i c_i − c_j + j − i ) × × ∏ j∈I c_j − j + m + 1 n − j + a + b + 1 ∏ j /∈I n − c_j + j + b − m n − j + a + b + 1 . (8.12)

Otmetim, qto v prosteæxem sluqae a = 1 ffti perehodnye vero- Øtnosti sootvetstvu¸t urnovoæ sheme Poæa iz §1 s parametrami

A = m, B = b−m+1. Stolbec dliny c v moment vremeni n rastet

s veroØtnost~¸ p = (c + m)/(n + b + 1) i ne rastet s veroØtnost~¸

q = (n − c + b − m + 1)/(n + b + 1).

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE67

8b. Modelirovanie gipergeometriqeskih raspredeleniæ. Perehodnoe raspredelenie s nulevogo fftaßa na pervyæ — ffto gipergeometriqeskoe raspredelenie

p_0(∅, λ) = M_1(λ) = ( m k ) (A + m)! (B + m)! (A + B + m)!

(A + m − k)! (B + k)! (A + B + 2m)! = = ( A + m k ) ( B + m m − k )/( A + B + 2m m ) (8.13) (gde λ = (k)). Deæstvitel~no, ∏ 16i<j6m ( C_i − C_j + j − i c_i − c_j + j − i ) = k∏ i=1 m∏ j=k+1 ( j − i + 1 j − i ) = ( m k ) . Kak generirovat~ takoe raspredelenie? Nado vzØt~ (A + m − 1) golubyh xarov i (B + m − 1) belyh, smexat~ ih v Øwike, a zatem tawit~ bez vozvraweniØ m iz nih. Qislo k golubyh xarov sredi izvleqennyh i est~ ßelaemaØ sluqaænaØ veliqina.

V obwem sluqae Øsno tol~ko, kak modelirovat~ M_n(λ), no ne perehodnu¸ veroØtnost~. Pri fftom “kuplennye bilety” priobreta¸tsØ odnovremenno, a ne po oqeredi. Rol~ nabora kuplennyh biletov v mnogomernom sluqae ispolnØet ravnomerno raspredelennaØ polustandartnaØ tablica ınga prØmougol~noæ formy. Kak ih generirovat~ — poka ne Øsno.

9. Osnovnoe toßdestvo. Pust~ x = (x1, . . . , xm) — nabor iz m vewestvennyh peremennyh. DlØ l¸bogo podmnoßestva I ⊆ [m] pust~ Δ_I = (k_1, . . . , k_m) — harakteristiqeskiæ vektor mnoßestva I s koordinatami k_i = 1 pri i ∈ I i k_i = 0, esli i /∈ I. Qerez

V (x) = ∏ 16i<j6m^{(xi − xj)} (9.1)

oboznaqim opredelitel~ Vandermonda.

Teorema. DlØ l¸byh vewestvennyh parametrov A, B, C spraved-

liva formula ∑ I⊆[m] V (x+A Δ_I) ∏ i∈I (x_i+B) ∏ i /∈I (C−x_i) = V (x) m−1∏ k=0 (k A+B+C). (9.2)

68 S. V. KEROV

Otmetim ewe dva varianta zapisi formuly (9.2). Esli poloßit~ Π(x) = ∏_m i=1 x_i, to pri C = 0 formula (9.2) prinimaet vid ∑ I⊆[m] (−1)^{m−|I|} V (x + A Δ_I ) Π(x + B Δ_I ) = V (x) m−1∏ k=0 (k A + B). (9.3)

Obratno, proizvodØ v (9.3) podstanovku x = y − C i zameqaØ, qto

V (y − C) = V (y), poluqaem na vid bolee obwu¸ formulu (9.2).

Zapixem formulu (9.3) pri A = 1, B = t: ∑ I⊆[m] (−1)^{m−|I|} V (x + Δ_I ) Π(x + t Δ_I ) = (t)_m V (x), (9.4)

gde (t)_m = t (t + 1) . . . (t + m − 1) — simvol Pohgammera. Formula (9.3), v svo¸ oqered~, legko vyvoditsØ iz (9.4) pri pomowi podstanovki x_k = y_k/A; k = 1, . . . , m.

Pereædem k dokazatel~stvu formuly (9.4). DlØ fftogo my vospol~zuemsØ izvestnym razloßeniem m−1∏ k=0 (t + k) = ∑ w∈Sm^t c(w), (9.5)

gde c(w) — qislo ciklov v perestanovke w. Napomnim, qto imeetsØ vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu podstanovkami w ∈ S_m i monotonnymi numeraciØmi kornevyh lesov s m verxinami. Pri fftom sootvetstvii qislo ciklov perestanovki ravno qislu komponent svØznosti lesa i formula (9.5) prinimaet vid

(t)_m = ∑ Γ t^{|C|} d(Γ), (9.6)

gde summirovanie vedetsØ po vsem nepomeqennym (t.e. rassmatrivaemym s toqnost~¸ do avtomorfizmov) kornevym lesam Γ s m verxinami. Qerez C my oboznaqaem mnoßestvo kornevyh verxin, a qerez d(Γ) — qislo monotonnyh numeraciæ verxin lesa Γ. PoØsnim termin “monotonnaØ numeraciØ”. Pust~ Γ — kornevoæ les s m verxinami i mnoßestvom dug E. Orientiruem dugi, sqitaØ koncom dugi e ∈ E verxinu v = ω(e), raspoloßennu¸ bliße k kornevoæ verxine. Naqalo dugi e ∈ E oboznaqim qerez α(e).

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE69

My nazyvaem numeracieæ f mnoßestva verxin V grafa Γ l¸bu¸ biekci¸ f : V → [m]. Po opredeleni¸, numeraciØ f monotonna, esli

f(α(e)) < f(ω(e)) (9.7)

dlØ vseh dug e ∈ E.

Rassmotrim teper~ levu¸ qast~ (9.4). DlØ zadannogo podmnoßestva I ⊆ [m] oboznaqim qerez E(I) mnoßestvo par {i, j} (gde

i, j ∈ [m]), dlØ kotoryh odna iz verxin prinadleßit I, a drugaØ

net. Mnoßestvo E(I) razbivaetsØ na podmnoßestva E_−(I) otricatel~nyh dug, u kotoryh bol~xaØ verxina leßit v I, i dopolnitel~noe mnoßestvo poloßitel~nyh dug E_+(I). DlØ proizvol~- nogo podmnoßestva dug E ⊆ E(I) budem pisat~ E_− = E ∩ E_−(I) i E_+ = E ∩ E_+(I). Vyraßenie V (x + Δ_I ) dopuskaet razloßenie v summu ∏ {i,j} /∈E(I) (x_i − x_j ) ∏ {i,j}∈E+(I) (x_i − x_j + 1) ∏ {i,j}∈E�(I) (x_i − x_j − 1) =

= ∑ E⊆E(I) (−1)^{|E}�^| V (x) ∏ {i,j}∈E(xi − xj ) . Ispol~zuØ analogiqnoe razloßenie

Π(x + tΔ_I ) = ∑ C⊆I t^{|C|} Π(x) ∏ i∈C x_i i polagaØ P_{E,C} (x) = ∏ {i,j}∈E i<j (x_i − x_j) ∏ k∈C x_k, (9.8)

moßem zapisat~

V (x + Δ_I ) Π(x + t Δ_I ) = ∑ E⊆E(I) ∑ C⊆I (−1)^{|E}�^| t^{|C|} V (x) Π(x) P_{E,C}(x) . (9.9)

Esli E ⊆ E(I) i C ⊆ I, to v E net dug, u kotoryh oba konca prinadleßat C; nazovem takie pary Γ = (E, C) meqenymi grafami i budem pisat~ Γ ↗ I. DlØ zadannogo meqenogo grafa Γ nazovem raskraskoæ l¸boe podmnoßestvo I ⊆ [m], soderßawee C i takoe, qto u kaßdoæ dugi e ∈ E rovno odin iz koncov prinadleßit I. Uslovie Γ ↗ I v toqnosti oznaqaet, qto I — raskraska Γ.

70 S. V. KEROV

PodstavlØØ (9.9) v levu¸ qast~ (9.4) i izmenØØ porØdok summirovaniØ, poluqaem vyraßenie ∑ E,C t^{|C|} V (x) Π(x) P_{E,C}(x) ∑ I: Γ↗I (−1)^{m−|I|+|E}�^|, (9.10)

gde I probegaet vse raskraski meqenogo grafa Γ = (E, C).^7 Lemma. Summirovanie v formule (9.10) moßno vesti tol~ko po

takim meqenym grafam (E, C), qto graf (E, [m]) ØvlØetsØ lesom, i mnoßestvo kornevyh verxin moßno vybrat~ ravnym mnoßestvu C; ostal~nye slagaemye vmeste da¸t nulevoæ vklad.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto summirovanie v formule (9.10) idet po tem naboram (E, C, I), dlØ kotoryh vypolneno neravenstvo |E| + |C| 6 m, (9.11a) ostal~nye da¸t nulevoæ vklad. V samom dele, slagaemye ØvlØ- ¸tsØ odnorodnymi polinomami stepeni^{m(m+1)}_2 −|E|−|C| otnositel~no peremennyh x_1, . . . , x_m. S drugoæ storony, iz vida levoæ qasti (9.4) sleduet, qto summa (9.10) ØvlØetsØ antisimmetriqnym polinomom ot x_1, . . ., x_m. Pofftomu ego stepen~ ne men~xe qem m(m−1) 2 , i my poluqaem (9.11a).

Rassmotrim razloßenie grafa (E, [m]) v ob¨edinenie svØznyh komponent {1, 2, . . ., m} = ∪^k_{j=1}M_j , M_j ≠ ∅, ∀j, E = ∪^k_{j=1}E_j , C = ∪^k_{j=1}C_j, gde C_j = M_j ∩ C. Iz usloviØ svØznosti sleduet neravenstvo |E_j| ¿ |M_j| − 1 ∀j. (9.11b) Teper~ pokaßem, qto summirovanie v formule (9.10) moßno vesti tol~ko po tem meqenym grafam (E, C), dlØ kotoryh vypolneno uslovie

|C_j| ¿ 1 ∀j, (9.11c)

potomu qto summa ostal~nyh slagaemyh ravna nul¸.

Rassmotrim snaqala sluqaæ C = ∅. Pokaßem, qto v fftom sluqae summa (9.10) po vsevozmoßnym param (E, ∅) i ih raskraskam I

7Dokazatel~stvo utverßdeniØ sledu¸weæ lemmy v originale ne Øsno. Dalee idet rassußdenie, predloßennoe V. N. Ivanovym.

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE71

ravna nul¸. V samom dele, kaßdoe takoe slagaemoe moßno predstavit~ kak proizvedenie mnoßitelØ ∏ (x) i nekotorogo odnorodnogo polinoma ot peremennyh x_1, . . . , x_m stepeni^{m(m−1)}_2 − |E|. No ffta summa ØvlØetsØ kofffficientom pri t^0 vyraßeniØ v levoæ qasti (9.4). Pofftomu fftot kofffficient — ffto antisimmetriqnyæ polinom ot peremennyh x_1, . . ., x_m, sledovatel~no, ego stepen~ ne men~xe^{m(m−1)}_2 . Predpoloßim, qto C = E = ∅. Togda vnutrennØØ summa v (9.10) ravna ∑ I⊆[m] (−1)^{|I|} = 0,

poskol~ku summirovanie vedetsØ po vsevozmoßnym podmnoßestvam I mnoßestva [m]. Takim obrazom, slagaemye s C = ∅ da¸t nulevoæ vklad v summu (9.10).

VernemsØ k obwemu sluqa¸. Oboznaqim qerez A(E, C) maksimal~noe ob¨edinenie svØznyh komponent M_j , takoe, qto C ∩

A(E, C) = ∅. Pust~ A_0 — nekotoroe nepustoe podmnoßestvo mno-

ßestva [m]. Togda summa (9.10) po takim meqenym grafam (E, C), qto A(E, C) = A_0, ravna nul¸. �to utverßdenie ravnosil~no nekotoromu ravenstvu otnositel~no peremennyh x_j, j ∈ A_0. No pri m = |A_0| i sootvetstvu¸weæ perenumeracii fflementov mnoßestva A_0 ffto ravenstvo sovpadaet s toßdestvom otnositel~- no peremennyh x_1, . . . , x_m v rassmotrennom vyxe primere. Takim obrazom, utverßdenie (9.11c) dokazano.

Iz (9.11a), (9.11b) i (9.11c) sleduet, qto summirovanie v formule (9.10) moßno vesti tol~ko po takim meqenym grafam (E, C), qto vypolneny ravenstva

|C_j| = 1, |E_j| = |M_j| − 1. (9.11d)

Iz (9.11d) my poluqaem, qto graf (E, [m]) ØvlØetsØ kornevym lesom s mnoßestvom kornevyh verxin C. Lemma dokazana. •

Pust~ Γ — kornevoæ les s m verxinami, mnoßestvom dug E i mnoßestvom korneæ C. S kaßdoæ numeracieæ f verxin lesa Γ svØßem racional~nu¸ funkci¸

M_f (x) = ∏ e∈E ( 1 − x_{f(ω(e))} x_{f(α(e))} )_{−1} (9.12)

ot peremennyh x_1, . . . , x_m. Togda spravedliva sledu¸waØ lemma.

72 S. V. KEROV

Lemma. Summa funkciæ Mf po vsem numeraciØm f verxin lesa Γ

ne zavisit ot peremennyh x_1, . . . , x_m i ravna d(Γ): ∑ f ∏ e∈E x_{f(α(e))} x_{f(α(e))} − x_{f(ω(e))} = d(Γ). (9.13)

Zameqanie. Numeracii rassmatriva¸tsØ zdes~ s toqnost~¸ do avtomorfizmov lesa Γ. Naprimer, les bez dug (v kotorom vse verxiny — kornevye) suwestvenno razliqnyh numeraciæ ne imeet, i razloßenie (9.13) v fftom sluqae trivial~no.

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto summa S(x) v levoæ qasti (9.13) simmetriqna po peremennym x_1, . . . , x_m. UmnoßaØ ee na opredelitel~ Vandermonda (9.1), poluqaem antisimmetriqeskiæ mnogoqlen toæ ße stepeni, qto i V (x). Takim obrazom, funkciØ

S(x) postoØnna. Qtoby opredelit~ konstantu, naædem koffffi-

cient pri monome x^{m−1}_1 x^{m−2}_2 . . . x_{m−1} v razloßenii mnogoqlena

V (x) S(x). My pokaßem, qto odnoqlen x^{m−1}_1 x^{m−2}_2 . . . x_{m−1} soder-

ßitsØ v razloßenii polinoma V (x) M_f (x) togda i tol~ko togda, kogda numeraciØ f monotonna, i qto v fftom sluqae kofffficient raven edinice.

Oboznaqim qerez v_k verxinu s metkoæ f(v_k) = k; k = 1, . . . , m. PeremennaØ x_k vhodit v m − 1 somnoßiteleæ proizvedeniØ (9.1). Posle umnoßeniØ na M_f (x) qislo takih mnoßiteleæ umen~xaetsØ na qislo dug, vhodØwih v verxinu v_k (t.e. takih dug e, qto

ω(e) = v_k). Takim obrazom, monom x^{m−1}_1 x^{m−2}_2 . . . x_{m−1} vhodit v

razloßenie V (x) M_f (x) v toqnosti pri sledu¸wih usloviØh na numeraci¸ f: 1) net dug, vhodØwih v v_1; 2) tol~ko duga {1, 2} moßet vhodit~ v v_2; ... i voobwe, dlØ dug e, vhodØwih v l¸bu¸ verxinu, vypolnØetsØ uslovie monotonnosti (9.10). DlØ poluqeniØ odnoqlena x^{m−1}_1 x^{m−2}_2 . . . x_{m−1} sleduet vzØt~ x_1 iz vseh mnoßiteleæ, ego soderßawih; zatem vzØt~ x_2 iz ostavxihsØ mnoßiteleæ, soderßawih x_2, i t.d. ˚sno, qto esli numeraciØ f monotonna, to kofffficent raven edinice. Lemma dokazana. •

Otmetim nekotorye special~nye sluqai formuly (9.13). (a) Predpoloßim, qto Γ — “lineænoe” derevo s m verxinami, t.e. dlØ kaßdogo k = 0, . . . , m − 1 est~ tol~ko odna verxina, nahodØwaØsØ na rasstoØnii k ot kornevoæ. To-

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE73

gda (9.13) prinimaet vid ∑ σ∈Sm m−1∏ i=1 x_{σ(i)} x_{σ(i)} − x_{σ(i+1)} = 1.

(b) Pust~ vse verxiny dereva neposredstvenno primyka¸t k kornevoæ. S toqnost~¸ do avtomorfizmov dereva, numeraciØ opredelØetsØ nomerom kornevoæ verxiny i toßdestvo (9.13) prevrawaetsØ v m∑ j=1 ∏ i≠j x_i x_i − x_j = 1.

V [21], I, upr. 8a, ukazano drugoe dokazatel~stvo fftoæ formuly, ispol~zu¸wee interpolØcionnu¸ formulu Lagranßa.

(c) Rassmotrim derevo s qetyr~mØ verxinami, ime¸wee tri monotonnyh numeracii (podrazumevaetsØ, qto dugi idut vertikal~no i pod uglom 45^∘): 2 3 1 4 ; 1 3 2 4 ; 1 2 3 4 . S pervoæ iz nih, naprimer, moßno svØzat~ vosem~ numeraciæ 2 3 1 4 ; 2 4 1 3 ; 3 4 1 2 ; 3 4 2 1 ; 3 2 1 4 ; 4 2 1 3 ; 4 3 1 2 ; 4 3 2 1 , i sootvetstvu¸wee razbienie edinicy imeet vid ( x_2 x_2 − x_3 ) ( x_3 x_3 − x_4 ) ( x_1 x_1 − x_4 ) + ( x_3 x_3 − x_2 ) ( x_2 x_2 − x_4 ) ( x_1 x_1 − x_4 ) + + ( x_2 x_2 − x_4 ) ( x_4 x_4 − x_3 ) ( x_1 x_1 − x_3 ) + ( x_4 x_4 − x_2 ) ( x_2 x_2 − x_3 ) ( x_1 x_1 − x_3 ) + + ( x_3 x_3 − x_4 ) ( x_4 x_4 − x_2 ) ( x_1 x_1 − x_2 ) + ( x_4 x_4 − x_3 ) ( x_3 x_3 − x_2 ) ( x_1 x_1 − x_2 ) + + ( x_3 x_3 − x_4 ) ( x_4 x_4 − x_1 ) ( x_2 x_2 − x_1 ) + ( x_4 x_4 − x_3 ) ( x_3 x_3 − x_1 ) ( x_2 x_2 − x_1 ) = 1.

74 S. V. KEROV

Pust~ Γ — kornevoæ les s m verxinami i f — nekotoraØ numeraciØ ego verxin. Suwestvuet edinstvennaØ raskraska meqenogo grafa Γ: ffto mnoßestvo verxin I, nahodØwihsØ na qetnom rasstoØnii ot kornevyh verxin. NumeraciØ f otoßdestvlØet mnoßestvo dug grafa Γ s podmnoßestvom E ⊆ E(I) i mnoßestvo kornevyh verxin s podmnoßestvom C ⊆ I. Proverim, qto (−1)^{m−|I|+|E}�^| Π(x) P_{E,C}(x) = M_f (x). (9.14)

Deæstvitel~no,

Π(x) P_{E,C}(x) = ∏ i /∈C xi ∏ {i,j}∈E(xi − xj ) , i ostaetsØ proverit~, qto esli E_{inv} — mnoßestvo dug, dlØ kotoryh uslovie (9.7) naruxaetsØ, to m − |I| + |E_−| i |E_{inv}| ime¸t odinakovye qetnosti. Otmetim preßde vsego, qto m − |I| − |E_−| = (|E| − |E_−|) − (|I| − |C|) = |E_+| − |I \ C|. Pust~ I(e) = 1, esli α(e) ∈ I, i I(e) = 0 pri α(e) /∈ I. Analogiqno, pust~ E_+(e), E_{inv}(e) — harakteristiqeskie funkcii mnoßestv

E_+, E_{inv}. DlØ dug e ∈ E spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

esli E_+(e) = 1, I(e) = 1, to E_{inv}(e) = 0; esli E_+(e) = 0, I(e) = 0, to E_{inv}(e) = 0; esli E_+(e) = 0, I(e) = 1, to E_{inv}(e) = 1; esli E_+(e) = 1, I(e) = 0, to E_{inv}(e) = 1.

Takim obrazom, raznost~ E_+(e) + I(e) − E_{inv}(e) vsegda qetna i summy |E_+| + |I \ C| = ∑ e∈E (E_+(e) + I(e)); |E_{inv}| = ∑ e∈E E_{inv}(e) ime¸t odinakovye qetnosti.

My pokazali, qto levaØ qast~ formuly (9.4), zapisannaØ v forme (9.10), sovpadaet s ee pravoæ qast~¸, zapisannoæ s ispol~zovaniem (9.6). Teorema dokazana. •

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE75

9a. Algebraiqeskoe obosnovanie perehodnyh veroØtnosteæ.

Privedennoe vyxe kombinatornoe dokazatel~stvo dostatoqno dlinno. Poskol~ku toßdestvo (9.2) ØvlØetsØ kl¸qevym pri opisanii perehodnyh veroØtnosteæ gipergeometriqeskih central~- nyh mer M = M (a, b, m), my dadim ewe odin — algebraiqeskiæ — vyvod formuly (9.2).

IdeØ dokazatel~stva sostoit v tom, qto obe qasti (9.2) voznika¸t pri vyqislenii opredelitelØ det ( (x_i + A)^{m−j} (B + x_i) + x^{m−j}_i (C − x_i) )_m i,j=1 (9.15)

dvumØ sposobami.

Predstavim stroki fftogo opredelitelØ v vide summ par strok ( (x_i + A)^{m−j} (B + x_i) )_m j=1 i ( x^{m−j}_i (C − x_i) )_m j=1 . V rezul~tate opredelitel~ (9.15) raspadaetsØ v summu 2^m determinantov i netrudno otoßdestvit~ ih so slagaemymi v levoæ qasti (9.2).

Qtoby poluqit~ pravu¸ qast~, zametim, qto poslednie stolbcy determinanata (9.15) sut~ . . . , ( x^2_i (2A + B + C) + x_i(2AB + A^2) + A^2B )_m i=1 , (x_i(A + B + C) + AB)^m_{i=1} , (B + C)^m_{i=1} .

Voobwe, j-æ stolbec imeet vid ( x^{m−j}_i (A(m − j) + B + C) + mladxie qleny po x_i )_m i=1 , otkuda Øsno, qto opredelitel~ (9.15) raven pravoæ qasti (9.2). • Primer. Pri m = 2 privedennoe vyxe dokazatel~stvo svoditsØ

76 S. V. KEROV

k sledu¸wim vykladkam:

(x − y)(a + b)(a + b + 1) = | | | | x(a + b + 1) a + b

y(a + b + 1) a + b | | | | = = | | | (x + 1)(a + x) + x(b − x) (a + x) + (b − x)

(y + 1)(a + y) + y(b − y) (a + y) + (b − y) | | | = = | | | | (x + 1)(a + x) (a + x)

(y + 1)(a + y) (a + y) | | | | + | | | | (x + 1)(a + x) (a + x) y(b − y) (b − y) | | | | + + | | | | x(b − x) (b − x) (y + 1)(a + y) (a + y) | | | | + | | | | x(b − x) (b − x) y(b − y) (b − y) | | | | = = (x − y)(a + x)(a + y) + ((x + 1) − y)(a + x)(b − y) + + (x − (y + 1))(b − x)(a + y) + (x − y)(b − x)(b − y). Bylo by interesno poluqit~ veroØtnostnoe dokazatel~stvo

formuly (9.3), t.e. stol~ ße estestvennyæ sposob generacii pe-

rehodnyh veroØtnosteæ, kak urnovaØ model~ Poæa pri m = 1.

10. Spektral~nye mery. Soglasno formule (6.11), rasprede-

lenie mery M = M (a, b, m) na n-m fftaße imeet vid M_n(λ) = F × ∏ 16i<j6a^{(ci − cj + j − i)} 2

× a∏ j=1 (c_j − j + a + 1)_{m−a} (n − c_j + j)_{b−m}

(n − j + a + 1)_b

, (10.1)

gde (u)_k = u(u+1) . . . (u+k −1) = Γ(u+k) / Γ(u) — simvol Pohgam-

mera, a konstanta F , ne zavisØwaØ ot λ i ot n, zadaetsØ formuloæ

(6.12).

Pereædem v (10.1) k predelu pri n → ∞, c^{(n)}_j n → γ_j . (10.2)

Kvadrat opredelitelØ Vandermonda imeet porØdok a(a − 1) po

n, a porØdok vseh somnoßiteleæ vo vtorom proizvedenii raven

(m − a) + (b − m) − b = −a. Sledovatel~no, suwestvuet predel

lim_{n→∞} n^a M_n(λ^{(n)}) = F × ∏ 16i<j6a^{(γi −γj )} 2 a∏ j=1 γ^{m−a}_j (1−γ_j )^{b−m}. (10.3)

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE77

My poluqaem predel~noe raspredelenie na simplekse

Δ_a = {γ = (γ_1, . . . , γ_a) : 1 ¿ γ_1 ¿ . . . ¿ γ_a ¿ 0} (10.4)

v vide dM̂(γ) = F × ∏ 16i<j6a^{(γi − γj )} 2 a∏ j=1 γ^{m−a}_j (1 − γ_j )^{b−m} dγ_j , (10.5)

gde dγ = dγ_1 . . . dγ_a — lebegova mera na simplekse Δ_a, normirovannaØ usloviem ∫ dγ = 1/a!, i konstanta F ravna F = a∏ j=1 Γ(b + j) Γ(j) Γ(m − a + j) Γ(b − m + j)

. (10.6)

Ispol~zuØ opisanie nerazloßimyh garmoniqeskih funkciæ v (7.6), moßem zapisat~ obwee toßdestvo ∫ Δ_m

φ_{n,γ} (λ) dM̂ (γ) = φ_n(λ) (10.7)

v sledu¸weæ forme.

Predloßenie. Pust~ diagramma ınga λ imeet stroqnye koor-

dinaty Frobeniusa f_j = λ_j − j, j = 1, . . . , a, i f_1 < n. Togda spravedliva formula ∫ C_a s_λ(α_1, . . . , α_a) ∏ i<j (α_i − α_j)^2 a∏ j=1 α^{m−a}_j dα_j (1 + α_j)^{n+a+b} =

= ∏ i<j (f_i − f_j ) a∏ j=1 Γ(f_j + m + 1) Γ(n − f_j + b − m)

Γ(n + b + j) , (10.8)

gde s_λ — funkciØ Xura i integrirovanie idet po oblasti

C_a = {α = (α_1, . . . , α_a) : α_1 > . . . > α_a > 0}. (10.9)

Dokazatel~stvo. V parametrah (7.5) raspredelenie (10.5) imeet vid dM̂(α) = F × ∏ 16i<j6a^{(αi − αj)} 2 a∏ j=1 α^{m−a}_j dα_j (1 + α_j)^{a+b} .

78 S. V. KEROV

Deæstvitel~no, iz (7.5) sleduet, qto

γ_k = α_k 1 + α_k , dγ_k = dα_k (1 + α_k)^2 i ∏ i<j (γ_i − γ_j )^2 = ∏ i<j (α_i − α_j)^2 (1 + α_i)^2 (1 + α_j)^2 , otkuda Øsno, qto ∏ i<j (γ_i − γ_j )^2 a∏ j=1 dγ_j = ∏ i<j (α_i − α_j)^2 a∏ j=1 dα_j (1 + α_j)^{2a} . PravaØ qast~ (10.8) ØvlØetsØ kombinacieæ (8.11) i (10.6). • Poskol~ku podyntegral~noe vyraßenie v (10.8) simmetriqno po peremennym α_1, . . . , α_a, moßno perepisat~ fftot integral v forme 1 a! ∞∫ 0 . . . ∞∫ 0 s_λ(α_1, . . . , α_a) ∏ i<j (α_i − α_j)^2 a∏ j=1 α^{m−a}_j dα_j (1 + α_j)^{n+a+b} =

= ∏ i<j (f_i − f_j ) a∏ j=1 Γ(f_j + m + 1) Γ(n − f_j + b − m) Γ(n + b + j) . (10.10) 10a. NaiveroØtneæxie dliny stolbcov sluqaænoæ diagrammy ınga. Pust~ λ — sluqaænaØ diagramma ınga v prØmougol~nike π = Π(n, m), ime¸waØ gipergeometriqeskoe raspredelenie s parametrami A, B. V predele pri n → ∞ imeem raspredelenie^8 dM̂(γ) = C · ∏ 16i<j6m^{(γi − γj )} 2 · m∏ i=1 γ^A_i (1 − γ_i)^B dγ (10.11)

na simplekse qastot Δ_m, gde C = m∏ i=1 Γ(m + A + B + i) Γ(A + i) Γ(B + i) Γ(i)

(10.12)

8Zdes~ ispol~zuetsØ opredelenie, dannoe niße v (13.1).

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE79

— normirovoqnaØ konstanta.

Maksimal~noe znaqenie plotnosti otveqaet naboru

1 ¿ γ1 ¿ γ2 ¿ . . . ¿ γm ¿ 0, (10.13)

realizu¸wemu ravnovesnoe poloßenie m ediniqnyh zarØdov na otrezke [0, 1], ottalkiva¸wihsØ po zakonam ploskoæ fflektrostatiki. V nule i edinice ime¸tsØ fiksirovannye zarØdy veliqin A/2 i B/2 sootvetstvenno.

Kak izvestno (sm. [23], 6.11, s. 149) pri A, B > 0 ravnovesnoe poloßenie realizuetsØ nulØmi polinomov P^{(A−1,B−1)}m (1 − 2x), gde P^{(α,β)} m (x) — mnogoqleny ˚kobi, ortogonal~nye na [−1, 1] s vesom (1 − x)^α(1 + x)^β.

Esli −1 < A, B 6 0, to graniqnye zarØdy — pritØgiva¸wie; v sostoØnii ravnovesiØ oni pokryva¸tsØ paroæ ediniqnyh poloßitel~nyh zarØdov, a ostal~nye m − 2 zarØdov razmewa¸tsØ v pole ffffektivnyh kraevyh zarØdov A + 1, B + 1. V itoge naiveroØtneæxiæ nabor (10.13) — ffto nabor nuleæ polinomov

x(1 − x) P^{(A+1,B+1)} m−2 (1 − 2x). ˚sno, qto proishodit v smexannom sluqae, kogda, skaßem,

−1 < A 6 0 i B > 0. Odin poloßitel~nyæ zarØd saditsØ v nol~,

sozdavaØ tam ffffektivnyæ zarØd 1 + A > 0. NaiveroØtneæxie otnositel~nye dliny strok (10.13) sut~ korni mnogoqlena x P^{(A+1,B−1)} m−1 (1 − 2x). SituaciØ uprowaetsØ v predele pri m → ∞. V sluqae nezarØßennyh koncov otrezka (A = B = 0) predel~naØ plotnost~ raspredeleniØ nuleæ polinomov x(1 − x) P^{(1,1)}_{m−2}(1 − 2x) ravna 1 / (π √ x(1 − x)) (sm. [23], s. 445). DlØ dlin stolbcov poluqaem

asimptotiqesku¸ formulu c_j n ≈ 1 2 ( 1 + cos πj m ) , gde j = 1, 2, . . . , m. 11. Mnogogranniki Gel~fanda–Cetlina. Nazovem treugol~ni-

kom razmera m nabor vewestvennyh qisel

x = {x_{ij}}_16_i6_j6_m. (11.1)

80 S. V. KEROV

Prostranstvo m–treugol~nikov oboznaqim qerez X_m. Treugol~- nik x poloßitelen, esli neravenstva

x_{i,j+1} ¿ x_{i,j} ¿ x_{i+1,j+1} ¿ 0 (11.2)

vypolnØ¸tsØ pri vseh 1 6 i 6 j < m. Poloßitel~nye treugol~- niki obrazu¸t konus K_m v prostranstve X_m.

Opredelenie. Mnogogrannikom Gel~fanda–Cetlina nazovem xapku T_m konusa K_m, vydelØemu¸ neravenstvom 1 ¿ x_{1,m}.

Vypuklyæ kompakt T_m deæstvitel~no ØvlØetsØ mnogogrannikom. Qislo ego verxin ravno 2^m. Bolee podrobno: Lemma [2]. Kraænimi toqkami mnogogrannika Tm ØvlØ¸tsØ v

toqnosti treugol~niki, vse koordinaty kotoryh ravny nul¸ ili edinice. Takie treugol~niki nahodØtsØ v estestvennom biektivnom sootvetstvii s podmnoßestvami mnoßestva [m]; ffti podmnoßestva moßno otoßdestvit~ s vesami treugol~nikov.

Primer. T2 — simpleks s qetyr~mØ verxinami

e_{00} = ( 0 0 0 ) , e_{01} = ( 0 1 0 ) , e_{10} = ( 1 1 0 ) , e_{11} = ( 1 1 1 ) . Pri m = 3 mnogogrannik T_3 imeet vosem~ verxin: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 ,

0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 .

Oboznaqim qerez Δ_m simpleks nevozrasta¸wih naborov vewestvennyh qisel γ = (γ_1, . . . , γ_m), dlØ kotoryh

1 ¿ γ1 ¿ . . . ¿ γm ¿ 0. (11.3)

ImeetsØ estestvennaØ proekciØ γ : T_m → Δ_m, opredelØemaØ formulami

γ = γ(x) : γ_k = x_{k,m}; k = 1, . . . , m. (11.4)

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE81

Lemma. Pust~ Tm(γ) — sloæ mnogogrannika Tm nad toqkoæ γ ∈

Δ_m. Togda ob¨em T_m(γ) raven

Vol(T_m(γ)) = 1 0! 1! . . .(m − 1)! ∏ 16i<j6m^{(γi − γj ).} (11.5)

Dokazatel~stvo. Pri m = 2 ffto oqevidno. V obwem sluqae rezul~tat poluqaetsØ indukcieæ po m pri pomowi formuly

Vol(T_{m+1}(γ)) = γ1∫ γ2 . . . γ_m∫

γ_m+1

Vol(T_m(u_1, . . . , u_m)) du_1 . . . du_m.

Deæstvitel~no, γ1∫ γ2 . . . γ_m∫

γ_m+1 ∏ 16i<j6m^{(ui − uj) du1 . . . dum =} 1 m! ∏ 16i<j6m+1^{(γi − γj ),} (11.6) poskol~ku levaØ qast~ — antisimmetriqnyæ polinom ot γ_k toæ ße stepeni, qto i pravaØ qast~. Konstantu moßno naæti po kofffficientu starxego qlena γ^{m−1}_1 γ^{m−2}_2 . . . γ^2_{m−2}γ_{m−1}. •

Pust~ π : T_{2m}(1^m, 0^m) → Δ_m — proekciØ, zadannaØ formulami γ = π(x) : γ_k = x_{km}; k = 1, . . . , m. Lemma. Sloæ π^{−1}(γ) proekcii π nad toqkoæ γ ∈ Δm kongruenten

prØmomu proizvedeni¸ mnoßestv

T_m(γ) × T_m(γ). (11.7)

Dokazatel~stvo. DlØ z ∈ T2m(1^m, 0^m) poloßim

x_{ij} = z_{ij}; y_{ij} = z_{m−j+i,2m−j}; 1 6 i 6 j 6 m. (11.8)

Togda x_{im} = y_{im} = γ_i sovpada¸t pri i = 1, . . . , m i x, y ∈ T_m(γ). Sootvetstvie (x, y) → z i ustanavlivaet iskomu¸ biekci¸, poskol~ku po neobhodimosti z_{i,m+j} = 1, z_{m+i,m+j} = 0 pri 1 6 i 6 j 6 m. •

82 S. V. KEROV

Primer. Pri m = 2 treugol~niki iz T4(1^2, 0^2) ime¸t vid x = x_{11} x_{12} x_{22} 1 x_{23} 0 1 1 0 0 .

Predloßenie. Proekcieæ lebegovoæ mery mnogogrannika

T_{2m}(1^m, 0^m) na simpleks Δ_m ØvlØetsØ mera dM̂ (γ) = D_m ∏ 16i<j6m^{(γi − γj )} 2 dγ_1 . . . dγ_m, (11.9) gde D_m = m! (m + 1)! . . . (2m − 1)!

(0! 1! . . .(m − 1)!)^3 . — normirovoqnaØ konstanta.

Dokazatel~stvo vytekaet iz dvuh lemm, privedennyh vyxe.^9 • 12. Kompleksnoe gipergeometriqeskoe raspredelenie. OgraniqimsØ sluqaem simmetriqnogo gipergeometriqeskogo raspredeleniØ s parametrami a = 2u, b = 2v, m = u + v. Ono osnovano (pri celyh poloßitel~nyh u 6 v) na kombinatornoæ formule u∑ f=−u ( 2u u + f ) ( 2v v − f ) = ( 2u + 2v u + v ) . (12.1)

Perepixem ffto toßdestvo “v otnositel~noæ forme”: ∑ f∈Z^{u (u − 1) . . . (u − |f| + 1)} (u + 1) (u + 2) . . . (u + |f|) v (v − 1) . . . (v − |f| + 1) (v + 1) (v + 2) . . . (v + |f|) =

= Γ(2(u + v) + 1) Γ^2(u + v + 1)

Γ^2(u + 1) Γ(2u + 1)

Γ^2(v + 1) Γ(2v + 1)

(12.2)

9Zametim, qto^^M sovpadaet so spektral~noæ meroæ (10.5) s parametrami a = b = m. Kak otmeqeno vo vvedenii, smysl rezul~tata v tom, qtoby predstavit~ spektral~nu¸ meru v vide affinnoæ proekcii lebegovoæ mery podobno tomu, kak dopredel~nye mery Mn predstavimy v vide proekciæ ravnomernyh mer.

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE83

(summa v levoæ qasti ne izmenitsØ, esli f budet probegat~ vse celye znaqeniØ).

Poskol~ku obe qasti (12.2) analitiqny po u i v, formula verna i pri kompleksnyh znaqeniØh parametrov.^{10} Pri u = z,

v = z̄ vse slagaemye levoæ qasti neotricatel~ny i my prihodim

k kompleksnomu gipergeometriqeskomu raspredeleni¸. �to raspredelenie simmetriqno otnositel~no otraßeniØ f → −f.

Rassmotrim primery.

(1) DlØ polucelogo poloßitel~nogo z = m − 1/2, m = 1, 2, . . ., imeem ∑ f∈Z^{m∏}k=1^{1((2f)2 − (2k − 1)2)2 = (4m − 2)! π2((2m − 1)! 2m)4 .}

(2) Pust~ z = bi — qisto mnimoe. Toßdestvo prinimaet vid ∑ f∈Z^{b2f 2 + b2 = πbthπb .} (3) Pri z = 1/2 + bi poluqaem ∑ f∈Z ((_1 2 )_2 + b^2 ) (( −^1_2

)_2 + b^2 ) ((_{2f−1} 2 )_2 + b^2 ) ((_{2f+1} 2 )_2

+ b^2

) = 2π^2 ( (1/2)^2 + b^2

)_2

(1^2 + b^2) thπb πb .

V qastnosti, pri z = 1/2 ∑ f∈Z^{1(4 f 2 − 1)2 = π28 .}

(4) Pri z = 1 + bi imeem ∑ f∈Z^{(12 + b2) b2 ((−1)2 + b2)}

((f − 1)^2 + b^2) (f^2 + b^2) ((f + 1)^2 + b^2) = 3 8 (1^2 + b^2) ((1/2)^2 + b^2) πb thπb .

10�to vyskazyvanie verno, no ne oqevidno. Standartnyæ sposob obosnovaniØ podobnogo roda utverßdeniæ (ffkstrapolØciØ toßdestv s celyh znaqeniæ parametra na kompleksnye) sostoit v primenenii teoremy Karlsona. Po povodu fftoæ teoremy sm., naprimer, [8]. Otmetim, qto toßdestvo (12.2) est~ qastnyæ sluqaæ formuly Dugolla dlØ summy dvustoronnego gipergeometriqeskogo rØda_2H_2, sm. [6, 7].

84 S. V. KEROV

Qtoby podqerknut~ edinstvo mer v pereqislennyh primerah, vyqislim ih momenty. DlØ fftogo zametim, qto

(f + u)(f + u − 1) . . . (f + u − k + 1) ( 2u u + f ) = = 2u (2u − 1) . . . (2u − k + 1) ( 2u − k u − f ) , otkuda sleduet, qto ∑ f [f + u]_k ( 2u u + f ) ( 2v v − f ) = [2u]_k ( 2(u + v) − k u + v − k ) , gde [s]_k = s (s − 1) . . . (s − k + 1).

DlØ srednih vida < [f + u]_k > poluqaem formulu

< [f + u]_k >=

[2u]_k [u + v]_k [2(u + v)]_k

. (12.3)

Mladxie momenty gipergeometriqeskogo raspredeleniØ ime¸t vid M_2 = u v 2 u + 2 v − 1 , M_4 = u v (3 u v − u − v) (2 u + 2 v − 3) (2 u + 2 v − 1) , M_6 = u v ( −u + 4 u^2 − v + 8 u v − 15 u^2 v + 4 v^2 − 15 u v^2 + 15 u^2 v^2 ) (2 u + 2 v − 5) (2 u + 2 v − 3) (2 u + 2 v − 1) . Iz analitiqnosti opØt~ sleduet, qto pri kompleksnyh u = z,

v = z̄ formuly dlØ momentov po-preßnemu verny:

M_2 = |z|^2 2 (z + z̄) − 1 , M_4 = |z|^2 ( 3 |z|^2 − (z + z̄) ) (2 (z + z̄) − 3) (2 (z + z̄) − 1) , M_6 = |z|^2 ( 15 |z|^4 − 15 |z|^2 (z + z̄) + 4 (z + z̄)^2 − (z + z̄) ) (2 (z + z̄) − 5) (2 (z + z̄) − 3) (2 (z + z̄) − 1) . (12.4)

Privedem v zakl¸qenie poleznu¸ formulu dlØ vesov mnogomernogo gipergeometriqeskogo raspredeleniØ v simmetriqnom sluqae.

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE85

Teorema. Esli a = 2u, b = 2v, m = u + v, to

M_n(f) = dim^2_n f D_1 D_2 . . . D_n ∏ x∈f+ w(x) w̃(x) ∏ x∈f� w̃(x) w(x) , (12.5)

Zdes~ f^+, f^− — poloßitel~naØ i otricatel~naØ qasti signatury f (sm. (6.7), (6.8)), vesa kletok opredelØ¸tsØ formulami

w(x) = (u − c(x)) (v − c(x)); w̃(x) = (u − c̃(x)) (v − c̃(x)), (12.6)

a mnoßiteli D_k ravny

D_k =

Γ(2u + 2v + k) Γ^2(u + k) Γ^2(v + k) Γ^2(u + v + k) Γ(2u + k) Γ(2v + k) Γ(k) . Qerez c(x), c̃(x) oboznaqeny soderßaniØ, otsqityvaemye ot nulevoæ vertikali, a ne ot kraev prØmougol~nika. SvØz~ s preßnimi oboznaqeniØmi dlØ soderßaniæ i zerkal~nyh soderßaniæ takaØ:

c_π (x) = u + c(x); c̃_π(x) = v + c̃(x).

DlØ razmernosti dim_n λ moßno vospol~zovat~sØ l¸boæ iz formul (6.1), (6.2) ili (6.10).

13. Kommentarii i dopolneniØ (G. I. Ol~xanskiæ). ˚ naqnu s neskol~ko bolee obwego opredeleniØ mnogomernogo gipergeometriqeskogo raspredeleniØ, kotoroe dano v korotkom tekste SergeØ Vasil~eviqa “Integraly Sel~berga i central~nyæ rost signatur” (dekabr~ 1993), soderßawego svodku formul bez dokazatel~stv. Soglasno fftomu opredeleni¸, mera M_n opredelØetsØ natural~nym qislom m i dvumØ vewestvennymi parametrami

A > −1, B > −1. Ona sosredotoqena na diagrammah λ ⊆ π, gde π = Π(n, m), i daetsØ formuloæ

M_n(λ) = ( A + m λ ) ( B + m λ̃ ) / ( A + B + 2m π ) . (13.1)

Dalee, v rabote upomina¸tsØ signatury i graf vetvleniØ signatur; vot ih opredeleniØ. Signaturoæ dliny n nazyvaetsØ uporØdoqennyæ nabor iz n nevozrasta¸wih celyh qisel. Oboznaqim mnoßestvo vseh takih naborov qerez S_n. Signatury dliny n parametrizu¸t neprivodimye haraktery gruppy U (n).

86 S. V. KEROV

Udobno sqitat~, qto mnoßestvo S_0 sostoit iz odnogo fflementa — pustoæ signatury. Graf vetvleniØ signatur S, nazyvaemyæ takße grafom Gel~fanda–Cetlina, opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: ego verxiny sut~ signatury proizvol~noæ dliny, a dve signatury λ ∈ S_n i Λ ∈ S_{n+1} obrazu¸t rebro, esli vypolneno uslovie (0.4) (togda pixem λ ↗ Λ). Signatury λ ∈ S_n obrazu¸t

n–æ fftaß grafa. Sqitaem, qto pustaØ signatura (edinstvennaØ

verxina nulevogo fftaßa) soedinena rebrom so vsemi verxinami pervogo fftaßa. �to opredelenie motivirovano pravilom vetvleniØ Gel~fanda–Cetlina dlØ neprivodimyh harakterov unitarnyh grupp, sm., naprimer, [25].

Signaturu s neotricatel~nymi koordinatami moßno rassmatrivat~ kak diagrammu ınga. �to daet vozmoßnost~ rassmatrivat~ graf S(m), o kotorom govoritsØ v rabote, kak podgraf v S (useqennyæ graf).

V stat~e [17] opredeleno sledu¸wee semeæstvo (kompleksnyh) mer na signaturah: Mn(λ | z, z^0 , w, w^0 ) = dim2n λ Cn(z, z^0 , w, w^0) ×

× n∏ i=1 1 Γ(z − λi + i)Γ(z^0 − λi + i)Γ(w + n + 1 + λi − i)Γ(w^0 + n + 1 + λi − i) , (13.2)

gde C_n(z, z^′, w, w^′) est~ normirovoqnaØ konstanta,

Cn(z, z^0 , w, w^0 ) = N∏ i=1 Γ(z + z^0 + w + w^0 + i)

Γ(z + w + i)Γ(z + w^0 + i)Γ(z^0 + w + i)Γ(z^0 + w^0 + i)Γ(i) , (13.3)

a z, z^′, w, w^′ sut~ kompleksnye parametry. PredpolagaetsØ, qto

ℜ(z + z^′ + w + w^′) > −1 i ni odno iz qisel z + w, z + w^′, z^′ + w, z^′ + w^′

ne ravno −1, −2, . . . . Togda vyraßenie (13.2) imeet smysl, i dlØ l¸bogo n = 0, 1, 2, . . . ∑ λ∈S_n M_n(λ | z, z^′, w, w^′) = 1. (13.4)

Krome togo, dlØ mer M_n = M_n(λ | z, z^′, w, w^′) vypolneno sootnoxenie kogerentnosti

M_n(λ) = ∑ Λ∈S_n+1: λ↗Λ M_{n+1}(Λ). (13.4)

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE87

Mery M_n = M_n(λ | z, z^′, w, w^′) nazvany v [4] zw-merami. Pri naloßenii dopolnitel~nyh usloviæ na parametry (sm. niße) oni stanovØtsØ poloßitel~nymi merami (v silu (13.2), veroØtnostnymi merami). Naprimer, oqevidnym dostatoqnym usloviem ØvlØetsØ vypolnenie sootnoxeniæ z^′ = z̄, w^′ = w̄. ImeetsØ biektivnoe sootvetstvie meßdu proizvol~nymi sistemami {M_n} vero- Øtnostnyh mer, udovletvorØ¸wih uslovi¸ kogerentnosti (13.3), i harakterami gruppy U (∞) (pod harakterom zdes~ ponimaetsØ proizvol~naØ poloßitel~no opredelennaØ funkciØ, postoØnnaØ na klassah soprØßennyh fflementov i normirovannaØ v edinice gruppy). V qastnosti, poloßitel~nye zw-mery zada¸t nekotorye haraktery gruppy U (∞), i est~ osnovaniØ sqitat~, qto ffti haraktery v kakom-to smysle vydeleny. Ih Øvnoe spektral~noe razloßenie po ffkstremal~nym harakteram (t.e. razloßenie po kraænim toqkam vypuklogo mnoßestva vseh harakterov) ØvlØetsØ predmetom stat~i [4]. Poskol~ku harakteram otveqa¸t unitarnye predstavleniØ, req~ idet o garmoniqeskom analize nekotoryh “vydelennyh” unitarnyh predstavleniæ (podrobnee sm. [17] i [4]).

Parallel~naØ teoriØ suwestvuet dlØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy S(∞) i svØzannogo s neæ grafa ınga. Analogom zw-mer ØvlØ¸tsØ z-mery na grafe ınga, postroennye ranee v zametke Verxika, Kerova i Ol~xanskogo [14]. Garmoniqeskomu analizu na gruppe S(∞) posvØweny stat~Ø [15] (podrobnaØ versiØ zametki [14]) i seriØ stateæ Borodina i Ol~xanskogo (sm. obzor [18]). Kniga [13] soderßit prekrasnyæ obzor cikla rabot A. M. Verxika i S. V. Kerova, svØzannyh s ffkstremal~- nymi harakterami gruppy S(∞).

Neskol~ko slov ob istorii nastoØweæ raboty SergeØ Vasil~eviqa. K momentu ee sozdaniØ nam bylo izvestno bolee uzkoe semeæstvo zw-mer na signaturah — a imenno, mery s (w, w^′) =

(z, z^′); imenno oni i upomina¸tsØ v tekste kak z-mery. ˚ polu-

qil formulu dlØ fftih mer, deæstvuØ po analogii s vyqisleni- Ømi D. Pikrela [20] dlØ grassmanianov.^{11} Kogda Ø pokazal fftu formulu Serge¸ Vasil~eviqu, emu zahotelos~ ponØt~ ee kombinatornu¸ prirodu, v qastnosti, poluqit~ prØmoe dokazatel~-

11Zameqatel~naØ rabota [20] o beskoneqnomernom grassmaniane poslußila otpravnoæ toqkoæ dlØ naxih zanØtiæ garmoniqeskim analizom na bol~xih gruppah.

88 S. V. KEROV

stvo sootnoxeniØ kogerentnosti (4.3), kotoroe igraet kl¸qevu¸ rol~ v ustanovlenii svØzi s harakterami gruppy U (∞). �to i privelo ego (naskol~ko Ø mogu sudit~) k nastoØweæ rabote.

Rezul~taty raboty pozvolØ¸t sdelat~ rØd vyvodov, iz kotoryh mne hotelos~ by vydelit~ sledu¸wie dva.

1) OsobaØ rol~ vyroßdennoæ serii zw-mer. Soglasno [4], vyroßdennaØ seriØ zw-mer poluqaetsØ, kogda parametry z, w sut~ celye qisla (z = m_1, w = m_2), a parametry z^′, w^′ sut~ vewestvennye qisla, priqem z^′ > m_1 − 1, w^′ > m_2 − 1; krome togo, predpolagaetsØ, qto m_1 + m_2 ¿ 0. Togda mera M_n, zadannaØ formuloæ (13.2), poloßitel~na i sosredotoqena na koneqnom mnoßestve signatur λ, udovletvorØ¸wih neravenstvam

m_1 ¿ λ_1 ¿ · · · ¿ λ_n ¿ −m_2; (13.5)

ffto mnoßestvo nepusto vvidu predpoloßeniØ m_1 + m_2 ¿ 0. Zametim ewe, qto na grafe S imeetsØ estestvennoe deæstvie gruppy

Zavtomorfizmami: ono sostoit v pribavlenii celoæ konstan-

ty ko vsem koordinatam λ_i vseh signatur. Takie avtomorfizmy sohranØ¸t sovokupnost~ zw-mer i induciru¸t na mnoßestve parametrov preobrazovaniØ vida

z → z + const, z^′ → z^′ + const, w → w − const, w^′ → w^′ − const,

(13.6) gde const ∈ Z. Pofftomu bez suwestvennogo ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto m_2 = 0, a m_1 est~ neotricatel~noe celoe qislo m. Togda (13.5) svoditsØ k tomu, qto λ est~ diagramma ınga, soderßawaØsØ v Π(n, m), a mera M_n, zadannaØ formuloæ (13.2), prevrawaetsØ v mnogomernoe gipergeometriqeskoe raspredelenie (13.1) s parametrami m, A = z^′ − m, B = w^′. Takim obrazom, vyroßdennaØ seriØ zw-mer v smysle [4] i mnogomernye gipergeometriqeskie raspredeleniØ v smysle (13.1) — po suwestvu, odno i to ße. V rabote soderßitsØ vaßnyæ tezis, kotoryæ v qut~ bolee obweæ forme moßno sformulirovat~ tak: hotØ vyroßdennaØ seriØ sostavlØet malu¸ qast~ mnoßestva zw-mer, vyroßdennyh mer dostatoqno mnogo, qtoby poluqit~ iz nih vse zw-mery s pomow~¸ analitiqeskogo prodolßeniØ po parametram.^{12} Razumeet-

12Neqto pohoßee nabl¸daetsØ v teorii predstavleniæ reduktivnyh grupp: vse ih (beskoneqnomernye) predstavleniØ poluqa¸tsØ, v opredelennom smysle, iz koneqnomernyh predstavleniæ analitiqeskim prodolßeniem po parametram.

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE89

sØ, ffkstrapolØciØ s celyh znaqeniæ parametra na kompleksnye znaqeniØ trebuet ostoroßnosti; dlØ ee obosnovaniØ moßno privlekat~ izvestnu¸ teoremu Karlsona. Konkretnye primeneniØ fftogo tezisa sm. v [19].

2) SvØz~ s integralami tipa Sel~berga. V §10 faktiqeski pokazano, qto mnogomernye gipergeometriqeskie raspredeleniØ M_n dostavlØ¸t diskretnu¸ approksimaci¸ nekotoryh integralov tipa Sel~berga. �tu svØz~ moßno ispol~zovat~ v oboih napravleniØh: poluqat~ integraly tipa Sel~berga predel~nym perehodom iz raspredeleniæ M_n i, obratno, vyvodit~ svoæstva mer

M_n (naprimer, sootnoxenie kogerentnosti) iz Øvnogo vyraßeniØ

dlØ integrala tipa Sel~berga. AnalogiqnaØ kartina voznikaet dlØ vyroßdennyh z-mer na grafe ınga. Dal~neæxee razvitie fftoæ idei sm. v [11, 13, 3, 19].

V zakl¸qenie Ø hoqu otmetit~, qto ponØtie z-mer na grafe ınga i zw-mer na grafe signatur dopuskaet obobwenie, v kotorom voznikaet dopolnitel~nyæ parametr. A imenno, oba klassa mer opredelennym obrazom svØzany s funkciØmi Xura, i obobwenie, o kotorom idet req~, otveqaet zamene funkciæ Xura na bolee obwie funkcii Dßeka. DßekovskaØ deformaciØ z-mer na grafe ınga byla vpervye naædena Sergeem Vasil~eviqem v [12]. Drugoæ podhod byl pozße predloßen v [3], a analogiqnaØ deformaciØ zw-mer na grafe signatur obsußdaetsØ v [19]. Zadaqa garmoniqeskogo analiza moßet byt~ postavlena i v kontekste fftih bolee obwih mer s dßekovskim parametrom, odnako v nasto- Øwee vremØ ne Øsno, kak ee moßno bylo by rexat~. Nekotorye naqal~nye rezul~taty poluqeny v nedavneæ rabote [5].

Literatura

1. G. E. Andrews, R. Askey, and R. Roy, Special functions. Cambridge University Press, 1999.

2. A. D. Berenxteæn, A. N. Kirillov, Gruppy, poroßdennye invol¸ciØmi, shemy Gel~fanda–Cetlina i kombinatorika tablic ınga. — Algebra i analiz 7, ˝ 1 (1995), 92–152; English translation: Groups generated by involutions, Gelfand–Tsetlin patterns and combinatorics of Young tableaux , St. Petersburg Math. J. 7 (1996), no. 1, 77–127.

3. A. Borodin and G. Olshanski, Harmonic functions on multiplicative graphs and interpolation polynomials. — Electronic J. Combin. 7 (2000), paper #R28; arX-

iv:math/9912124.

90 S. V. KEROV

4. A. Borodin and G. Olshanski, Harmonic analysis on the infinite–dimensional unitary group and determinantal point processes. — Ann. Math., to appear; arX-

iv:math/0109194.

5. A. Borodin and G. Olshanski, Z-measures on partitions and their scaling limits.

Preprint, 2002, 37 pp.; arXiv:math-ph/0210148.

6. J. Dougall, On Vandermonde’s theorem and some more general expansions. — Proc. Edinburgh Math. Soc. 25 (1907), 114–132.

7. A. Erdelyi (ed.), Higher transcendental functions, Vol. I. McGraw–Hill, 1953;

russkiæ perevod: G. Beætmen, A. �rdeæi, Vysxie transcendentnye funkcii, t. I. M., Nauka (Fizmatlit), 1973.

8. M. A. Evgrafov, Asimptotiqeskie ocenki i celye funkcii. M., Fizmatgiz, 1962.

9. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ. T. 1, 2.

M., Mir, 1967.

10. I. Gessel and G. Viennot, Binomial determinants, paths, and hook length formulae. — Adv. Math. 58 (1985), 300–321.

11. S. V. Kerov, The boundary of Young lattice and random Young tableaux. In:

Formal Power Series and Algebraic Combinatorics. DIMACS Ser. Discrete Math. Theoret. Comput. Sci. 24, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1996, 133–158.

12. S. V. Kerov, Anizotropnye diagrammy ınga i simmetriqeskie funkcii

Dßeka. — Funkc. anal. i pril. 34, ˝ 1 (2000), 51–64.

13. S. V. Kerov, Asymptotic representation theory of the symmetric group and its applications in analysis. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2003, 201 pp.

14. S. Kerov, G. Olshanski, and A. Vershik, Harmonic analysis on the infinite symmetric group. A deformation of the regular representation. — Comptes Rend. Acad. Sci. Paris, Sér. I 316 (1993), 773–778.

15. S. Kerov, G. Olshanski, and A. Vershik, Harmonic analysis on the infinite symmetric group, to appear.

16. I. G. Macdonald, Symmetric functions and Hall polynomials, second edition. Oxford University Press, 1995; russkiæ perevod pervogo izdaniØ: I. Makdon-

al~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla, M., Mir, 1985.

17. G. Olshanski, The problem of harmonic analysis on the infinite-dimensional unitary group. — J. Funct. Anal., to appear; arXiv:math.RT/0109193.

18. G. Olshanski, An introduction to harmonic analysis on the infinite symmetric group. In: Asymptotic Combinatorics with Applications to Mathematical Physics (A. Vershik, ed.). Springer Lecture Notes in Math. 1815, 2003, 127–160.

19. G. Ol~xanskiæ, VeroØtnostnye mery na dual~nyh ob¨ektah k kompaktnym simmetriqeskim prostranstvam i gipergeometriqeskie toßdestva. — Funkc. anal. pril. 37, vyp. 4 (2003).

20. D. Pickrell, Measures on infinite dimensional Grassmann manifold. — J. Funct.

Anal. 70 (1987), 323–356.

21. R. P. Stanley, Enumerative combinatorics. Wadsworth, Inc., 1986; russkiæ

perevod: R. Stenli, Pereqislitel~naØ kombinatorika, M., Mir 1990.

22. R. P. Stanley, GL(n) for combinatorialists. In: Surveys in Combinatorics (Southampton, 1983). London Math. Soc. Lecture Note Ser. 82. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1983, pp. 187–199.

MNOGOMERNOE GIPERGEOMETRIQESKOE RASPREDELENIE91

23. G. Szegö, Orthogonal Polynomials. Amer. Math. Soc. Colloquium Publ., Vol. 23, New York, 1939; 4th edition, 1975; russkiæ perevod: G. Sege, Ortogonal~nye

mnogoqleny, 1962.

24. A. M. Vershik and S. V. Kerov, Asymptotic theory of characters of the symmetric group. — Funct. Anal. Appl. 15 (1981), no. 4, 246–255.

25. D. P. ȷelobenko, Kompaktnye gruppy Li i ih predstavleniØ. M., Nauka, 1970; English translation: Transl. Math. Monographs 40, Amer. Math. Soc.,

Providence, RI, 1973.

Kerov S. V. Multidimensional hypergeometric distribution, and characters of the unitary group.

The present paper is the publication of work notes by S. V. Kerov (1946–2000) written in 1993. The author introduces a multidimensional analog of the classical hypergeometric distribution. This is a probability measure M_n on the set of Young diagrams contained in the rectangle with n rows and m columns. The fact that the expression for M_n defines a probability measure is a nontrivial combinatorial identity, which is proved in various ways. Another combinatorial identity analyzed in the paper expresses a certain compatibility of the measures M_n and M_{n+1}. A link with Selberg type integrals is also pointed out. The work is motivated by the problem of harmonic analysis on the infinite-dimensional unitary group.

Postupilo 15 sentØbrØ 2003 g.