Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 301, 2003 g.

A. V. Mal¸tin

GRANICA PUASSONA−FıRSTENBERGA LOKAL^NO–SVOBODNO` GRUPPY

Vvedenie

V rabote opisana granica Puassona–F¸rstenberga lokal~nosvobodnoæ gruppy vo vnutrennih terminah gruppy – kak prostranstvo nekotoryh beskoneqnyh slov v alfavite obrazu¸wih. Zdes~ my ispol~zuem ponØtiØ i plan issledovaniæ, nameqennyæ v rabote [1], – izuqenie granic Puassona–F¸rstenberga s pomow~¸ beskoneqnyh stabil~nyh normal~nyh form. V ramkah fftogo podhoda zadaqa opisaniØ granicy Puassona–F¸rstenberga svoditsØ k zadaqe otyskaniØ polnoæ stabil~noæ normal~noæ formy. Takoæ poisk podrazumevaet rexenie dvuh suwestvenno razliqnyh podzadaq: nahoßdenie v gruppe stabil~noæ normal~noæ formy i dokazatel~stvo polnoty nekotoroæ stabil~noæ normal~noæ formy. V lokal~no-svobodnoæ gruppe stabil~nost~ rassmatrivaemoæ nami estestvennoæ normal~noæ formy poqti oqevidna (sm. [2]), – sloßnost~ predstavlØet dokazatel~stvo ee polnoty. NastoØwaØ rabota, soderßawaØ ffto dokazatel~stvo, poØvilas~ v rezul~tate mnogoqislennyh besed avtora s A. M. Verxikom, kotorym i byla v svoe vremØ vyskazana gipoteza o polnote estestvennoæ normal~noæ formy v lokal~no-svobodnoæ gruppe. Central~nym rezul~tatom stat~i ØvlØetsØ dokazannaØ v §2 teorema 1 o dostatoqnyh usloviØh polnoty stabil~noæ normal~noæ formy. V dokazatel~stve fftoæ teoremy ispol~zovan kriteriæ polnoty, izvestnyæ kak “Ray criterion” [3]. Teorema 1 pozvolØet opisat~ granicu Puassona–F¸rstenberga ne tol~ko lokal~nosvobodnyh, no i nekotoryh drugih grupp – naprimer, grupp, lokal~no-svobodnyh otnositel~no grafa (sm. §4).

Qastiqno podderßano grantom RFFI 02-01-00093 i grantom Prezidenta Rossiæskoæ Federacii dlØ podderßki veduwih nauqnyh xkol nomer NX- 2251.2003.1. 195

196 A. V. MALıTIN OpredeleniØ i oboznaqeniØ OboznaqeniØ. Pust~ G – koneqno poroßdennaØ gruppa i S =

{s_1, . . . , s_m, s^{−1}_1 , . . . , s^{−1}_m } – simmetriqnoe mnoßestvo ee obrazu-

¸wih. Oboznaqim qerez S^∗ mnoßestvo vseh koneqnyh, a qerez

S^∞ – mnoßestvo vseh beskoneqnyh vpravo slov v alfavite S.

Qerez π : S^∗ → G oboznaqim otobraßenie estestvennoæ proekcii w_1w_2 . . . w_k → w_1 · w_2 · · · w_k. Qerez |W | oboznaqaetsØ dlina slova W , qerez |g| – geodeziqeskaØ dlina fflementa g ∈ G v slovarnoæ metrike sistemy obrazu¸wih S (|g| := min{|W | : W ∈

S^∗, π(W ) = g}). Qerez [W ]_k budem oboznaqat~ naqal~noe podslovo

dliny k ∈ Z_+ koneqnogo ili beskoneqnogo slova W (pri k > |W | polagaem [W ]_k = W ).

Sluqaænoe blußdanie. Pust~ μ – ravnomernaØ mera na S i

μ^∞ – sootvetstvu¸waØ bernullievskaØ mera na mnoßestve S^∞. Pravym sluqaænym blußdaniem na gruppe G, opredelØemym meroæ μ, nazyvaetsØ cep~ Markova s prostranstvom sostoØniæ G, perehodnoæ veroØtnost~¸ P (x, y) = μ(x^{−1}y) i naqal~nym sostoØniem v edinice gruppy. TraektoriØmi blußdaniØ ØvlØ¸tsØ pri fftom posledovatel~nosti vida

τ = {τ_n | n ∈ Z_+}, gde τ_0 = e, τ^{−1}_i τ_{i+1} ∈ S.

Estestvennu¸ biekci¸ meßdu mnoßestvom S^∞ i prostranstvom

Ω ⊂ G^∞ vseh traektoriæ blußdaniØ oboznaqim qerez π:

π(W ) := {π([W ]_n) | n ∈ Z_+}, gde W ∈ S^∞.

BiekciØ π perenosit meru μ^∞ na Ω.

Granica Puassona–F¸rstenberga. Razob¨em Ω na klassy ffk-

vivalentnosti, poloßiv τ ∼ τ^′ v sluqae, esli naædetsØ takoe celoe k, qto τ_n = τ^′_{n+k} pri vseh dostatoqno bol~xih n. Granica Puassona–F¸rstenberga (Γ, ν) (ili, qto to ße samoe, maksimal~naØ granica) pary (G, μ) est~ po opredeleni¸ faktorprostranstvo prostranstva (Ω, μ^∞) po μ^∞-izmerimoæ oboloqke opisannogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti. Mera ν – obraz mery

μ^∞ na Γ – nazyvaetsØ garmoniqeskoæ meroæ. Podrobnee sm. [1,

3] i ukazannu¸ tam literaturu.

Normal~naØ forma. Normal~noæ formoæ v gruppe G (v sisteme

obrazu¸wih S) nazyva¸t otobraßenie ρ : G → S^∗, takoe, qto

GRANICA PUASSONA�FıRSTENBERGA 197

πρ = id_G. Normal~nu¸ formu nazyva¸t geodeziqeskoæ, esli dlØ

kaßdogo fflementa g ∈ G vypolnØetsØ ravenstvo |ρ(g)| = |g|.

Beskoneqnoe slovo W ∈ S^∞ budem nazyvat~ normal~noæ formoæ beskoneqnogo slova X ∈ S^∞ (a takße normal~noæ formoæ traektorii τ := π(X)), esli dlØ l¸bogo k ∈ N slova [ρ(τ_n)]_k sovpada¸t so slovom [W ]_k pri vseh dostatoqno bol~xih n (pixem W = ρ(τ )). Prostranstvo vseh slov v S^∞, ØvlØ¸wihsØ normal~nymi formami, oboznaqim qerez Λ_ρ.

Stabil~nost~ i polnota normal~noæ formy. GovorØt, qto

normal~naØ forma ρ ØvlØetsØ μ-stabil~noæ sleva (ili prosto stabil~na), esli dlØ μ^∞-p.v. traektorii τ opredelena normal~- naØ forma ρ(τ ).

Pust~ normal~naØ forma ρ stabil~na. Togda na prostranstve traektoriæ Ω opredeleno (p. v.) otobraßenie

ρ : Ω → Λ_ρ.

Obraz mery μ^∞ pri otobraßenii ρ oboznaqim qerez λ. Prostranstvo (Λ_ρ, λ) izomorfno faktorizacii prostranstva (Ω, μ^∞), skleiva¸weæ traektorii, normal~nye formy kotoryh sovpada- ¸t. Netrudno videt~, qto takoe otnoxenie ffkvivalentnosti na Ω ØvlØetsØ predelom posledovatel~nosti μ^∞-izmerimyh razbieniæ.

Dalee zametim, qto normal~nye formy ∼-ffkvivalentnyh (sm. p. “Granica Puassona-F¸rstenberga”) traektoriæ, oqevidno, sovpada¸t. Sledovatel~no, prostranstvo (Λ_ρ, λ) ØvlØetsØ faktor-prostranstvom granicy Puassona-F¸rstenberga (Γ, ν) (takie prostranstva nosØt nazvanie μ-granic). Esli prostranstvo (Λ_ρ, λ) ØvlØetsØ maksimal~noæ μ-graniceæ, t. e. ØvlØetsØ realizacieæ granicy Puassona–F¸rstenberga, normal~naØ forma ρ nazyvaetsØ polnoæ.

DvustoronnØØ stabil~nost~. Levym sluqaænym blußdaniem na

gruppe G, opredelØemym meroæ μ, nazyva¸t cep~ Markova s perehodnoæ veroØtnost~¸ P (x, y) = μ(yx^{−1}). (Zametim, qto v nastoØweæ stat~e my vs¸du rassmatrivaem simmetriqnu¸ meru μ:

μ = μ̂, gde μ̂(x)^{def}= μ(x^{−1}).) TraektoriØmi levogo blußdaniØ ØvlØ-

¸tsØ posledovatel~nosti vida τ = {τ_n}Z+, τ_0 = e, τ_{i+1}τ^{−1}_i ∈ S. Suwestvuet estestvennaØ biekciØ meßdu mnoßestvom S_{−∞} vseh beskoneqnyh vlevo slov v alfavite S i prostranstvom vseh traektoriæ levogo blußdaniØ. GovorØt, qto normal~naØ forma ρ

198 A. V. MALıTIN

μ-stabil~na sprava, esli dlØ vsØkogo k ∈ N i μ^∞-p.v. traekto-

rii levogo blußdaniØ τ koneqnye podslova dliny k slov ρ(τ_n) sovpada¸t pri vseh dostatoqno bol~xih n.

Budem nazyvat~ normal~nu¸ formu dvustoronne μ-stabil~- noæ, esli ona μ-stabil~na sleva i μ-stabil~na sprava.

Markovskiæ Øzyk i normal~nye formy. ˚zyk L ⊂ S^∗ v al-

favite S nazyva¸t markovskim, esli naædetsØ matrica M =

(m_{a,b})_{a,b∈S} (m_{a,b} = 0 ∨ 1), takaØ, qto w_1w_2 · · · w_k ∈ L ⇐⇒ ∀j ∈ {1 . . . k − 1} : m_{wj wj}+1 = 1 (pustoe slovo i vse odnobukvennye slova prinadleßat markovskomu Øzyku).

Matricu M i sootvetstvu¸wiæ markovskiæ Øzyk nazyva¸t ffrgodiqnymi, esli nekotoraØ stepen~ matricy M ne soderßit nuleæ. Inymi slovami, markovskiæ Øzyk ffrgodiqen, esli dlØ l¸boæ pary a, b ∈ S v nem naædetsØ slovo, pervaØ bukva kotorogo – a, a poslednØØ – b.

Budem nazyvat~ normal~nu¸ formu ρ : G → S^∗ (ffrgodiqnoæ) markovskoæ, esli mnoßestvo ρ(G) vseh slov fftoæ formy sovpadaet s mnoßestvom vseh slov nekotorogo (ffrgodiqnogo) markovskogo Øzyka.

Vs¸du dalee, rassmatrivaØ markovsku¸ normal~nu¸ formu

ρ : G → S^∗, qerez L_M budem oboznaqat~ sootvetstvu¸wiæ mar-

kovskiæ Øzyk: L_M := ρ(G) ⊂ S^∗. Slova markovskogo Øzyka L_M budem nazyvat~ dopustimymi slovami. Qerez L^∞_M budem oboznaqat~ mnoßestvo beskoneqnyh dopustimyh slov: L^∞_M := {W ∈ S^∞ | ∀j ∈ N : [W ]_k ∈ L_M }. RealizaciØ granicy Puassona–F¸rstenberga s pomow~¸ markovskogo Øzyka. Pust~ ρ : G → S^∗ – stabil~naØ markovskaØ

normal~naØ forma, L_M = ρ(G) – sootvetstvu¸wiæ markovskiæ Øzyk. Iz dannyh vyxe opredeleniæ prØmo sleduet, qto mnoßestvo normal~nyh form Λ_ρ sovpadaet s mnoßestvom L^∞_M vseh beskoneqnyh dopustimyh slov:

L^∞_M = Λ_ρ.

GRANICA PUASSONA�FıRSTENBERGA 199 Takim obrazom, esli markovskaØ stabil~naØ normal~naØ forma v gruppe polna, to sootvetstvu¸wee mnoßestvo vseh beskoneqnyh dopustimyh slov (s obrazom mery μ^∞ pri otobraßenii ρ) est~ realizaciØ granicy Puassona–F¸rstenberga dannoæ gruppy.

Zametim, qto naliqie markovskoæ polnoæ stabil~noæ normal~noæ formy, voobwe govorØ, ne oznaqaet, qto garmoniqeskaØ mera est~ markovskaØ mera na mnoßestve L^∞_M .

2. Teorema o polnote Teorema 1. Pust~ G – koneqno poroßdennaØ gruppa, S – koneqnoe

simmetriqnoe mnoßestvo ee obrazu¸wih, μ – ravnomernaØ mera na S i ρ : G → S^∗ – normal~naØ forma.

Esli ρ ØvlØetsØ – dvustoronne μ-stabil~noæ, – ffrgodiqnoæ markovskoæ, – geodeziqeskoæ, to ρ – polnaØ normal~naØ forma.

Dokazatel~stvo teoremy 1.

Oboznaqenie. Pust~ ρ – stabil~naØ normal~naØ forma. Opre-

delim otobraßenie χ : S^∗ ∪ S^∞ → S^∗ ∪ S^∞, poloßiv χ|_S∗ := ρπ; χ|_S∞ := ρπ. (Na S^∞ otobraßenie opredeleno poqti vs¸du.) Oqevidno, χ perevodit vsØkoe slovo, nahodØweesØ v normal~noæ forme, v sebØ.

Lemma 1. Pust~ ρ : G → S^∗ – stabil~naØ markovskaØ normal~naØ

forma, pust~ V ∈ S^∗, W ∈ S^∗ ∪ S^∞, i pust~ normal~nye formy χ(W ) i χ(V W ) opredeleny. Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalent- ny: 1. χ(V W ) = χ(V )χ(W ).

2. Slovo χ(V )χ(W ) ØvlØetsØ dopustimym. 3. Slovo χ(V ) ØvlØetsØ naqalom slova χ(V W ).

Dokazatel~stvo. Spravedlivost~ usloviØ (1) prØmo vleqet

spravedlivost~ (2) i (3). Pokaßem, qto i (2), i (3) vlekut (1).

200 A. V. MALıTIN

(2)⇒(1): Pust~ W ∈ S^∗. Iz opredeleniØ χ sleduet, qto, ka-

kovy by ni byli slova V i W , imeet mesto sledu¸wee ravenstvo: χ(V W ) = χ(χ(V )χ(W )). No esli χ(V )χ(W ) – dopustimoe, to

χ(χ(V )χ(W )) = χ(V )χ(W ) i, znaqit, uslovie 1 spravedlivo.

Dalee, pust~ W ∈ S^∞. Tak kak χ(W ) opredeleno, t. e. posledovatel~nost~ slov χ([W ]_i) shoditsØ, naædetsØ takoe N ∈ N, qto pri i > N pervye bukvy slov χ(W ) i χ([W ]_i) sovpada¸t. Dopustimost~ kompozicii dopustimyh slov opredelØetsØ, oqevidno, ih kraænimi bukvami. Pofftomu iz dopustimosti slova χ(V )χ(W ) sleduet dopustimost~ χ(V )χ([W ]_i) (pri i > N ). Ots¸da, v silu rassmotrennogo sluqaØ koneqnyh slov, χ(V )χ([W ]_i) = χ(V [W ]_i). Pereædem k predelu.

(3)⇒(1): Pust~ W ∈ S^∗. Po uslovi¸ χ(V W ) = χ(V )U , gde U –

nekotoroe dopustimoe slovo. Iz ravenstva χ(V W ) = χ(V )U oqevidno sleduet ravenstvo π(W ) = π(U ). Ots¸da χ(W ) = χ(U ). No

χ(U ) = U , tak kak U – dopustimoe. Itak, χ(V W ) = χ(V )U = χ(V )χ(W ). Dalee, pust~ W ∈ S^∞. Po uslovi¸ posledovatel~nost~

{χ(V [W ]_i)}NshoditsØ k slovu, naqina¸wemusØ s χ(V ), i, zna-

qit, pri vseh dostatoqno bol~xih i slova χ(V [W ]_i) naqina¸tsØ slovom χ(V ). Sledovatel~no, ”pri vseh dostatoqno bol~xih i“ imeet mesto ravenstvo χ(V )χ([W ]_i) = χ(V [W ]_i). Pereædem k predelu.

Oboznaqenie. Vvedem oboznaqenie

χ_k(·) := [χ(·)]_k

Predloßenie 1. Pust~ normal~naØ forma ρ : G → S^∗ ØvlØetsØ

stabil~noæ i ffrgodiqnoæ markovskoæ. Togda dlØ kaßdogo fflementa a ∈ S vypolnØ¸tsØ sledu¸wie neravenstva: 1) μ^∞{X ∈ S^∞ | χ_1(X) = a} > 0. 2) μ^∞{X ∈ S^∞ | ∀k ∈ N : χ_1([X]_k) = a} > 0.

Dokazatel~stvo. 1. ˚sno, qto dlØ nekotorogo fflementa b ∈ S

mnoßestvo B := {X ∈ S^∞ | χ_1(X) = b} imeet nenulevu¸ meru. V silu ffrgodiqnosti markovskogo Øzyka L_M = im(ρ) naædetsØ takoe slovo W ∈ L_M , qto aW b ∈ L_M . Pri fftom v silu lemmy 1 dlØ p. v. slova X ∈ B vypolnØetsØ ravenstvo χ(aW X) = aW χ(X),

GRANICA PUASSONA�FıRSTENBERGA 201 to est~ χ_1(aW X) = a. OstaetsØ zametit~, qto μ^∞({aW X | X ∈ B}) = μ^∞(B)/|S|^{|aW |} > 0. 2. Vvedem oboznaqenie A_r := {X ∈ S^∞ | ∀k ¿ r χ_1([X]_k) = a}.

Nußno pokazat~, qto μ^∞(A_1) > 0. V silu p. 1 μ^∞( ⋃_∞ 1 A_i) > 0.

Sledovatel~no, naædetsØ takoe t ∈ N, qto μ^∞(A_t) > 0. ˚sno, qto pri fftom naædetsØ takoe W ∈ S^t, qto mnoßestvo A_{t,W} := {X ∈ A_t |

[X]_t = W } imeet nenulevu¸ meru. Oboznaqim slovo χ(W ) qerez

V i rassmotrim otobraßenie q : A_{t,W} → S^∞, perevodØwee slovo

W X ∈ A_{t,W} v slovo V X. Pokaßem, qto q(A_{t,W} ) ⊂ A_1, t. e. qto

dlØ vsØkogo natural~nogo k slovo χ_1([q(W X)]_k) (^{def}= χ_1([V X]_k)) naqinaetsØ s bukvy a. Deæstvitel~no, pust~ W X ∈ A_{t,W} . Pri

k 6 |V | imeem:

χ_1([V X]_k) = χ_1([V ]_k) = [[V ]_k]_1 = [V ]_1 = χ_1(W ) = χ_1([W X]_{t=|W |}) = a.

Pri k = |V | + r (r > 0) imeem:

χ_1([V X]_k) = χ_1(V [X]_r) = χ_1(W [X]_r) = χ_1([W X]_{t+r}) = a.

OstaetsØ zametit~, qto μ^∞(q(A_{t,W} )) = μ^∞(A_{t,W} )/(|S|^{|V |−t}) > 0.

Opredelenie. DlØ traektorii pravogo sluqaænogo blußdaniØ

τ = {τ_n} opredelim funkci¸ ϕ_τ : Z_+ → Z_+ sledu¸wim obrazom:

ϕ_τ (n) := |ρ(τ_n)| − max{k ∈ Z_+ | ∀j ∈ N : [ρ(τ_{n+j} )]_k = [ρ(τ_n)]_k}.

Predloßenie 2. Pust~ normal~naØ forma ρ : G → S^∗ udovle-

tvorØet usloviØm teoremy 1. Togda dlØ p. v. traektorii pravogo blußdaniØ τ verno: ϕ_τ (n) = o(n), n → +∞. Dokazatel~stvo. 0. Oboznaqim qerez S^{+∞}_{−∞} mnoßestvo vseh bes-

koneqnyh v obe storony slov v alfavite S, a qerez μ^{+∞}_{−∞} – sootvetstvu¸wu¸ bernullievsku¸ meru na S^{+∞}_{−∞} . DlØ slova X =

. . . x_{−1}x_0x_1x_2 . . . ∈ S^{+∞}_{−∞} i i 6 j ∈ Zqerez [X]_{i,j} budem oboznaqat~

slovo x_ix_{i+1} . . . x_j, a qerez X^+ – slovo x_1x_2 . . . ∈ S^{+∞}.

˚sno, qto dlØ dokazatel~stva predloßeniØ dostatoqno pokazat~, qto dlØ μ^{+∞}_{−∞}-p.v. slova X ∈ S^{+∞}_{−∞} traektoriØ τ = π(X^+) obladaet trebuemym svoæstvom.

202 A. V. MALıTIN

1. Vvedem oboznaqenie S!_{:= {X ∈ S}+∞_{−∞ | ∀i ∈ N, j ∈ Z+ verno: χ([X]−j,i)} = χ([X]_{−j,0})χ([X]_{1,i})}. Iz predloßeniØ 1 (i ego ffkvivalenta dlØ levyh blußdaniæ) v silu dvustoronneæ stabil~nosti normal~noæ formy sleduet, qto μ^{+∞}_{−∞}(S!) > 0. 2. Oboznaqim qerez T preobrazovanie sdviga na S^{+∞}_{−∞} :

T (X) = Y, y_i = x_{i+1}.

Vvedem oboznaqenie H_X (n) := #{i ∈ {1, . . . , n} | T^i(X) ∈ S!}. Kak izvestno, sdvig T ffrgodiqen po otnoxeni¸ k mere μ^{+∞}_{−∞}, i po ffrgodiqeskoæ teoreme dlØ p. v. X ∈ S^{+∞}_{−∞} verno: lim_{n→∞} H_X (n) n = μ^{+∞}_{−∞}(S!) > 0.

3. Pust~ X ∈ S^{+∞}_{−∞} , τ = π(X^+). Pokaßem, qto pri i ∈ N vypolnØ-

etsØ implikaciØ

T^i(X) ∈ S! =⇒ ϕ_τ (i) = 0.

Deæstvitel~no: esli T^i(X) ∈ S!, to, po opredeleni¸ S!, dlØ l¸bogo j > i vypolnØetsØ ravenstvo χ([X]_{1,j}) = χ([X]_{1,i})

χ([X]_{i+1,j}). Pri fftom v silu lemmy 1 slovo χ([X]_{1,i}) = ρ(τ_i) ØvlØ-

etsØ naqalom slova χ([X]_{1,j}) = ρ(τ_j ), i ϕ_τ (i) = 0 po opredeleni¸.

4. Zametim, qto iz geodeziqnosti normal~noæ formy i oprede-

leniØ ϕ prØmo sleduet spravedlivost~ sledu¸wego neravenstva:

ϕ_τ (i + 1) 6 ϕ_τ (i) + 1.

5. Pust~ X ∈ S^{+∞}_{−∞} . Predpoloßim, qto dlØ traektorii τ = π(X^+)

uslovie ϕ_τ (n) = o(n) ne vypolnØetsØ, to est~ suwestvuet takoe

c > 0, qto dlØ skol~ ugodno bol~xogo N naædetsØ takoe k > N ,

qto ϕ_τ (k) > ck. Esli ϕ_τ (k) > ck, to, v silu p. 4 dokazatel~stva,

GRANICA PUASSONA�FıRSTENBERGA 203 dlØ kaßdogo i ∈ {k − [ck], k − [ck] + 1, . . . , k} spravedlivo neravenstvo ϕ_τ (i) > 0, i, sledovatel~no, T^i(X) ∉ S! (sm p. 3). Sledovatel~no, H_X (k) = H_X (k − [ck]) i ( H_X (k) k )/ ( H_X (k − [ck] − 1) k − [ck] − 1 ) = k − [ck] − 1 k < 1 − c. Ots¸da zakl¸qaem, qto posledovatel~nost~^{HX (n)}_n libo ne shoditsØ, libo shoditsØ k nul¸, a po p. 2 mera mnoßestva takih posledovatel~nosteæ ravna nul¸.

Snos blußdaniØ. Kak izvestno (sm., naprimer, [1] i ukazannu¸

tam literaturu), dlØ sluqaænogo blußdaniØ (G, μ) naædetsØ takoe qislo ℓ, nazyvaemoe snosom blußdaniØ, qto dlØ p. v. traektorii τ verno: ||τ_n| − ℓn| = o(n). Opredelim dlØ traektorii τ funkci¸ ψ_τ : Z_+ → R, poloßiv ψ_τ (n) := ||τ_n| − ℓn|. Takim obrazom, dlØ p. v. traektorii τ verno: ψ_τ (n) = o(n). Opredelenie. Opredelim dlØ stabil~noæ normal~noæ formy ρ

semeæstvo otobraßeniæ π_n : Λ_ρ → G sledu¸wim obrazom:

π_n(ρτ ) := π([ρτ ]_{[ℓn]}).

(Zdes~ ℓ – snos rassmatrivaemogo blußdaniØ, [ℓn] – celaØ qast~ qisla ℓn.)

Predloßenie 3. Pust~ normal~naØ forma ρ : G → S^∗ udovletvo-

rØet usloviØm teoremy 1. Togda dlØ p. v. traektorii τ verno: |π_n(ρτ )τ^{−1}_n | = o(n), n → +∞. Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ funkcii ϕτ , dlØ vsØkogo n ∈

N vypolnØetsØ ravenstvo [ρτ ]_{|τn|−ϕτ (n)} = [ρτ_n]_{|τn|−ϕτ (n)}. DlØ fiksirovannoæ traektorii τ rassmotrim posledovatel~- nost~ fflementov gruppy g_n := π([ρτ ]_{|τn|−ϕτ (n)})^{def(ϕτ )}= π([ρτ_n]_{|τn|−ϕτ (n)}).

204 A. V. MALıTIN Tak kak toqka g_n leßit na geodeziqeskom otrezke, soedinØ¸wem toqki e i τ_n, to |g_nτ^{−1}_n | = |τ_n| − |g_n| = ϕ_τ (n). Poskol~ku toqki g_n i π_n(ρτ ) leßat na odnom geodeziqeskom luqe, vyhodØwem iz toqki e, to |π_n(ρτ )g^{−1}_n | = ||g_n| − |π_n(ρτ )|| = ||g_n| − [ℓn]|. Zametim, qto ||g_n| − [ℓn]| 6 ||g_n| − |τ_n|| + ||τ_n| − [ℓn]| 6 ϕ_τ (n) + ψ_τ (n) + 1. Ots¸da, vospol~zovavxis~ neravenstvom treugol~nika dlØ toqek τ_n, π_n(ρτ ) i g_n, zakl¸qaem, qto

|π_n(ρτ )τ^{−1}_n | 6 |π_n(ρτ )g^{−1}_n |+|g_nτ^{−1}_n | 6 ψ_τ (n)+ ϕ_τ (n)+1+ ϕ_τ (n) = o(n).

Spravedlivost~ teoremy 1 sleduet iz predloßeniØ 3 i sledu- ¸wego kriteriØ maksimal~nosti granicy, izvestnogo kak “Ray

criterion” (v roli (B, λ) vystupaet prostranstvo (Λ_ρ, λ), v roli

bnd – otobraßenie ρ):

Kriteriæ (Kaæmanoviq [3]). Pust~ (B, λ) – μ-granica pary

(G, μ), bnd : Ω → B – sootvetstvu¸wee otobraßenie, i pust~ π_n : B → G – nabor otobraßeniæ, takoæ, qto dlØ p. v. traektorii τ verno: |π_n(bndτ )τ^{−1}_n | = o(n), n → +∞. Togda granica (B, λ) maksimal~na, to est~ ØvlØetsØ graniceæ Puassona–F¸rstenberga.

3. Lokal~no-svobodnaØ gruppa PonØtie lokal~no-svobodnoæ gruppy vvoditsØ v rabotah [1, 2]. Lokal~no-svobodnoæ gruppoæ LF s n (> 1) obrazu¸wimi nazyva¸t gruppu LF := ⟨s_1, . . . , s_n | s_is_j = s_j s_i, |i − j| ¿ 2⟩. Qerez S := {s_1, . . . , s_n, s^{−1}_1 , . . . , s^{−1}_n } dalee budem oboznaqat~ simmetriqnoe mnoßestvo obrazu¸wih gruppy LF.

GRANICA PUASSONA�FıRSTENBERGA 205

EstestvennaØ normal~naØ forma. Opredelim matricu M =

(m_{a,b})_{a,b∈S} , poloßiv

m_sδ_{i ,s}ϵ_j = 1, esli i − 1 6 j i s^δ_i ≠ s^{−ϵ}_j , i m_sδ_{i ,s}ϵ_j = 0 v protivnom sluqae.

Pust~ L_M ⊂ S^∗ – markovskiæ Øzyk, zadavaemyæ matriceæ M , t. e. w_1w_2 · · · w_k ∈ L_M ⇐⇒ ∀j ∈ {1 . . . k − 1} : m_{wj wj}+1 = 1 (pustoe slovo i vse odnobukvennye slova prinadleßat L_M ).

Predloßenie 4. Kaßdyæ fflement lokal~no-svobodnoæ gruppy

predstavlen edinstvennym slovom Øzyka L_M . Inymi slovami, otobraßenie ρ := (π|_{LM} )^{−1} : LF → L_M

(zdes~ π|_{LM} – ograniqenie estestvennoæ proekcii π na mnoßestvo

L_M ) korrektno opredeleno i ØvlØetsØ normal~noæ formoæ.

Opredelenie. Budem nazyvat~ otobraßenie ρ := (π|L_M )^{−1} este-

stvennoæ normal~noæ formoæ dlØ LF.

Predloßenie 5. EstestvennaØ normal~naØ forma v lokal~no-

svobodnoæ gruppe ØvlØetsØ

1) ffrgodiqnoæ markovskoæ. 2) geodeziqeskoæ.

3) dvustoronne stabil~noæ.

Predloßenie 5 i teorema 1 vlekut

Sledstvie 1. V lokal~no-svobodnoæ gruppe estestvennaØ nor-

mal~naØ forma ØvlØetsØ polnoæ. Takim obrazom, mnoßestvo vseh beskoneqnyh slov estestvennoæ normal~noæ formy (s obrazom mery μ^∞ pri otobraßenii ρ) est~ realizaciØ granicy Puassona– F¸rstenberga lokal~no-svobodnoæ gruppy.

Ostatok fftogo paragrafa posvØwen dokazatel~stvu predloßeniæ 4 i 5.

206 A. V. MALıTIN

Opredelenie. Nazovem operacieæ normalizacii otobraßenie

n : S^∗ → S^∗, opredelennoe sledu¸wim obrazom: dlØ kaßdogo W ∈ L_M poloßim

n(W ) = W ; (n.0)

dlØ slova W = w_1w_2 · · · w_k ∈ S^∗ r L_M pust~ j = min{i ∈ 1, . . . , k −1 | m_{wi ,wi}+1 = 0} i w_jw_{j+1} = s^δ_ps^ϵ_q . ˚sno, qto pri fftom

libo w_j = w^{−1}_{j+1} – v fftom sluqae poloßim

n(W ) = w_1 · · · w_{j−1}w_{j+2} · · · w_k; (n.1)

libo p > q – v fftom sluqae poloßim

n(W ) = w_1 · · · w_{j−1}w_{j+1}w_j w_{j+2} · · · w_k. (n.2)

Iz dannogo opredeleniØ sleduet, qto dlØ kaßdogo slova W ∈ S^∗ verny sootnoxeniØ π(n(W )) = π(W ); |n(W )| 6 |W |. Lemma 2. DlØ kaßdogo W ∈ S^∗ naædetsØ qislo r = r(W ) ∈ N,

takoe, qto n^r(W ) ∈ L_M .

Dokazatel~stvo. Vvedem na S^∗ otnoxenie qastiqnogo porØdka

≺, opredelØemoe sledu¸wim obrazom. Pust~ X, Y ∈ S^∗. Pri |X| < |Y | poloßim X ≺ Y . Pri |X| = |Y | = k i X = s^δ1_p1 . . . s^{δk}_{pk} , Y = s^ϵ1_q1 . . . s^{ϵk}_{qk} poloßim X ≺ Y , esli dlØ nekotorogo j ∈ {1, . . . , k}

vypolnØetsØ p_j < q_j i p_i = q_i dlØ kaßdogo i < j.

Oqevidno, dlØ dannogo slova W suwestvuet lix~ koneqnoe qislo fflementov S^∗, men~xih (≺) W . Krome togo, iz opredeleniæ Øsno, qto dlØ kaßdogo V ∉ L_M vypolnØetsØ neravenstvo n(V ) ≺ V . Sledovatel~no, naædetsØ takoe r ∈ N, qto n^{r+1}(W ) = n^r (W ). Poslednee ße vypolnØetsØ lix~ v sluqae, kogda n^r (W ) ∈ L_M .

Opredelenie. V silu lemmy 2 korrektno opredeleno otobraße- nie χ̃ : S^∗ → L_M , gde χ̃(W ) := n^{r(W )}(W ).

Iz dannogo opredeleniØ sleduet, qto dlØ kaßdogo slova W ∈

S^∗ vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ π(χ̃(W )) = π(W ); |χ̃(W )| 6 |W |.

GRANICA PUASSONA�FıRSTENBERGA 207

Opredelenie. Budem govorit~, qto slovo V = v1 . . . vk propuska-

et obrazu¸wu¸ w ∈ S, esli dlØ kaßdogo i ∈ {1, . . . , k} vypolnØ¸tsØ usloviØ m_{vi ,w} = 0 i v_i ≠ w^{−1}. (Takim obrazom, esli slovo V ∈ L_M propuskaet w, to χ̃(V w) = wV .)

Lemma 3. Pust~ W ∈ LM , w ∈ S. Togda verno v toqnosti odno iz

dvuh sledu¸wih utverßdeniæ:

1. W = U V , gde V propuskaet w i U w ∈ L_M , pri fftom χ̃(W w) = U wV. 2. W = U w^{−1}V , gde V propuskaet w, pri fftom χ̃(W w) = U V. Dokazatel~stvo. PrØmo sleduet iz opredeleniæ. Dokazatel~stvo predloßeniØ 4. Dostatoqno pokazat~, qto

otobraßenie π|_{LM} : L_M → LF ØvlØetsØ biekcieæ.

1. S¸r¨ektivnost~. Rassmotrim proizvol~nyæ fflement g ∈ LF i slovo W ∈ π^{−1}(g). Iz opredeleniØ χ̃ sleduet, qto χ̃(W ) ∈

L_M . Pri fftom, oqevidno, π|_{LM} (χ̃(W )) = π(W ) = g.

2. In¨ektivnost~. OpiraØs~ na lemmu 3, nesloßno pokazat~, qto dlØ proizvol~nyh W ∈ L_M i w ∈ S vypolnØetsØ ravenstvo χ̃(W ww^{−1}) = W, a dlØ vsØkih kommutiru¸wih fflementov v, u ∈ S vypolnØetsØ ravenstvo χ̃(W uv) = χ̃(W vu). Ots¸da sleduet, qto dlØ l¸byh U, V ∈ S^∗ i w ∈ S vypolnØetsØ ravenstvo χ̃(U V ) = χ̃(U ww^{−1}V ), a dlØ vsØkih kommutiru¸wih fflementov v, u ∈ S vypolnØetsØ ravenstvo χ̃(U uvV ) = χ̃(U vuV ). Ots¸da zakl¸qaem, qto dlØ l¸byh X, Y ∈ S^∗ pri π(X) = π(Y ) verno χ̃(X) = χ̃(Y ). Takim obrazom, esli X, Y ∈ L_M i π(X) =

π(Y ), to X = χ̃(X) = χ̃(Y ) = Y . A ffto i oznaqaet, qto π|_{LM} –

in¨ektivnoe otobraßenie.

208 A. V. MALıTIN

Zameqanie. Iz provedennogo dokazatel~stva sleduet, qto χ̃ = ρπ = χ. To est~ otobraßenie χ̃, opredelennoe v nastoØwem paragrafe, sovpadaet s otobraßeniem χ (sm. §2). Dalee vmesto χ̃ pixem χ.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 5. 1. PrØmo sleduet iz oprede-

leniØ.

2. Pust~ g ∈ LF, i pust~ W ∈ π^{−1}g – takoe slovo, qto |W | = |g|. Iz opredeleniØ χ sleduet, qto |χ(W )| 6 |W |. Vmeste s tem,

ρ(g) = χ(W ). Sledovatel~no, |ρ(g)| = |χ(W )| = |g|.

3. Dokaßem stabil~nost~ sleva. (Dokazatel~stvo stabil~nosti sprava provoditsØ analogiqno.)

3.0. Rassmotrim nabor {F_{(i)}}_{i∈{1,... ,n−1}}, gde F_{(i)} := ⟨s_i, s_{i+1} |⟩ – svobodnaØ gruppa s dvumØ obrazu¸wimi, ØvlØ¸waØsØ faktorgruppoæ LF po normal~noæ podgruppe, poroßdennoæ mnoßestvom

{s_1, . . . , s_n} r {s_i, s_{i+1}}. Qerez p_i : LF → F_{(i)} oboznaqim estestven-

nu¸ proekci¸. Qerez ρ_i : F_{(i)} → {s_i, s^{−1}_i , s_{i+1}, s^{−1}_{i+1}}^∗ budem oboznaqat~ kanoniqesku¸ normal~nu¸ formu v svobodnoæ gruppe

F_{(i)}.

3.1. ˚sno, qto, kakovy by ni byli g ∈ LF i W ∈ π^{−1}(g), slovo

ρ_i(p_ig) poluqaetsØ udaleniem iz W vseh bukv, vhodØwih v mno-

ßestvo S r {s_i, s^{−1}_i , s_{i+1}, s^{−1}_{i+1}} i posledu¸weæ redukcieæ. Ots¸da sleduet, qto koliqestvo vhoßdeniæ bukv s_i, s^{−1}_i , s_{i+1}, s^{−1}_{i+1} v slovo W – ne menee |p_i(g)|; v qastnosti, |W | ¿ |p_i(g)|. Bolee togo, esli

W = U V , gde V propuskaet kaku¸-to iz bukv s_i, s^{−1}_i , s_{i+1}, s^{−1}_{i+1}, to |U | ¿ |p_i(g)|, poskol~ku bukvy s_i, s^{−1}_i , s_{i+1}, s^{−1}_{i+1} ne vhodØt v V po

opredeleni¸ (propuskaemosti).

3.2. Primeniv rassußdenie p. 3.1 k sluqaØm, opisannym v formulirovke lemmy 3, poluqaem, qto dlØ proizvol~nyh g ∈ LF i

i ∈ {1, . . . , n − 1} vypolnØetsØ ravenstvo [ρ(gs^{±1}_i )]_{|pi(g)|−1} = [ρ(g)]_{|pi (g)|−1}. Analogiqnym sposobom vyvoditsØ ravenstvo [ρ(gs^{±1}_n )]_{|pn−}1_{(g)|−1} =

[ρ(g)]_{|pn−}1_{(g)|−1}. Ots¸da sleduet, qto dlØ proizvol~nyh g ∈ LF i w ∈ S vypolnØetsØ ravenstvo

[ρ(gw)]_{d(g)} = [ρ(g)]_{d(g)}, (*) gde d(g) := min{|p_i(g)| − 1}_{1,... ,n−1}.

GRANICA PUASSONA�FıRSTENBERGA 209 3.3. Oboznaqim qerez μ_i obraz mery μ pri proekcii p_i. (Takim obrazom, μ_i(s_i) = μ_i(s_{i+1}) = μ_i(s^{−1}_i ) = μ_i(s^{−1}_{i+1}) = 1/(2n), μ_i(e) = 1 − 2/n.) KaßdaØ para (F_{(i)}, μ_i) opredelØet nevyroßdennoe sluqaænoe blußdanie – blußdanie (LF, μ) “proeciruetsØ” na blußdaniØ

(F_{(i)}, μ_i). Kak izvestno, blußdanie v svobodnoæ gruppe po mere μ_i nevozvratno (sm., naprimer, [4]), t. e. dlØ p. v. (po mere μ^∞_i )

traektorii blußdaniØ η = {η_j} v gruppe F_{(i)} vypolnØetsØ |η_j| → ∞ pri j → ∞. Ots¸da v svo¸ oqered~ sleduet, qto dlØ p. v. (po mere μ^∞) traektorii blußdaniØ τ = {τ_j} v gruppe LF vypolnØetsØ d(τ_j) → ∞ pri j → ∞. Poslednee, vkupe s ravenstvom (∗), oqevidno, oznaqaet, qto normal~naØ forma ρ ØvlØetsØ stabil~noæ.

4. Gruppy, lokal~no-svobodnye otnositel~no grafa

Teorema 1 pozvolØet opisat~ granicu Puassona–F¸rstenberga v obwem sluqae gruppy, lokal~no-svobodnoæ otnositel~no grafa (sm. [5]).

Opredelenie. Pust~ Y – graf s n verxinami i R – matrica in-

cidentnosti grafa Y . Napomnim, qto R – simmetriqnaØ n × n matrica iz nuleæ i edinic; na pereseqenii i-go stolbca i j-æ stroki stoit edinica, esli verxiny grafa i, j soedineny rebrom, i nul~ – v protivnom sluqae (na diagonali stoØt nuli). Gruppoæ, lokal~no-svobodnoæ otnositel~no grafa Y (gruppoæ LSOG) budem nazyvat~ gruppu F_Y := ⟨s_1, . . . , s_n | s_is_j = s_j s_i, R(i, j) = 0⟩. Gruppu F_Y budem nazyvat~ neprivodimoæ, esli graf Y svØzen (t. e. matrica R ffrgodiqna).

Netrudno videt~, qto vsØkaØ gruppa LSOG ØvlØetsØ prØmoæ summoæ neprivodimyh grupp LSOG. Pofftomu zadaqa opisaniØ granicy Puassona–F¸rstenberga grupp LSOG svoditsØ k zadaqe opisaniØ granicy Puassona–F¸rstenberga neprivodimoæ gruppy LSOG.

210 A. V. MALıTIN

Sistema obrazu¸wih sloev. Nazovem podmnoßestvo B ⊂ S =

{s_1, . . . , s_m, s^{−1}_1 , . . . , s^{−1}_m } sloem, esli B sostoit iz poparno kom-

mutiru¸wih fflementov i, krome togo, ne soderßit par vzaimno obratnyh fflementov (w i w^{−1}). V qastnosti, kaßdyæ fflement S ØvlØetsØ sloem. Budem otoßdestvlØt~ sloæ s fflementom gruppy, ØvlØ¸wimsØ proizvedeniem vseh fflementov dannogo sloØ. Mnoßestvo vsevozmoßnyh nepustyh sloev oboznaqim qerez S. Oqevidno, S ØvlØetsØ simmetriqnoæ sistemoæ obrazu¸wih gruppy

F_Y .

Markovskiæ Øzyk. Opredelim matricu M = (mA,B )A,B∈S , po-

loßiv

m_{A,B} = 1, esli ∀s^ϵ_j ∈ B ∃s^δ_i ∈ A : (R(i, j) = 1) ∨ (s^ϵ_j = s^δ_i ), i m_{A,B} = 0 v protivnom sluqae.

Predloßenie 6. Pust~ FY – neprivodimaØ gruppa, lokal~no-

svobodnaØ otnositel~no grafa Y , S – ee sistema obrazu¸wih sloev, M – opisannaØ vyxe matrica, L_M – markovskiæ Øzyk, zadavaemyæ matriceæ M. Togda otobraßenie

ϱ := (π|_{LM} )^{−1} : F_Y → L_M

korrektno opredeleno i ØvlØetsØ normal~noæ formoæ v F_Y .

Normal~naØ forma ϱ ØvlØetsØ ffrgodiqnoæ markovskoæ, geodeziqeskoæ i dvustoronne stabil~noæ po otnoxeni¸ k ravnomernoæ mere na mnoßestve S.

Takim obrazom, v silu teoremy 1 normal~naØ forma ϱ ØvlØetsØ polnoæ i mnoßestvo vseh zadavaemyh matriceæ M beskoneqnyh dopustimyh slov, snabßennoe sootvetstvu¸weæ garmoniqeskoæ meroæ, est~ realizaciØ granicy Puassona–F¸rstenberga gruppy F_Y .

Dokazatel~stvo predloßeniØ 6 moßet byt~ provedeno po sheme vyxeprivedennyh dokazatel~stv predloßeniæ 4 i 5. Tak, dlØ gruppy F_Y i ee sistemy obrazu¸wih sloev estestvennym obrazom opredelØetsØ operaciØ normalizacii (dlØ kaßdoæ pary sloev A, B naædetsØ libo takoæ (vozmoßno, pustoæ) sloæ C, qto

AB = C; libo takaØ para sloev C, D, qto AB = CD i m_{C,D} = 1).

GRANICA PUASSONA�FıRSTENBERGA 211 RutinnaØ proverka, ispol~zu¸waØ operaci¸ normalizacii, pokazyvaet, qto opisannoe v formulirovke predloßeniØ 6 otobraßenie ϱ ØvlØetsØ normal~noæ formoæ. Markovost~ i ffrgodiqnost~ fftoæ formy prØmo sleduet iz opredeleniæ, a dlØ dokazatel~stva ee geodeziqnosti dostatoqno snova obratit~sØ k operacii normalizacii. Nakonec, dlØ dokazatel~stva dvustoronneæ stabil~nosti formy ϱ moßno pribegnut~ k priemu, ispol~zovannomu v dokazatel~stve dvustoronneæ stabil~nosti estestvennoæ normal~noæ formy v lokal~no-svobodnoæ gruppe. Zametim, odnako, qto v dannom sluqae dokazatel~stvo stabil~nosti sprava ne ØvlØetsØ kal~koæ dokazatel~stva stabil~nosti sleva i trebuet provedeniØ nekotoryh dopolnitel~nyh rassußdeniæ.

Literatura 1. A. M. Verxik, DinamiqeskaØ teoriØ rosta v gruppah: ffntropiØ, granicy,

primery. — UMN 55, vyp. 4 (2000), 59–128.

2. A. Vershik, S. Nechaev, R. Bikbov, Statistical properties of locally free groups with

applications to braid groups and growth of random heaps. — Comm. Math. Phys. 212, no. 2 (2000), 469–501.

3. V. A. Kaimanovich, The Poisson formula for groups with hyperbolic properties. —

Ann. Math. 152 (2000), 659–692.

4. E. B. Dynkin, M. B. Mal¸tov, Sluqaænoe blußdanie na gruppah s koneq-

nym qislom obrazu¸wih. — DAN SSSR 173 (1961), 1042–1045.

5. P. Cartier, D. Foata, Problèmes combinatoires de commutation et réarrangements.

— Lecture Notes in Math. 85 (1969).

Malyutin A. V. The Poisson–Furstenberg boundary of a locally free group.

Following the research plan outlined by A. M. Vershik in [1], we describe the Poisson–Furstenberg boundary of locally free groups in terms of infinite stable normal forms.

Postupilo 18 sentØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: malyutin@pdmi.ras.ru