Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 301, 2003 g.

P. P. Nikitin REALIZACI˚ NEPRIVODIMYH DVUSTROQEQNYH PREDSTAVLENI` Sn V BESKVADRATNYH SIMMETRIQESKIH FORMAH

1. Formulirovki i opredeleniØ

PredstavleniØ simmetriqeskoæ gruppy izuqa¸tsØ dostatoqno davno (sm., naprimer, [1, 4, 2]), no ih postroenie svØzano s privleqeniem nekotoryh special~nyh konstrukciæ, takih kak “moduli Xpehta”. DannaØ stat~Ø posvØwena opisani¸ bolee prostoæ realizacii predstavleniæ, otveqa¸wih dvustroqeqnym diagrammam. Avtor blagodaren A. M. Verxiku za postanovku zadaqi i mnogoqislennye obsußdeniØ.

Nam potrebu¸tsØ nekotorye oboznaqeniØ. Vvedem mnoßestvo

F^k_n = { {i_1, . . . , i_k}| 1 6 i_j 6 n pri 1 6 j 6 k, i_p ≠ i_q pri p ≠ q }

naborov iz k 6 n razliqnyh qisel (s uqetom porØdka) iz promeßutka ot 1 do n. DlØ I = {i_1, . . . , i_k} ∈ F^k_n i j ∈ {1, . . . , n}, j ∉ I, poloßim jI = {i_1, . . . , i_k, j} ∈ F^{k+1}_n . DlØ σ ∈ S_k poloßim σ ∗ I = {i_{σ(1)}, . . . , i_{σ(k)}}; dlØ σ ∈ S_n poloßim σI = {σ(i_1), . . . , σ(i_k)}. Qerez x_I budem oboznaqat~ proizvedenie x_{i1} · . . . · x_{ik} .

Pust~ A_{n,k} — vektornoe prostranstvo beskvadratnyh simmetriqnyh k-lineænyh form ot n peremennyh, i pust~ A^0_{n,k} – podprostranstvo prostranstva A_{n,k}, zada¸weesØ uravneniØmi vida “summa po l¸bomu odnomernomu napravleni¸ ravna nul¸”, t. e. A_{n,k} = { ∑ I∈F^k_n c_I x_I| c_{σ∗I} = c_I dlØ l¸bogo σ ∈ S_k } , (1)

A^0_{n,k} = { ∑ c_I x_I ∈ A_{n,k}| ∑ j∉I0 c_I0_j = 0 dlØ l¸bogo I^′ ∈ F^{k−1}_n } . (2)

Qastiqno podderßano grantom RFFI 02-01-00093 i grantom Prezidenta Rossiæskoæ Federacii dlØ podderßki veduwih nauqnyh xkol nomer NX- 2251.2003.1. 212

REALIZACI˚ NEPRIVODIMYH PREDSTAVLENI` 213 V prostranstve A_{n,k} imeetsØ estestvennoe deæstvie simmetriqeskoæ gruppy S_n: σ · ∑ I∈F^k_n c_I x_I = ∑ I∈F^k_n c_{σI} x_I , σ ∈ S_n.

Podprostranstvo A^0_{n,k}, oqevidno, invariantno otnositel~- no fftogo deæstviØ. Oboznaqim sootvetstvu¸wie predstavleniØ gruppy S_n qerez π_{n,k} i π^0_{n,k}. Budem oboznaqat~ modul~ Xpehta, otveqa¸wiæ diagramme λ, qerez ν^λ.

Teorema 1.1. π^0_{n,k} ∼= ν^{(n−k,k)}; π_{n,k} ∼= k∑ ℓ=0 ν^{(n−ℓ,ℓ)}; (3)

sootvetstvu¸wee razloßenie na ortogonal~nye^1podprostranstva imeet vid A_{n,k} = k∑ ℓ=0 H_ℓ, H_0 = { c · ∑ I∈F^k_n x_I | c ∈ C } , H_k = A^0_{n,k},

H_ℓ = { ∑ I∈F^k�^ℓ_n ( x_I · ∑ J∈F^ℓ_n, J∩I=∅ c_J x_J )| | ∑ j∉J0 c_J0_j = 0 dlØ l¸bogo J^′ ∈ F^{ℓ−1}_n } . (4) Zameqanie. DlØ An,1 my poluqim razloßenie natural~nogo

deæstviØ S_n v n-mernom prostranstve na neprivodimye komponenty:

A_{n,1} = H_0 + H_1; H_0 = {c · ∑ 16i6n^{xi| c ∈ C }, H1 = {} ∑ 16j6n^{cj xj|} ∑ 16j6n^{cj = 0}.} DlØ A_{n,2} my poluqim pervoe soderßatel~noe razloßenie na neprivodimye komponenty, pozvolØ¸wee sozdat~ predstavlenie

1Otnositel~no invariantnogo skalØrnogo proizvedeniØ

⟨P_{I cI xI ,} P_{I c0I xI ⟩ =} P_{I cI c0I .}

214 P. P. NIKITIN ob obwem sluqae:

A_{n,2} = H_0 + H_1 + H_2; H_0 = {c · ∑ 16i<j6n^{xij| c ∈ C },} H_1 = { ∑ 16i6n ( x_i ∑ 16j6n, j≠i^{cj xj} ) | ∑ 16j6n^{cj = 0},} H_2 = { ∑ 16i<j6n^{cijxij|} ∑ 16j6n, j≠i^{cij = 0} dlØ l¸bogo 1 6 i 6 n}.

Teorema 1.2.

Res_{Sn}�_1 π^0_{n,k} ∼= π^0_{n−1,k} + π^0_{n−1,k−1}, n > 2k; (5)

Res_{Sn}�_1 π^0_{n,k} ∼= π^0_{n−1,k−1}, n = 2k. (6) Suwestvu¸t izomorfizmy α^k_n i β^k_n, dlØ kotoryh sootvetstvu¸- wee razloßenie prostranstva A^0_{n,k} na ortogonal~nye komponenty imeet vid A^0_{n,k} = α_{n,k}(A^0_{n−1,k}) ⨁ β_{n,k}(A^0_{n−1,k−1}). (7) Razloßenie (5) sleduet, v silu (3), iz sootvetstvu¸wego fakta dlØ moduleæ ν^{(n−k,k)}, pofftomu soderßatel~naØ qast~ teoremy 1.2 – postroenie izomorfizmov.

Dokazatel~stvo teoremy 1.1 opiraetsØ na sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 1.1. Suwestvu¸t biekcii Sn-moduleæ ϕ^k_n i ψ^k_n, udo-

vletvorØ¸wie ravenstvam A_{n,k} = ψ^k_n(A_{n,k−1}) ⨁ A^0_{n,k}, A^0_{n,k} = ϕ^k_n(ν^{(n−k,k)}). Izomorfizmy (3) sledu¸t iz predloßeniØ neposredstvenno, razloßenie (4) sleduet iz opredeleniØ biekcii ψ^k_n (sm. niße).

DlØ dokazatel~stva predloßeniØ nad potrebu¸tsØ dve lemmy:

Lemma 1.1. Suwestvuet in¨ektivnyæ gomomorfizm Sn-moduleæ ϕ^k_n : ν^{(n−k,k)} → A^0_{n,k}. Lemma 1.2. Suwestvuet in¨ektivnyæ gomomorfizm Sn-moduleæ ψ^k_n : A_{n,k−1} → A_{n,k}, pri fftom ψ^k_n(A_{n,k−1})⊥A^0_{n,k}. Predloßenie budet sledovat~ iz sformulirovannyh lemm i soobraßeniæ razmernosti.

REALIZACI˚ NEPRIVODIMYH PREDSTAVLENI` 215 2. Dokazatel~stva

Dokazatel~stvo lemmy 1.1. My budem pol~zovat~sØ nekotory-

mi faktami teorii predstavleniæ simmetriqeskoæ gruppy (sm., naprimer, [3]). Rassmotrim modul~ M^{(n−k,k)}, poroßdennyæ vsemi tabloidami^2 {T }, otveqa¸wimi diagramme (n − k, k). Modul~ Xpehta, otveqa¸wiæ fftoæ diagramme (i zada¸wiæ kanoniqesku¸ realizaci¸ sootvetstvu¸wego neprivodimogo predstavleniØ), moßno zadat~ kak podmodul~ fftogo modulØ, poroßdennyæ fflementami v_T = ∑ C(T ) sgn(q){q · T }, (8) gde C(T ) – podgruppa ınga, sohranØ¸waØ stolbcy tablicy.

Postroim otobraßenie^¯ϕ^k_n : M^{(n−k,k)} → A_{n,k}, sopostaviv tabloidu {T } = i_{k+1} · · · · · i_n i_1 i_2 · · · i_k

formu ∑ J∈F^k_n cJ xJ , u kotoroæ cσ∗I = cI = 1 dlØ I = {i1, . . . , ik} i l¸bogo σ ∈ S_k, i c_J = 0 v protivnom sluqae. Oboznaqim qerez ϕ^k_n sußenie postroennogo otobraßeniØ na podprostranstvo, poroßdennoe fflementami v_T . OpiraØs~ na formulu (8) nesloßno proverit~, qto l¸baØ forma ϕ^k_n(v_T ) leßit v A^0_{n,k}, t.k. v l¸boæ iz summ iz opredeleniØ (2) libo vse fflementy ravny 0, libo suwestvuet rovno dva nenulevyh fflementa, ravnyh 1 i −1.

DlØ dokazatel~stva in¨ektivnosti vvedem leksikografiqeskiæ porØdok na tabloidah: T < T^′, esli dlØ sootvetstvu¸wih vtoryh strok tabloidov I = {i_1 < . . . < i_k} i I^′ = {i^′_1 < . . . < i^′_k} vypolneno I < I^′ v smysle leksikografiqeskogo porØdka. �lementy {v_S }, kogda S probegaet mnoßestvo standartnyh tablic na diagramme (n − k, k), zada¸t bazis modulØ Xpehta; leksikografiqeskiæ porØdok pozvolØet lineæno uporØdoqit~ kak standartnye tablicy dlØ diagrammy (n − k, k), tak i kofffficienty c_I formy ∑ I c_I x_I . Esli my rassmotrim fflement v_S , otveqa¸wiæ standartnoæ tablice S, to v summe (8) tabloid {S}, oqevidno, strogo bol~xe ostal~nyh slagaemyh v smysle leksikografiqeskogo porØdka. Pofftomu dlØ proizvol~nogo fflementa

2T.e., v dannom sluqae, naborami iz dvuh strok qisel, dliny n − k i k, bez uqeta porØdka v strokah.

216 P. P. NIKITIN ϕ^k_n( ∑ S d_S v_S ) = ∑ I c_I x_I starxiæ v smysle porØdka kofffficient c_I raven starxemu kofffficientu d_S , qto dokazyvaet in¨ektivnost~. �

Dokazatel~stvo lemmy 1.2. Rassmotrim vloßenie ψ^k_n : An,k−1

→ A_{n,k}, zadavaemoe sledu¸wim obrazom: ψ^k_n ( ∑ I∈F^k�1_n c_I x_I ) = ∑ 16j6n^{xj} ∑ J∈F^k�1_n , j∉J c_J x_J . Nesloßno ponØt~, qto ψ^k_n ( ∑ I∈F^k�1_n c_I x_I ) = ∑ J0_{∈F} k_n ( ∑ J∈F^k�1_n , J⊂J0 c_J ) x_J0 = ∑ J∈F^k�1_n ( c_J ∑ j∉J x_{jJ} ) , (9) pri fftom pervoe ravenstvo dokazyvaet korrektnost~ postroennogo otobraßeniØ; vtoroe ravenstvo, vmeste s opredeleniem (2), pozvolØet utverßdat~, qto ψ^k_n(A_{n,k−1})⊥A^0_{n,k}. Dokaßem lemmu po indukcii. Pri k = 1 imeem ψ^1_n : A_{n,0} → A_{n,1}, ψ^1_n(a) = a ∑_n i=1 x_i – oqevidnaØ in¨ekciØ.

Pust~ teper~ otobraßenie ψ^k_n in¨ektivno, i pust~ dlØ nekotoroæ formy ∑ I∈F^k_n cI xI vypolneno ψ k+1 n ( ∑ I c_I x_I ) = 0. Togda, v silu (9), dlØ l¸bogo nabora indeksov J^′ = jJ ∈ F^{k+1}_n imeem 0 = ∑ I0_{∈F} k_{n , I}0_{⊂J}0 c_I0 = c_J + ∑ I∈F^k�1_n , I⊂J c_{jI} . (10)

DlØ l¸bogo nabora indeksov J ∈ F^k_n i kakih-libo qisel p, q ∉ J rassmotrim dva nabora indeksov J^′_1 = Jp i J^′_2 = Jq. DlØ I ∈ F^{k−1}_n vvedem fflementy c^p_I ≡ c_{pI} , c^q_I ≡ c_{qI} . Ravenstvo (10) pozvolØet nam utverßdat~, qto dlØ l¸bogo J ∈ F^k_n ∑ I∈F^k�1_n , I⊂J c^p_I − ∑ I∈F^k�1_n , I⊂J c^q_I = 0.

�to znaqit, qto ϕ^k_n (∑ c^p_I x_I ) = ϕ^k_n (∑ c^q_I x_I ) ,

REALIZACI˚ NEPRIVODIMYH PREDSTAVLENI` 217 sledovatel~no, v silu indukcionnogo predpoloßeniØ, c_{pI} = c_{qI} dlØ l¸bogo J ∈ F^k_n i l¸byh p, q ∉ J, otkuda sleduet trebuemaØ in¨ektivnost~. �

DlØ dokazatel~stva predloßeniØ 1.1 teper~ dostatoqno proverki ravenstva dim(A_{n,k−1}) + dim(ν^{(n−k,k)}) = dim(A_{n,k}), opira¸- weæsØ na prØmoæ podsqet:

dim(A_{n,k}) = C^k_n, i dim(ν^{(n−k,k)}) = n! k!(n − k + 1)!

(n − 2k + 1),

gde vtoraØ razmernost~ moßet byt~ vyqislena, naprimer, po formule kr¸kov.

DlØ dokazatel~stva razloßeniØ (4) zametim, qto, vo-pervyh, ψ^k_n · ψ^{k−1}_n · . . . · ψ^{ℓ+1}_n ( ∑ I∈F^ℓ_n c_I x_I) = ∑ J∈F^k�^ℓ_n x_J ( ∑ I∈F^k_n , I∩J =∅ c_I x_I ) ,

i, vo-vtoryh, esli A_{n,k} = ∑_k ℓ=0 H_ℓ, to (polagaØ A^0_{n,0} = A_{n,0} = C)

H_ℓ = ψ^k_n · ψ^{k−1}_n · . . . · ψ^{ℓ+1}_n (A^0_{n,ℓ}), 0 6 ℓ 6 k.

Dokazatel~stvo teoremy 1.2. Dostatoqno postroit~ izomor-

fizmy α^k_n : A^0_{n−1,k} → A^0_{n,k} i β^k_n : A^0_{n−1,k−1} → A^0_{n,k}. Pust~ f ∈ A^0_{n−1,k}; oboznaqim α^k_n(f) = ∑ I∈F^k_n [α k n(f)]_I x_I i poloßim

[α^k_n(f)]_I = f_I , I ∈ F^k_{n−1}; [α^k_n(f)]_I = 0, I ∈ F^k_n , n ∈ I. (11)

[β^k_n(f)]_I = [ψ^k_{n−1}(f)]_I , I ∈ F^k_{n−1}; n∑ j=1 [β^k_n(f)]_I = 0, dlØ l¸bogo I ∈ F^k_{n−1}. (12)

Korrektnost~ otobraßeniØ β^k_n – prØmoe vyqislenie; korrektnost~ otobraßeniØ α^k_n, in¨ektivnost~ oboih otobraßeniæ i S_{n−1}-invariantnost~ obrazov oqevidny. Ortogonal~nost~ obrazov α^k_n(A^0_{n−1,k})⊥β^k_n(A^0_{n−1,k−1}) neposredstvenno sleduet iz ortogonal~nosti prostranstv A^0_{n−1,k} i A^0_{n−1,k−1}. Pofftomu razloßenie (7), kak i izomorfizm (5) dlØ n = 2k, sleduet iz soobraßeniæ razmernosti. �

218 P. P. NIKITIN Literatura 1. G. Dßeæms, TeoriØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp. — M., Mir (1982).

2. I. Makdonal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. — M., Mir (1985).

3. W. Fulton, Young Tableaux. — Cambridge University Press (1997).

4. G. James and A. Kerber, The Representation Theory of the Symmetric Group.

— Encyclopedia of Mathematics and Its Applications, vol. 16, Addison-Wesley (1981).

Nikitin P. P. A realization of the irreducible representations of S_n corresponding to 2-row diagrams in square-free symmetric multilinear forms.

The article gives a simple realization of the representations of S_n corresponding to 2-row diagrams and an explicit description of the corresponding branching rule. The representations form a subgraph of the Young graph, and they are realized in square-free symmetric multilinear forms.

22 sentØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: pnik@AN4760.spb.edu