Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

N. V. Proskurin

O SUMMAH KLOSTERMANA S HARAKTERAMI

Vvedenie. V fftoæ stat~e my dokaßem nekotorye formuly dlØ

klassiqeskih summ Klostermana Kl(c) = ∑ x∈F^∗_q e_q (x^{−1} + cx), c ∈ F_q , (1)

i dlØ summ Klostermana s harakterami Kl(c; χ) = ∑ x∈F^∗_q e_q (x^{−1} + cx) χ(x), c ∈ F_q , χ ∈ ^F^∗_q . (2)

Zdes~ i dalee,

F_q – koneqnoe pole iz q fflementov, F^∗_q – mul~tiplikativnaØ gruppa polØ F_q , R – pole vewestvennyh qisel, C – pole kompleksnyh qisel, ^F^∗_q – gruppa vseh kompleksnyh harakterov gruppy F^∗_q ,

e_q – netrivial~nyæ kompleksnyæ additivnyæ harakter F_q ,

ϵ – trivial~nyæ harakter gruppy F^∗_q , t.e. edinica gruppy ^F^∗_q . Formuly, dannye niße v dvuh teoremah, my primenØem zatem k summam Klostermana (1) i k summam Sal~e, t.e. k summam (2) s harakterom χ porØdka 2. V qastnosti, my poluqaem nekotorye sootnoxeniØ ortogonal~nosti meßdu vektorami Klostermana i Sal~e (opredeleniØ sm. niße).

Qtoby sformulirovat~ rezul~taty, nam budut nußny summy Gaussa G(c; χ) = ∑ z∈F^∗_q^{eq(cz) χ(z), G(χ) = G(1; χ); (3)}

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke programmy fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy fundamental~noæ matematiki”. 96

O SUMMAH KLOSTERMANA 97

zdes~ c ∈ F_q , χ ∈ ^F^∗_q . PervaØ teorema dostavlØet dve formuly dlØ “svertok” summ Klostermana s harakterami.

Teorema 1. Esli a, b ∈ F^∗_q i μ, ν ∈^^F^∗_q , to Kl(a + b; μν) = 1 q ∑ m,n∈F∗q m+n=1 Kl(am; μ) Kl(bn; ν) μ(m) ν(n)

+ 1 q Kl(a; μ) G(b; ν) + 1 q G(a; μ) Kl(b; ν) (4)

i takße 1 q ∑ m,n∈Fq m+n=1 Kl(am; μ) Kl(bn; ν)

= μ(a) ν(b) { λ(c) Kl(c; λ), esli c ≠ 0, G(λ) v protivnom sluqae, (5) gde λ = μν , c = a + b.

Formuly (4) i (5), po suwestvu, identiqny v sluqae, kogda μ i ν – trivial~nye ili kvadratiqnye haraktery. Odnako, v obwem sluqae oni suwestvenno razliqny. �to zameqanie otnositsØ ravnym obrazom i k pare formul (6–7) dlØ “skalØrnyh proizvedeniæ”, dannyh vo vtoroæ teoreme.

Teorema 2. Esli a, b ∈ F^∗_q i μ, ν ∈^^F^∗_q , to G(a − b; μν) = 1 q ∑ n∈F^∗_q^{Kl(an; μ) Kl(bn; ν) μ(n) ν(n)} + 1 q G(a; μ) G(b; ν) (6)

i takße 1 q ∑ n∈Fq^{Kl(an; μ) Kl(bn; ν) = μ(a) ν(b) G(a − b, μν). (7)} DlØ dokazatel~stva my primenim standartnu¸ tehniku preobrazovaniæ Fur~e i formuly ParsevalØ. Moßno zametit~, qto formula (3.3) iz [1] vleqet za soboæ formuly (4) i (5) v sluqae, kogda q prostoe i μ = ν = ϵ. No my zainteresovany, glavnym

98 N. V. PROSKURIN

obrazom, v vozmoßnosti vkl¸qit~ v rassmotrenie summy Klostermana s harakterami. Imenno, pust~ q ≢ 0 mod 2. Togda suwestvuet edinstvennyæ netrivial~nyæ kvadratiqnyæ harakter κ gruppy F^∗_q , t.e. κ ∈ ^F^∗_q s κ ≠ ϵ, κ^2 = ϵ. Summy Klostermana s harakterom κ – ffto summy Sal~e Sl(c) = ∑ x∈F^∗_q^{eq (x} −1 + cx) κ(x), c ∈ F_q . (8)

Naxi obwie formuly privodØt k nekotorym sootnoxeniØm dlØ summ Klostermana i summ Sal~e. Rassmotrim snaqala sluqaæ μ = ν = ϵ.

Sledstvie 1. Esli a, b ∈ F^∗_q , to

(a) Kl(a + b) = 1 q ∑ m,n∈Fq m+n=1 Kl(am) Kl(bn),

(b) 1 q ∑ n∈Fq^{Kl(an) Kl(bn) =} { q − 1, esli a = b, −1, esli a ≠ b. DlØ prostogo q formuly (a) i (b) sledu¸t iz (3.3) [1], a formulu (b) s a = b moßno naæti u Sal~e [2]. Takim obrazom, obe formuly, po suwestvu, izvestny.

Teper~ pust~ libo odin iz harakterov μ, ν trivialen i drugoæ porØdoka 2, libo oba haraktera porØdka 2. Naxi teoremy dostavlØ¸t novye sootnoxeniØ meßdu summami Klostermana i Sal~e.

Sledstvie 2. Pust~ κ – netrivial~nyæ kvadratiqnyæ harakter

gruppy F^∗_q , q ≢ 0 mod 2. Esli a, b ∈ F^∗_q , to

(a) κ(a) Sl(a + b) = 1 q ∑ m,n∈Fq m+n=1 Sl(am) Kl(bn),

(b) κ(ab) Kl(a + b) = 1 q ∑ m,n∈Fq m+n=1 Sl(am) Sl(bn),

(c) 1 q ∑ n∈Fq^{Sl(an) Kl(bn) =} { 0, esli a = b, κ(1 − b/a) G(κ), esli a ≠ b,

O SUMMAH KLOSTERMANA 99 (d) 1 q ∑ n∈Fq^{Sl(an) Sl(bn) =} { q − 1, esli a = b, −κ(ab), esli a ≠ b. Privedennym vyxe formulam moßno dat~ fflementarnu¸ geometriqesku¸ interpretaci¸. Rassmotrim evklidovo prostranstvo R^q , toqki kotorogo sut~ posledovatel~nosti {x_n}_{n∈}F_q vewestvennyh qisel x_n , indeksirovannye fflementami polØ F_q . Gruppa F^∗_q deæstvuet na R^q perestanovkami komponent. Toqnee govorØ, c ∈ F^∗_q perevodit x = {x_n}_{n∈}F_q v^cx = {x_{cn}}_{n∈}F_q . My moßem opredelit~ vektor Klostermana KV = { Kl(n)/ √ q } n∈Fq i vektor Sal~e SV = {Sl(n)/G(κ)}_{n∈}F_q. Kak KV , tak i SV – toqki sfery radiusa √ q − 1 s centrom v nule v R^q (ffto vidno iz sledstviØ 1 (b), sledstviØ 2 (d) i privedennyh niße formul (9), (11–14)). Iz sledstviØ 2 (c) teper~ vidno, qto vektor Klostermana KV ortogonalen vektoru Sal~e SV . Bolee togo, sledstvie 2 (c) i (d) pokazyvaet, qto sdvinutye vektora Sal~e^cSV poparno “poqti ortogonal~ny” vektoru Klostermana KV . Seri¸ analogiqnyh sootnoxeniæ ortogonal~- nosti dostavlØet nam sledstvie 2 (a), poskol~ku Sl(a + b) = 0, esli a + b ne kvadrat v F_q .

1. Predvaritel~nye svedeniØ. DlØ udobstva ssylok, zdes~ so-

brany osnovnye svoæstva rassmatrivaemyh trigonometriqeskih summ.

Iz opredeleniæ (1), (2) nemedlenno sleduet Kl(0) = −1, Kl(c; ϵ) = Kl(c) ∈ R (9) dlØ vseh c ∈ F_q , a iz (3) sleduet,^1 G(χ) = Kl(0, χ), G(0; χ) = { q − 1, esli χ = ϵ, 0 v protivnom sluqae, G(c, χ) = χ(c) G(χ), G(c; ϵ) = G(ϵ) = −1 (10)

1Zdes~ i dalee: z oboznaqaet qislo, kompleksno soprØßennoe s z 2 C ; χ oboznaqaet funkci¸, soprØßennu¸ s kompleksnoæ funkcieæ χ.

100 N. V. PROSKURIN

dlØ vseh c ∈ F^∗_q , χ ∈ ^F^∗_q . Sledu¸wie horoxo izvestnye formuly moßno naæti v [3]:

G(χ) G(χ) = χ(−1) q i |G(χ)|^2 = q (11)

dlØ vseh χ ∈ ^F^∗_q iskl¸qaØ χ = ϵ. Pust~ teper~ q ≢ 0 mod 2, tak qto opredeleny harakter κ porØdka 2 i summy Sal~e. Pust~ c ∈ F^∗_q . Togda

Sl(0) = G(κ), (12) Sl(c^2) = {e_q(2c) + e_q (−2c)} G(κ), (13) Sl(c) = 0, esli κ(c) ≠ 1 (t.e., esli c ne kvadrat v F_q ). (14)

�to izvestno iz raboty Sal~e [2] v sluqae prostogo q . �legantnoe dokazatel~stvo (13–14) dal Uill~Øms [4]. On toße rassmatrival tol~ko sluqaæ prostogo q , no ego vyqisleniØ legko rasprostranØ¸tsØ na obwiæ sluqaæ.

2. O preobrazovanii Fur~e. Preobrazovanie Fur~e^^f funkcii f : F_q → C est~ funkciØ F_q → C , opredelennaØ ^f(c) = ∑ m∈Fq^{f(m) eq (cm), c ∈} F_q . (15)

Formula obraweniØ Fur~e f(c) = 1 q ∑ m∈Fq ^f(m) e_q (−cm), c ∈ F_q . (16)

pozvolØet vosstanovit~ f po ^f . Dalee, dlØ kaßdoæ pary funkciæ f, g: F_q → C ime¸t mesto formuly tipa ravenstva ParsevalØ: 1 q ∑ n∈Fq ^f (n) ^g(n) = ∑ c∈Fq^{f(c) g(c),} (17) 1 q ∑ m,n∈Fq m+n=1 ^f(m) ^g(n) = ∑ c∈Fq^{f(c) g(c) eq (c).} (18)

Obe formuly horoxo izvestny. Qtoby dokazat~, skaßem, (18), my zapisyvaem f(c) kak v (16), g(c) analogiqnym obrazom, i

O SUMMAH KLOSTERMANA 101

obrawaem summirovanie v pravoæ qasti (18). �to privodit k ∑ c∈Fq^{f(c) g(c) eq (c) =} 1 q^2 ∑ m,n∈Fq ^f (m) ^g(n) ∑ c∈Fq^{eq (c − cm − cn).} OstaetsØ zametit~, qto poslednØØ summa po c ravna q , esli m + n = 1, i ravna 0 v protivnom sluqae. Formula (17) moßet byt~ dokazana analogiqnym obrazom.

DlØ a ∈ F^∗_q i μ ∈ ^F^∗_q opredelim funkci¸ f : F_q → C usloviem ^f (m) = Kl(am; μ) dlØ vseh m ∈ F_q . Pokaßem, qto

f(0) = 0 i f(c) = μ(a^{−1}c) e_q (ac^{−1}) dlØ c ∈ F^∗_q . (19)

S fftoæ cel~¸ rassmotrim obratnoe preobrazovanie Fur~e funkcii ^f . Iz (16) i (2) sleduet q f(c) = ∑ m∈Fq^{Kl(am; μ) eq (−cm)} = ∑ m∈Fq { ∑ x∈F^∗_q e_q (x^{−1} + amx) μ(x) } e_q (−cm)

= ∑ x∈F^∗_q^{eq(x} −1) μ(x) { ∑ m∈Fq^{eq (amx − cm)} } . PoslednØØ summa po m ravna q , esli x = c/a, i ravna 0 v protivnom sluqae. �to vleqet za soboæ (19).

Dalee, s a i μ kak i vyxe, opredelim funkci¸ f : F_q → C usloviem ^f (0) = 0, ^f (m) = Kl(am; μ) μ(m) dlØ m ≠ 0. V fftom sluqae imeem

f(0) = − 1 q G(a; μ) i f(c) = f(0) + μ(c) e_q (ac^{−1}) dlØ c ∈ F^∗_q .

(20)

DlØ dokazatel~stva my opØt~ obrawaemsØ k (16) i (2), podstavlØem pravu¸ qast~ (2) v (16) i obrawaem summirovanie. �to privodit k q f(c) = ∑ x∈F^∗_q^{eq (x} −1) μ(x) { ∑ m∈F^∗_q^{eq(amx − cm) μ(m)} } . (21)

102 N. V. PROSKURIN

DlØ c = 0 vnutrennØØ summa po m ravna μ(x) G(a; μ) (sm. (3) i (10)), qto vleqet za soboæ pervu¸ formulu v (20). DlØ c ≠ 0, μ = ϵ vnutrennØØ summa po m ravna q − 1, esli ax = c, i ravna −1 dlØ vseh drugih x. Sledovatel~no, v fftom sluqae imeem q f(c) = q e_q (a/c) − ∑ x∈F^∗_q e_q(x^{−1}) = 1 + q e_q(a/c),

qto sovpadaet s (20) vvidu (10). Nakonec, v obwem sluqae c ≠ 0, μ ≠ ϵ, vnutrennØØ summa po m v (21) ravna μ(ax − c) G(μ), esli ax ≠ c, i ravna 0 v protivnom sluqae. Sledovatel~no, v fftom sluqae imeem q f(c) = G(μ) ∑ x e_q(x^{−1}) μ(x) μ(ax − c) = G(μ) ∑ y e_q(y) μ(a − cy), gde summirovanie provoditsØ po x ∈ F_q , x ≠ 0, c/a, v pervoæ summe, i po y ∈ F_q , y ≠ 0, a/c, – vo vtoroæ. ZamenØØ y na z = y − a/c, my poluqaem q f(c) = G(μ) e_q (ac^{−1}) μ(−c) ∑ z e_q (z) μ(z). Zdes~ summirovanie po z ∈F_q , z ≠0, −a/c, i summa ravna G(μ)− e_q (−ac^{−1}) μ(−ac^{−1}), sm. (3). Teper~, vospol~zovavxis~ (10–11), my poluqaem q f(c) = G(μ) G(μ) e_q (ac^{−1}) μ(−c) − G(μ) μ(a) = q e_q (ac^{−1}) μ(c) − G(a, μ), qto sovpadaet s (20).

3. Dokazatel~stvo teoremy 1. Naqnem s dokazatel~stva (5).

My vospol~zuemsØ formuloæ ParsevalØ (18) s ^f (m) = Kl(am; μ), ^g(n) = Kl(bn; ν). LevaØ qast~ (18) ravna levoæ qasti (5). My imeem formuly (19) dlØ f i analogiqnye formuly dlØ g , imenno

g(0) = 0 i g(c) = ν(b^{−1}c) e_q(bc^{−1}) dlØ c ∈ F^∗_q . (22)

O SUMMAH KLOSTERMANA 103

My vidim, qto pravaØ qast~ (18) ravna ∑ c∈F^∗_q μ(a^{−1}c) ν(b^{−1}c) e_q(ac^{−1} + bc^{−1} + c) = μ(a) ν(b) R(a + b), gde R(a + b) = ∑ c∈F^∗_q μ(c) ν(c) e_q((a + b)c^{−1} + c).

Oqevidno, R(0) = G(μν), qto sovpadaet s (5). Esli a + b ≠ 0, my moßem zamenit~ c na (a + b)z i poluqit~

R(a + b) = μ(a + b) ν(a + b) ∑ z∈F^∗_q^{μ(z) ν(z) eq (z} −1 + (a + b)z) = μ(a + b) ν(a + b) Kl(a + b; μν), qto sovpadaet s (5).

Qtoby dokazat~ (4) my vospol~zuemsØ formuloæ ParsevalØ (18) s ^f (0) = ^g(0) = 0, ^f (m) = Kl(am; μ) μ(m), ^g(n) = Kl(bn; ν) ν(m) dlØ mn ≠ 0. LevaØ qast~ (18) ravna summe po m, n v (4). My imeem formuly (20) dlØ f i analogiqnye formuly dlØ g , imen- no g(0) = − 1 q G(b; ν) i g(c) = g(0)+ν(c) e_q (bc^{−1}) dlØ c ∈ F^∗_q . (23)

Rassmotrim teper~ pravu¸ qast~ (18). S (20), (23) my imeem ∑ c∈Fq^{f(c) g(c) eq (c) = f(0) g(0)} ∑ c∈Fq^{eq (c)} + f(0) ∑ c∈F^∗_q ν(c) e_q (bc^{−1} + c)

+ g(0) ∑ c∈F^∗_q^{μ(c) eq (ac} −1 + c) + ∑ c∈F^∗_q^{μ(c) ν(c) eq (ac} −1 + bc^{−1} + c).

104 N. V. PROSKURIN

PervaØ summa po c v pravoæ qasti ravna 0. Zameniv c na c^{−1} v treh drugih summah i sravniv s opredeleniem (2), my nahodim ∑ c∈Fq^{f(c) g(c) eq (c) = f(0) Kl(b; ν) + g(0) Kl(a; μ) + Kl(a + b; μν). (24)} S f(0), g(0) iz (20), (23), pravaØ qast~ v (24) ravna − 1 q G(a; μ) Kl(b; ν) − 1 q G(b; ν) Kl(a; μ) + Kl(a + b; μν), qto i trebovalos~.

4. Dokazatel~stvo teoremy 2. Naqnem s dokazatel~stva (7).

My vospol~zuemsØ formuloæ ParsevalØ (17) s ^f (n) = Kl(an; μ), ^g(n) = Kl(bn; ν). LevaØ qast~ (17) ravna levoæ qasti (7). My imeem formuly (19) dlØ f i analogiqnye formuly (22) dlØ g . PravaØ qast~ (17) ravna ∑ c∈F^∗_q^{μ(a} −1c) e_q (ac^{−1}) ν(b^{−1}c) e_q (bc^{−1}) = μ(a) ν(b) ∑ c∈F^∗_q^{μ(c) ν(c) eq((a − b)c} −1),

qto transformiruetsØ v μ(a) ν(b) G(a − b, μν) zamenoæ c na c^{−1} , qto i trebovalos~.

Qtoby dokazat~ (6) vospol~zuemsØ formuloæ ParsevalØ (17) s ^f(n) = Kl(an; μ) μ(n), ^g(n) = Kl(bn; ν) ν(n) dlØ n ≠ 0, ^f (0) = ^g(0) = 0. �ti funkcii ØvlØ¸tsØ preobrazovaniØmi Fur~e funkciæ f i g iz (20), (23). LevaØ qast~ (17)

O SUMMAH KLOSTERMANA 105

ravna summe po n v (6). S (20), (23) pravaØ qast~ (17) est~ ∑ c∈Fq^{f(c) g(c) = f(0) g(0)} ∑ c∈Fq^1

+ f(0) ∑ c∈F^∗_q^{ν(c) eq(−bc} −1) + g(0) ∑ c∈F^∗_q μ(c) e_q (ac^{−1}) + ∑ c∈F^∗_q^{μ(c) ν(c) eq(ac} −1 − bc^{−1}). Zdes~ pervaØ summa po c v pravoæ qasti ravna q . Zameniv c na c^{−1} v drugih summah, my preobrazuem ih v summy Gaussa (3). Imenno, my nahodim qto pravaØ qast~ (17) ravna

f(0) g(0) q + f(0) G(b; ν) + g(0) G(a; μ) + G(a − b; μν).

Podstaviv f(0), g(0) iz (20), (23), my poluqaem pravu¸ qast~ (6).

5. Dokazatel~stvo sledstviæ. My naqnem s dokazatel~stva

sledstviØ 1. L¸baØ iz formul (4–5) teoremy 1 s μ = ν = ϵ vleqet za soboæ (a); nußno tol~ko zametit~, qto G(a; ϵ) = G(b; ϵ) = G(ϵ) = Kl(0), sm. (9–10). Analogiqnym obrazom (b) sleduet iz formul (6), (7) teoremy 2.

Qtoby dokazat~ sledstvie 2 nam sleduet vzØt~ μ = κ i zatem vzØt~ ν = ϵ dlØ dokazatel~stva (a), (c) i ν = κ dlØ dokazatel~- stva (b), (d). Radi kratkosti, rassmotrim detal~no tol~ko punkt (b). My primenim teoremu 1. S μ = ν = κ my imeem μν = ϵ, i formula (4) prevrawaetsØ v Kl(a + b) = 1 q ∑ m,n∈F∗q m+n=1 Sl(am) Sl(bn) κ(mn)

+ 1 q Sl(a) G(b; κ) + 1 q G(a; κ) Sl(b), (25)

a formula (5) prevrawaetsØ v 1 q ∑ m,n∈Fq m+n=1 Sl(am) Sl(bn)

106 N. V. PROSKURIN = κ(ab) { Kl(a + b), esli a + b ≠ 0, G(ϵ) v protivnom sluqae.

(26)

Vvidu (9–10), imeem G(ϵ) = Kl(0). Sledovatel~no, (26) sovpadaet s (b). Esli ße my predpoqtem vyvesti (b) iz (25), a ne iz (26), nam sleduet umnoßit~ obe qasti (25) na κ(ab) i zametit~, qto (14) vleqet za soboæ Sl(c) κ(c) = Sl(c), i qto iz (10), (12) sleduet κ(c) G(c; κ) = G(κ) = Sl(0) dlØ vseh c ∈ F^∗_q . Tak my poluqaem κ(ab) Kl(a+b) = 1 q ∑ m,n∈F∗q m+n=1 Sl(am) Sl(bn)+ 1 q Sl(a) Sl(0)+ 1 q Sl(0) Sl(b),

i ostaetsØ tol~ko vkl¸qit~ vnexnie slagaemye v pravoæ qasti v summu po m, n kak slagaemye sootvetstvu¸wie param (m, n) = (1, 0), (0, 1).

Literatura

1. D. H. Lehmer, E. Lehmer, The cyclotomy of Kloosterman sums, Acta Arithm. 12,

No. 4 (1967), 385–407.

2. H. Salié, Über die Kloostermanschen Summen S(u, v; q) , Math. Z. 34 (1931), 91–

109.

3. K. Ireland, M. Rosen, A classical introduction to modern number theory, Second

eq. Grad. Texts in Math., 84. Springer-Verlag, 1990.

4. K. S. Williams, Note on Salié’s sum, Proc. Amer. Math. Soc. 30, No. 2 (1971),

393–394.

Postupilo 19 sentØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN