Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 307, 2003 g.

A. V. Vasin

PREDEL^NOE MNOȷESTVO FUKSOVO` GRUPPY I LEMMA DYN^KINA Vvedenie. Pust~ G – koneqno-poroßdennaØ fuksova gruppa II

roda. Predel~noe mnoßestvo Λ takoæ gruppy ØvlØetsØ soverxennym podmnoßestvom ediniqnoæ okrußnosti Tnulevoæ mery. Bolee togo, H. Pommerenke [7] dokazal, qto mnoßestvo Λ ØvlØetsØ karlesonovym, t.e. ∑ |I_n| log 1 |I_n| < ∞, gde I_n – dugi, dopolnitel~nye k predel~nomu mnoßestvu. Opredeliv funkci¸ ρ(x) = dist(x, Λ) – rasstoØnie do Λ, legko ponØt~, qto poslednee uslovie ffkvivalentno summiruemosti funkcii log^1_ρ . V dal~neæxem N. A. Xirokov [5] annonsiroval, a O. Semenovoæ [4] bylo dokazano, qto funkciØ log^1_ρ ne tol~ko summiruema, no prinadleßit klassu VMO.

GlavnaØ cel~ dannoæ raboty – dat~ drugoe (bolee korotkoe) dokazatel~stvo fftogo rezul~tata.

PrimenØemyæ podhod sostoit v geometriqeskom opisanii podmnoßestv E ⊂ T(bez otnoxeniØ k fuksovym gruppam), logarifm rasstoØniØ do kotoryh prinadleßit VMO. PoluqennaØ harakterizaciØ napominaet izvestnu¸ lemmu Dyn~kina dlØ poristyh mnoßestv. Opredelenie poristogo mnoßestva vpervye poØvilos~ u A. M. Kotoqigova [3] i oznaqaet, qto dlØ l¸boæ dugi I ⊂ T naædetsØ soizmerimaØ s neæ duga J ⊂ I, svobodnaØ ot toqek mnoßestva E. Lemmoæ Dyn~kina nazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie (kotoroe, pravda, v menee obweæ situacii est~ u Dß. Lenera [6]).

Lemma. Pust~ E – poristoe mnoßestvo v T, togda dlØ nekoto-

ryh konstant α > 0 i c > 0 i l¸boæ dugi I ⊂ Tspravedliva ocenka ∑ |J_k|^{1−α} 6 c|I|^{1−α}, (1) Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke granta RFFI 02-01-00267. 89

90 A. V. VASIN gde U J_k = I \ E.

PoslednØØ ocenka ispol~zovalas~ v [2, 3, 5] v voprosah interpolØcii analitiqeskih klassov Lipxica. Zametim, qto, logarifmiruØ, iz (1) moßno poluqit~ ewe odno neravenstvo dlØ poristyh mnoßestv: ∃c > 0 ∀I ⊂ T ∑ |J_k| log 1 |J_k| 6 |I| ( log 1 |I| + c ) , (2)

gde U J_k = I \ E.

UsloviØ (1) i (2) ffkvivalentny uslovi¸ poristosti i kaßdoe iz nih vleqet prinadleßnost~ funkcii log^1_ρ klassu VMO (na samom dele daße klassu BLO funkciæ ograniqennoæ nißneæ oscillØcii). UpomØnutaØ geometriqeskaØ harakterizaciØ podmnoßestv E takih, qto log^1_ρ ∈BLO, imeet sledu¸wiæ vid.

Teorema 1. Pust~ E ⊂ T. Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny.

a) Mnoßestvo E – slabo poristoe, t.e. suwestvu¸t dve konstanty c, δ > 0 takie, qto dlØ proizvol~noæ dugi I ⊂ Timeem ∑ |J_k| > c|I|, gde summa rasprostranØetsØ na vse poddugi v I, svobodnye ot toqek E i takie, qto |J_k| > δ|J| dlØ naibol~xeæ svobodnoæ poddugi J ⊂ I.

b) log 1ρ(x) ∈BLO.

S pomow~¸ proverki usloviØ a) teoremy 1, v otnoxenii fuksovyh grupp dokazyvaetsØ teorema Xirokova–Semenovoæ, sformulirovannaØ niße.

Teorema 2. Pust~ G – koneqno-poroßdennaØ fuksova gruppa II ro-

da s predel~nym mnoßestvom Λ, ρ(x) = dist(x, Λ), togda log 1 ρ(x) ∈ BLO. V hode dokazatel~stva issledu¸tsØ evklidovy sootnoxeniØ meßdu storonami fundamental~nogo mnogougol~nika i vyvoditsØ ewe odin rezul~tat O. Semenovoæ [4].

PREDEL^NOE MNOȷESTVO FUKSOVO` GRUPPY 91

Teorema 3. Pust~ G – koneqno-poroßdennaØ fuksova gruppa II ro-

da bez paraboliqeskih fflementov, togda predel~noe mnoßestvo Λ poristoe.

Teorema 1.1 dokazyvaetsØ v §1, svoæstva fundamental~nyh mnogougol~nikov i teorema 3 dokazyva¸tsØ v §2. Okonqanie dokazatel~stva teoremy 2 pomeweno v §3.

Avtor priznatelen N. A. Xirokovu i A. M. Kotoqigovu za vnimanie k rabote.

§1. Slabo poristoe mnoßestvo Prostranstvo BLO (funkciæ ograniqennoæ nißneæ oscilØccii) opisano v [8] i opredelØetsØ kak mnoßestvo vewestvennyh funkciæ na T, dlØ kotoryh

sup_I ( 1 I ∫ I f(x)d|x| − ess inf_{x∈I} f(x) ) < ∞. ImeetsØ blizkoe uslovie A_1 Makenhaupta dlØ vesa v:

sup_I ( 1 I ∫ I v(x)d|x| · ess inf_{x∈I} 1 v(x) ) < ∞. Zametim, qto esli v ∈ A^1, to φ = log v ∈BLO, i obratno, esli

φ ∈BLO, to φ ∈VMO, a togda (po teoreme Dßona–Nirenbeoga) e^{εφ} ∈ A^1 dlØ nekotorogo ε > 0.

ObsußdaØ (slabu¸) poristost~ mnoßestva E, my budem upotreblØt~ termin “svobodnaØ duga”, imeØ v vidu dugu, svobodnu¸ ot toqek mnoßestva E.

Dokazatel~stvo teoremy 1. (ImplikaciØ b)⇒ a)).

Pust~ log^1_ρ ∈BLO, J – naibol~xaØ iz svobodnyh dug (J ∩ E =

?), soderßawihsØ v I, togda

inf_I log 1 ρ = log 2 |J| . Po opredeleni¸ prostranstva BLO imeem 1 |I| ∫ |I| log 1 ρ(x) d|x| 6 log 2 |J| + c_0

92 A. V. VASIN s edinoæ konstantoæ dlØ vseh dug I ⊂ T. VyqislØØ integral, poluqim 1 |I| ∑ |J_k| log 2e |J_k| 6 log 2 |I| + c_0,

gde ∪J_k = I \ E – ob¨edinenie vseh svobodnyh dug v I. Togda

1 + c_0 > 1 |I| ∑ |J_k| log |J| |J_k| > 1 |I| ∑ |J_k|<δ|J| |J_k| log |J| |J_k| >

>^1_{|I|} log^1_δ^∑_{|Jk|<δ|J|} |Jk|.

DlØ ostal~nyh dug J_k poluqim ∑ |J_k|¿δ|J| |J_k| > ( 1 − (c_0 + 1) ( log 1 δ )_{−1}) |I|. VybiraØ δ stol~ malym, qtoby c = 1 − (c_0 + 1)(log^1_δ )^{−1} > 0, poluqim uslovie slaboæ poristosti s konstantami c i δ.

DlØ dokazatel~stva obratnoæ implikacii a)⇐b) fiksiruem dugu I^0 i pust~ ~J^0 ⊂ I^0 – naibol~xaØ svobodnaØ duga. Qerez

J^0_k , k = 1, . . . , ~k, oboznaqim vse svobodnye dugi v I_0 s usloviem |J^0_k | > δ| ~J^0|. Pust~ I^1_k (k 6 ~k + 1) – dopolnitel~nye dugi k J^0_k , leßawie v I^0. Uslovie slaboæ poristosti daet ∑ k |J^0_k | > c|I^0|, otkuda ∑ k |I^1_k | < (1 − c)|I^0|. ProdolßaØ podobnym obrazom, na n-m xage na kaßdoæ dopolnitel~noæ duge I^n_{k1···kn} vyberem ~k_{n+1} svobodnyh dug J^n_{k1···kn+1} tak, qtoby dlØ dopolnitel~nyh k nim svobodnyh dug I^{n+1}_{k1···kn+1} vypolnØlos~ sootnoxenie ∑ k_n+1 | | |I^{n+1}_{k1···kn+1} | | | 6 (1 − c)^|I^n_{k1···kn}^|. (3) Po indukcii dlØ vseh dopolnitel~nyh dug n-go xaga poluqaem ∑ k1···k_n+1 | |I_{n+1k1···kn+1} | | 6 (1 − c)^{n+1}|I^0|.

PREDEL^NOE MNOȷESTVO FUKSOVO` GRUPPY 93 Ocenim na n-m xage summu svobodnyh dug J^n_{···} qerez summu dug

I^n_{···}, ih soderßawih, togda po neravenstvu Gœl~dera s 0 < α < 1

poluqim ∑ m ∑ k1···k_n+1 | |J^n_{k1···kn+1} | |^{1−α} 6 ∑ m ( ∑ k1···k_n+1 | |J^n_{k1···kn+1} | | )_{1−α} #^α_n 6

6^∑_m^{( ∑}_{k1···kn}^|I^n_{k1···kn}^{|)1−α}#^α_n 6^∑_n^(1 − c^{)n(1−α)}I^{1−α}_0 #^α_n,

gde #_n – qislo svobodnyh dug n-go xaga, kotoroe trebuet dal~- neæxeæ ocenki. Vse ffto sleduet rassußdeniØm stat~i [2], gde dalee ispol~zovalas~ ocenka #_n 6 2^n, tak kak dlØ poristogo mnoßestva na kaßdoæ duge bralas~ odna naibol~xaØ svobodnaØ. My dokaßem teoremu, kak tol~ko podberem konstantu c_1, ne zavisØwu¸ ot dugi I^0, tak, qtoby

#_m < c^n_1 ·

I_0 ~J_0 . (4)

Predpoloßiv, qto ocenka (4) poluqena, za sqet vybora α > 0 dob¨emsØ, qtoby

λ = (1 − c)^{1−α}c^α_1 < 1.

Togda dlØ summy po vsem svobodnym dugam ∑ | |J_k | |^{1−α} 6 | |I_0 | |^{1−α} |I^0| | ~J_0| ∑ λ^k 6 1 1 − λ |I_0| | ~J_0|^α , qto daet nam uslovie Makenhaupta^1_{ρα} ∈ A^1. LogarifmiruØ, poluqim trebuemoe vkl¸qenie log^1_ρ ∈BLO.

Itak, ostalos~ dokazat~ ffksponencial~nu¸ ocenku (4). Nam potrebu¸tsØ dva fakta.

Lemma 1. Pust~ I^{n+1} – odna iz dopolnitel~nyh dug, smeßnaØ so

svobodnoæ dugoæ J^n na n-m xage. Togda dlØ naibol~xeæ svobodnoæ dugi ~J^{n+1} ⊂ I^{n+1} verno odno iz neravenstv: 1) | ~J^{n+1}| > δ|J^n|, 2) | ~J^{n+1}| > δc|I^{n+1}|.

94 A. V. VASIN

Dokazatel~stvo. Esli uslovie 1) ne vypolneno, togda J^n – nai-

bol~xaØ svobodnaØ duga dlØ dugi I = J^n ∪ I^{n+1}. DlØ ostal~- nyh dug v I poluqim |J^{n+1}_k | < δ|J^n|. Vvidu slaboæ poristosti |J^n| > c(|J^n| + |I^{n+1}|). Umen~xaØ dugu J^n do dugi J tak, qtoby |J| = c(|J| + |I^{n+1}|), vidim, qto obØzatel~no naædetsØ duga

J^{n+1}_k ⊂ I^{n+1} s usloviem |J^{n+1}_k | > δ|J| = δc ( |I^{n+1}| + |J| )

> δc|I^n|,

qto i trebovalos~.

Lemma 2. Pust~ I – duga, J1, . . . , Je_k – svobodnye dugi v I takie,

qto |J_k| > δ| ~J| dlØ naibol~xeæ svobodnoæ dugi ~J ⊂ I, togda ~k 6^{|I|}_{δ| ~J|} . Dokazatel~stvo. Oqevidno,^~kδ|^~J| 6^∑ |Jk| 6 |I|. Zakonqim doka-

zatel~stvo teoremy:

#_n = ∑ k1···k_n+1 1 = ∑ k1···k_n ~k_{n+1} 6 ∑ k1···k_n | |In_{k1···kn} | | δ | | ~J n_{k1···kn} | | (po lemme 2) = ∑ k1···k_n�1 ∑ k_n | |I^n_{k1···kn} | | δ | | ~J n_{k1···kn} | | . Razob¨em vnutrenn¸¸ summu na dve soglasno lemme 1 ( ∑_′ rasprostranØetsØ na te indeksy, dlØ kotoryh | | ~J^n_{k1···kn} | | > δ^{| ~}J^{n−1}_{k1···kn}^|, a ∑_{′′} – sootvetstvenno, na te indeksy, dlØ kotoryh | | ~J^n_{k1···kn} | | > cδ | I^n_{k1···kn} | ): = ∑ k1···k_n�1 (∑_′ + ∑_{′′})

            6

6^∑_{k1···kn�1}^{( 1}_{δ2}^{∑′}

| I^n_{k1···kn} | | J^{n−1}_{k1···kn} | + 1 δ^2c ∑_{′′} 1 )

                     6

6^∑_{k1···kn�1}^{( 1}_{δ3} ·^1|_{~J n−1k1···kn�1} | ·^{∑′ |}I^n_{k1···kn}^| +^1_{δ2c}^~kn^).

PREDEL^NOE MNOȷESTVO FUKSOVO` GRUPPY 95 PrimenØØ dlØ pervogo slagaemogo vnutri summy ocenku (3), a dlØ vtorogo slagaemogo – lemmu 2, prodolßim

6^∑_{k1···kn�1}^{( 1 − c}_{δ3} +^1_{δ3c}^)

| |I^{n−1}_{k1···kn} �1 | | | | ~J^{n−1}_{k1···kn} �1 | | . Po indukcii vyvodim, qto

#_n 6 1 δ ( 1 − c δ^2 + 1 δ^2c )_n |I0| | ~J^0| , i ocenka (4) poluqena s konstantoæ

c_1 = 1 − c δ^2 + 1 δ^2c . §2. Svoæstva fundamental~nyh mnogougol~nikov

Pust~ P – fundamental~nyæ mnogougol~nik Dirihle koneqnoporoßdennoæ gruppy G II roda. Neobhodimye nam svoæstva takih mnogougol~nikov moßno naæti v knige [1].

Predloßenie 1. 1) g(P ) ∩ P = ?, g ≠ I, g ∈ G;

2) U {g(P ) : g ∈ G} = D ;

3) dlØ l¸boæ posledovatel~nosti razliqnyh fflementov g_n ∈ G imeem diam g_n(P ) → 0 pri n → ∞;

4) P – giperboliqeski vypukloe mnoßestvo; 5) P imeet koneqnoe qislo storon i verxin.

Storony mnogougol~nika – ffto libo otrezki geodeziqeskih, libo – svobodnye storony, leßawie na T. Verxiny mnogougol~- nika, leßawie v D, ØvlØ¸tsØ obyknovennymi toqkami (prinadleßawimi oblasti razryvnosti Ω = D \ Λ gruppy G). Nekotorye iz nih – ffto nepodvißnye toqki fflliptiqeskih fflementov gruppy G. Verxiny mnogougol~nika, leßawie na okrußnosti T, v kotoryh shodØtsØ dve geodeziqeskih, nazyva¸tsØ sobstvennymi verxinami i ØvlØ¸tsØ nepodvißnymi toqkami paraboliqeskih fflementov gruppy G. Obe verxiny svobodnoæ storony nazyva- ¸tsØ nesobstvennymi verxinami i prinadleßat mnoßestvu razryvnosti.

96 A. V. VASIN

Fiksiruem mnogougol~nik Dirihle P_0. Opredelim invariant dvoænogo otnoxeniØ [4]:

η = inf { |α − β| |γ − δ| |α − γ| |β − δ| , α, β, γ, δ – razliqnye verxiny mnogougol~nika P_0}.

DlØ koneqno-poroßdennoæ gruppy ffta veliqina strogo poloßitel~naØ i sohranØetsØ pod deæstviem gruppy G. Ewe odin invariant ξ_0 poluqim kak nißn¸¸ gran~ uglov v neparaboliqeskih verxinah mnogougol~nika P_0. Pust~ V = V (P ) – mnoßestvo verxin mnogougol~nika P = g(P_0), g ∈ G.

Predloßenie 2. DlØ nekotoroæ konstanty c0, dlØ l¸bogo mno-

gougol~nika P i l¸boæ pary ego verxin α, β ∈ V libo diam V 6 c_0|α − β|, libo naædetsØ takaØ verxina γ ∈ T, qto dlØ ostal~nyh verxin diamV \ γ 6 c_0|α − β|.

V predloßenii utverßdaetsØ, qto u l¸bogo mnogougol~nika moßet byt~ ne bolee odnoæ verxiny na T, udalennoæ ot ostal~- nyh.

Dokazatel~stvo. PredpolagaØ, qto naædetsØ para udalennyh

verxin, pridem k protivoreqi¸. Pust~ ε > 0 i pust~ v mnogougol~nike P naxlis~ dve pary verxin {α, β} i {γ, δ} takie, qto dlØ evklidovyh rasstoØniæ vypolnena ocenka |α − β| < ε dist({α, β}; {γ, δ}). Togda dlØ invarianta η imeem: η 6^{|α − β| |γ − δ|} |α − γ| |β − δ| 6 (po neravenstvu treugol~nika)

6^{|α − β|}

|α − γ| |β − δ| ( |γ − α| + |α − β| + |β − δ| ) 6

6 |α − β|^{( 1}_{|β − δ|} +^{|α − β|}

|α − γ| |β − δ| + 1 |α − γ| )

6 2ε + ε^2,

qto protivoreqit proizvol~nosti qisla ε.

Ostalos~ pokazat~, qto esli mnogougol~nik vse-taki imeet udalennu¸ verxinu, to ffta verxina obØzatel~no leßit na T. Zametim, qto uße seæqas imeetsØ takaØ konstanta, qto dlØ l¸- bogo mnogougol~nika, dlØ l¸boæ ego pary verxin {α, β} i dlØ

PREDEL^NOE MNOȷESTVO FUKSOVO` GRUPPY 97 vseh ego verxin krome, byt~ moßet, odnoæ verxiny γ, vypolnØetsØ ocenka diam V \ γ 6 c_1|α − β|. Predpoloßim, qto udalennaØ verxina γ ne ØvlØetsØ koncom svobodnoæ storony, i pokaßem, qto v fftom sluqae γ – sobstvennaØ verxina. U mnogougol~nika P obØzatel~no imeetsØ svobodnaØ storona, a γ ØvlØetsØ obwim koncom dvuh storon – otrezkov geodeziqeskih. Pust~ A i B – toqki pereseqeniØ fftih geodeziqeskih

s Ttakie, qto mnogougol~nik P soderßitsØ v treugol~nike γAB,

ograniqennom otrezkami geodeziqeskih γA i γB i svobodnoæ storonoæ AB. Oqevidno, αB ⊂ AB. Lemma 3. |A − B| 6 c1(1 + π)|α − β|. Dokazatel~stvo. Mnogougol~nik P imeet na geodeziqeskih γA

i γB ewe po odnoæ verxine (krome γ) a i b, sootvetstvenno. Verxina a po dokazannoæ qasti predloßeniØ leßit vblizi αβ: dist(a; {α, β}) 6 c_1|α − β|, i daleko ot verxiny γ: |α − γ| > dist(γ; {α, β}) − c_1|α − β|; pofftomu |a−b| 6^π_2 c_1|α−β|. Analogiqno, dlØ toqek b i B poluqaem: |b − B| 6^π_2 c_1|α − β|. Pofftomu |A − B| 6 |A − a| + |a − b| + |b − B| 6 (1 + π)c_1|α − β|. Zakonqim dokazatel~stvo predloßeniØ 2.1. Esli udalennaØ verxina γ leßit vnutri D, togda geodeziqeskie γA i γB pereseka¸tsØ pod uglom ξ. Pust~ ξ = π, togda krivaØ AγB – odna geodeziqeskaØ i dist(γ; {α, β}) 6 π 2 |A − B| 6 π 2 (1 + π)c_1|α − β|. Esli ße 0 < ξ < π, to, krome toqek A i B, ime¸tsØ ewe dve toqki

A^′ i B^′ pereseqeniØ geodeziqeskih γA i γB s T. Budem sqitat~,

qto toqki na okrußnosti raspoloßeny v porØdke A, B, A^′, B^′. DlØ ugla ξ (sm. [1]) imeem

sin^2 ξ 2 = |A − B| |A^′ − B^′| |A − A^′| |B − B^′| .

98 A. V. VASIN Tak kak pri takom porØdke sledovaniØ toqek spravedlivo neravenstvo |A^′B^′| 6 |BB^′|, to

|A − B| > sin^2 ξ_0 2 |A − A^′| > sin^2 ξ 2 dist(γ; {α, β}), poskol~ku toqki γ, α, β leßat vnutri kruga diametra |A − A^′|. Togda po lemme 3, pol~zuØs~ invariantom ξ_0 uglov, nahodim:

(1 + π)c_1

sin^{2 ξ0}_2 |α − β| > dist{γ; {α, β}), i pofftomu verxina γ ne moßet byt~ udalennoæ ot {α, β}. Opre-

deliv c_0 = c^2_1 max ( 1 + π

sin^2(^{ξ0}_2 )

; π(1 + π) ) , poluqim vse utverßdeniØ

predloßeniØ 1.

Lemma 4. DlØ l¸boæ dugi I naædetsØ mnogougol~nik P so svobod-

noæ storonoæ J ∩ I ≠ ? i takoæ, qto diam P > c_2|I|, gde c_2 ne zavisit ot I.

Dokazatel~stvo. V protivnom sluqae dlØ l¸bogo ε > 0 naædet-

sØ duga I takaØ, qto dlØ l¸bogo mnogougol~nika P , svobodnaØ storona kotorogo peresekaetsØ s I, imeem diam P < ε|I|. Mnoßestvo Q takih mnogougol~nikov soderßitsØ v polose xirinoæ ε|I|, primyka¸weæ k duge I. Voz~mem vnexn¸¸ ogiba¸wu¸ (ot dugi I) mnoßestva Q. Moßno sqitat~, qto polosa – ffto mnoßestvo toqek {z = ze^{iφ} : |e^{iφ} − 1| 6^{|I|}_2 ; r > 1 − ε|I|}. V prØmougol~nike {z = re^{iφ} : |e^{iφ} − 1| < ε|I|, r > 1 − ε|I|} voz~mem qast~ fftoæ ogi- ba¸weæ, ØvlØ¸weæsØ storonoæ αβ odnogo iz mnogougol~nikov

P ∈ Q. TakaØ storona naædetsØ, tak kak mnoßestvo fundamen-

tal~nyh mnogougol~nikov ne imeet predel~nyh v D. Pust~ P_1 – mnogougol~nik, graniqawiæ s O po storone (αβ), togda P_1 /∈ Q i ego svobodnaØ storona γδ ne peresekaetsØ s I. Togda dlØ ego verxin {α, β} i {γ, δ} naruxaetsØ predloßenie 1 pri ε < c_0.

Teper~ vse gotovo dlØ dokazatel~stva teoremy 3. OpisannaØ konstrukciØ budet povtorena pri dokazatel~stve teoremy 2.

Dokazatel~stvo teoremy 3. Pust~ gruppa G ne soderßit para-

boliqeskih fflementov. Predpoloßim, qto predel~noe mnoßestvo Λ ne ØvlØetsØ poristym, togda dlØ l¸bogo ε > 0 naædetsØ takaØ duga I, qto dlØ naibol~xeæ svobodnoæ dugi J ⊂ I imeem |J| < ε|I|.

PREDEL^NOE MNOȷESTVO FUKSOVO` GRUPPY 99 Esli suwestvuet takaØ svobodnaØ duga J_0, qto J_0 ∩ I = J, to udalim dugu J iz I. Postupiv tak s kaßdym iz koncov dugi I (po neobhodimosti), poluqim novu¸ dugu ~I, |~I| > (1 − 2ε)|I|. Vyberem mnogougol~nik ~P (po lemme 4) s diam ~P > c_2|~I|. Tak kak dlØ l¸boæ svobodnoæ storony J fftogo mnogougol~nika, leßaweæ v ~I, |J| < ε|I|, to P imeet edinstvennu¸ udalennu¸ verxinu γ (nesobstvennu¸) i svobodnu¸ storonu γδ, tak qto |γ − δ| > (c_2(1 − 2ε) − c_0ε)|I|. Storona γδ ne soderßitsØ v ~I, no verxina δ blizka k ostal~nym verxinam mnogougol~nika P , a znaqit k odnomu iz koncov α dugi ~I. Ewe raz udalim iz dugi ~I naimen~xu¸ dugu, soderßawu¸ vse verxiny mnogougol~nika ~P , za iskl¸qeniem γ. Postupiv tak s kaßdym iz koncov, poluqim novu¸ dugu Ĩ, |Ĩ| > (1 − 2ε − 2c_0ε)|I|. Bol~xe udalØt~ niqego ne trebuetsØ. Vyberem po lemme 4 mnogougol~nik P̃ dlØ dugi Ĩ. On imeet svobodu¸ storonu γ^′δ^′ s dalekoæ ot dugi Ĩ verxinoæ

γ^′(|γ^′ − δ^′| > c^′|I|) i blizkoæ δ^′. Togda dugi γ^′δ^′ i γδ pereseka-

¸tsØ, qto protivoreqit osnovnomu svoæstvu fundamental~nyh mnogougol~nikov. Teorema 3 dokazana.

§3. Dokazatel~stvo teoremy 2

Pust~ gruppa G soderßit paraboliqeskie fflementy. Naxa cel~ – dlØ proizvol~noæ dugi I ocenit~ summu ∑ |J_k| svobodnyh dug J_k takih, qto dugi J_k soizmerimy s samoæ bol~xoæ svobodnoæ dugoæ J ⊂ I. Predpoloßim, qto mnoßestvo Λ ne ØvlØetsØ poristym; voobwe govorØ, ffto tak dlØ gruppy s paraboliqeskimi fflementami, no my poka fftogo ne znaem. Pust~ dlØ l¸boæ svobodnoæ dugi J ⊂ I imeem |J| < ε|I|. Primenim konstrukci¸ udaleniØ kraænih svobodnyh dug iz I (razmerov < ε|I|), sleduØ teoreme 3. Poluqim, qto suwestvuet mnogougol~nik P s diam P > c|I| i γ – udalennaØ sobstvennaØ verxina mnogougol~nika P . Perevedem drobno-lineænym preobrazovaniem okrußnost~ T v vewestvennu¸ prØmu¸ R tak, qtoby toqka γ perexla v 0, a −γ v ∞, 0 v i. Paraboliqeskiæ fflement, svØzannyæ s γ, pereædet v preobrazovanie g(z) =^z_{rz+1} , r ∈ R\ {0}. Esli ograniqit~sØ tol~ko malymi dugami okrußnosti (dliny ne vyxe π/2), to vse rasstoØniØ na prØmoæ izmenØtsØ ne bolee, qem v k raz (s universal~noæ konstantoæ). Itak, imeem dugu I ⊂ R i mnogougol~nik P_0 so svobodnoæ storonoæ J = (α, β) ⊂ I, priqem |J| < ε|I|, diam P_0 > c|I|.

100 A. V. VASIN Pust~ Δ_0 = (0, α_0, α_1) – krivolineænyæ treugol~nik, ograniqennyæ geodeziqeskimi (0, α_0) i (0, α_1) i otrezkom (α_0, α_1) ⊂ R i soderßawiæ mnogougol~nik P_0. Pust~ 0 < α_1 < α_0. Rassmotrim orbitu {α_n = g^n(α_0)} toqki α_0. Tak kak diam P_0 > c|I|, to |α_0| > c|I|. DlØ dugi (α_0, α_1) poluqim |α_0 − α_1| < c_1|J_0| < c_1ε|I|, otkuda

α_0 − α_1 = rα^2_0 rα_0 + 1 < c_1 c_2 εα_0. Sledovatel~no, rα_0 < 2^{c1}_{c2} ε. Ne terØØ obwnosti, sqitaem, qto α_0 – naibol~xaØ po absol¸tnoæ veliqine toqka orbity, soderßawa- ØsØ v I. Tak kak^{αk−αk}�^1_{αk} → 0 (qto, kstati, i naruxaet poristost~ mnoßestva Λ) pri k → +∞, to dlØ mnogougol~nika P_k = g^k(P_0) i ego svobodnoæ storony J_k ⊂ (α_k, α_{k−1}) verxina 0 takße ØvlØetsØ udalennoæ, otkuda α_{k−1} −α_k < c_0|J_k|. Vyberem qislo n takoe, qto 1 rα0 6 b <^2_{rα0} , togda αn =^{α0}_{nrα0+1} ∈ [^{α0}_3 ;^{α0}_2 ], a dlØ dugi (αkαk−1)

pri k = 1, . . . , n imeem |α_k − α_{k−1}| = rα^2_0 (krα_0 + 1)((k − 1)rα_0 + 1) > 1 9 rα^2_0 = = 1 9 |α_0 − α_1| · (1 + rα_0) > 1 9 |λ_0 − α_1|. Pofftomu dlØ summy svobodnyh dug mnogougol~nikov P_k pri k =

1, . . . , n spravedlivy ocenki n∑ k=1 |J_k| > c_0 2 |I| i |J_k| > c_0 9 |J_0|, nezavisimo ot togo, prinadleßit toqki 0 duge I ili net.

Ostalos~ pokazat~, qto duga J_0 ⊂ (α_1, α_0) soizmerima s samoæ bol~xoæ dugoæ ~J ⊂ I. KonstrukciØ mnogougol~nika ne ispol~zovala samu¸ bol~xu¸ dugu. Zametim, qto esli obe dugi ~J i J_0 leßat po odnu storonu ot 0, to iz vkl¸qeniØ ~J ⊂ (α_{k−2}, α_k) dlØ nekotorogo k vyvodim | ~J| 6 |α_{k−2} − α_k| 6 |α_0 − α_{−2}| = = rα^2_0 1 − 2rα_0

= |α_0 − α_1|

1 + rα_0 1 − 2rα_0 6 c^′|J_0|, tak kak rα_0 < ε.

PREDEL^NOE MNOȷESTVO FUKSOVO` GRUPPY 101 Esli ße dugi ~J i J_0 leßat po raznye storony ot 0, to ~J ⊂

(α_{−n+2}; α_{−n}).

Pust~ β_0 – naibolee dalekaØ ot toqki 0 sleva toqka orbity {α_n} i pust~ β_1 = g^{−1}(β_0). Esli |β_0 − β_1| > |α_0 − α_1|, to r|β_0|^2 1 + r|be_0| > r|α_0|^2 1 + r|α_0| . No funkciØ f(x) =^{rx2}_{1+rx} vozrastaet pri x > 0, pofftomu |β_0| > α_0 – protivoreqie s vyborom α_0. Pofftomu dlØ dugi ~J spravedliva ewe i ocenka | ~J| < |α_0 − α_{−2}| i dalee, po dokazannomu, poluqaem, qto | ~J| < c^′|J_0|. Takim obrazom, dlØ vseh dug I (dliny ne bol~xe π/2) i takih, qto v nih net svobodnyh dug J s |J| > ε|I|, uslovie slaboæ poristosti dokazano. Poskol~ku dlØ ostal~nyh dug ffto uslovie, oqevidno, vypolnØetsØ, teorema 2 dokazana polnost~¸. �

Literatura

1. A. Berdon, GeometriØ diskretnyh grupp. Nauka, M. (1986). 2. E. M. Dyn~kin, Mnoßestva svobodnoæ interpolØcii dlØ klassov Gœl~- dera. — Mat. sbornik 109(151), No. 1(5) (1979), 107–128.

3. A. M. Kotoqigov, InterpolØciØ analitiqeskimi funkciØmi, gladkimi vplot~ do granicy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 30 (1972), 167–169.

4. O. L. Semenova, Nekotorye svoæstva predel~nyh mnoßestv fuksovyh grupp. Diss. na soisk. uqenoæ stepeni kand. fiz.-mat. nauk, SPGU, S.-Peterburg (1999).

5. N. A. Xirokov, Fuksovy gruppy s karlesonovymi predel~nymi mnoßestvami. — Funkc. analiz i ego pril. 24, No. 24 (1990), 92–93.

6. J. Lehner, Discontinuous groups and automorphic function. — Providence: AMS (1964).

7. Ch. Pommerenke, On automorphic forms and Carleson sets. — Michigan Math.

J. 23, 2 (1976), 129–136.

8. Dß. Garnett, Ograniqennye analitiqeskie funkcii. Mir, M. (1984).

Vasin A. V. The limit set of a Fuchsian group and Dyn’kin’s lemma. A geometric description (like Dyn’kin’s lemma for the porous sets) of the sets E ⊂ T such that log dist^{−1}(x, E) has bounded lower oscillation (BLO) is given. As a corollary, a new proof of the Shirokov–Semenova theorem on the limit set of a finitely generated Fuchsian group of the second kind is obtained.

Postupilo 25 noØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet vodnyh kommunikaciæ