Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

E. S. Dubcov

OGRANIQENNYE CIKLIQESKIE FUNKCII V XARE

1. Vvedenie

Rassmotrim kompleksnyæ xar B = B_n = {z ∈ C^n : |z| < 1},

n > 2. Pust~ P oboznaqaet mnoßestvo golomorfnyh mnogoqlenov v C^n i Hol(B) oboznaqaet prostranstvo golomorfnyh funkciæ

v B. Predpoloßim, qto lineænoe topologiqeskoe prostranstvo

X ⊂ Hol(B) zamknuto otnositel~no umnoßeniØ na mnogoqleny p ∈

P. �lement f ∈ X nazyvaetsØ cikliqeskim (slabo obratimym) v X, esli proizvedenie fP plotno v X.

V dannoæ rabote izuqa¸tsØ ograniqennye cikliqeskie fflementy v prostranstvah Bergmana A^p(B), 0 < p < ∞. Pust~

ν = ν_n oboznaqaet meru Lebega v C^n , normirovannu¸ uslovi-

em ν(B) = 1. Po opredeleni¸

A^p = f ∈ Hol(B): ‖f‖^p_Ap = ∫ B |f(z)|^p dν(z) < ∞ . DlØ udobstva izloßeniØ oboznaqim simvolom P M (S) mnoßestvo vseh pl¸rigarmoniqeskih mer na sfere S = ∂B. Po opredeleni¸ μ ∈ P M (S), esli integral Puassona

P [μ](z) = ∫ S P (z, ζ) dμ(ζ) = ∫ S 1 − |z|^2 |z − ζ|^{2n} dμ(ζ) ØvlØetsØ pl¸rigarmoniqeskoæ funkcieæ pri z ∈ B. Takße poloßim po opredeleni¸ P M_+ (S) = {μ ∈ P M (S) : μ > 0}.

Itak, rassmotrim v A^p cikliqeskiæ fflement f. Imeem f(z) ≠ 0 dlØ vseh z ∈ B, pofftomu log |f| ØvlØetsØ pl¸rigarmoniqeskoæ funkcieæ v xare. Predpoloßim, qto ‖f‖_∞ 6 1, togda − log |f| > 0.

Rabota podderßana grantami dlØ molodyh kandidatov nauk PD02-1.1- 7 Ministerstva obrazovaniØ RF i PD03-1.1-107 Administracii Sankt- Peterburga. 102

OGRANIQENNYE CIKLIQESKIE FUNKCII V XARE 103 Sledovatel~no, − log |f| = P [μ] dlØ nekotoroæ mery μ ∈ P M_+ (S). Rassmotrim golomorfnu¸ funkci¸

F_μ(z) = exp − ∫ S [ 2 (1 − ⟨z, ζ⟩)^n − 1 ] dμ(ζ) , z ∈ B. Tak kak μ ∈ P M_+(S), to log |F_μ| = −P [μ] = log |f|. Sledovatel~no,

f = λF_μ dlØ nekotoroæ unimodulØrnoæ konstanty λ ∈ C . Takim

obrazom, iznaqal~nyæ vopros svoditsØ k issledovani¸ svoæstva cikliqnosti dlØ funkcii F_μ v terminah mery μ.

Otmetim, qto F_μ ØvlØetsØ klassiqeskoæ singulØrnoæ vnutrenneæ funkcieæ, esli n = 1 i μ – poloßitel~naØ singulØrnaØ mera na ediniqnoæ okrußnosti. V fftom sluqae polnoe opisanie cikliqeskih funkciæ F_μ bylo poluqeno Dß. Robertsom [1]. Takße takoe opisanie sleduet iz rezul~tatov raboty B. Korenbl¸ma [2].

Napomnim, qto vewestvennym modulem nepreryvnosti mery μ nazyvaetsØ funkciØ ω(μ; t) = sup_{ζ∈S} μ(E(ζ, t)) (t > 0), gde E(ζ, t) = {ξ ∈ S : |ζ − ξ| < t}. Rezul~taty stat~i [3] pokazyva¸t, qto funkciØ F_μ ØvlØetsØ cikliqeskoæ v A^p(B), 0 < p < ∞, esli ω(μ; t) = O(t^{2n−1} log^1_t ). V nastoØweæ rabote budet poluqeno menee ograniqitel~noe dostatoqnoe uslovie, kotoroe moßno sqitat~ diskretizacieæ ocenki

ω(μ; t) = O(t^{2n−1} log^1_t ). StrogaØ formulirovka dana niße v §3.

2. Vspomogatel~nye rezul~taty

Tak kak mnogoqleny plotny v prostranstvah Bergmana i funkciØ F_μ ograniqena, to cikliqnost~ vektora F_μ ravnosil~na svoæstvu ‖f_nF_μ − 1‖_Ap → 0 dlØ nekotoryh f_n ∈ A^p. DlØ uproweniØ tehniqeskih detaleæ dalee predpolagaetsØ, qto p = 1. V fftom sluqae approksimacionnaØ konstrukciØ osnovana na sledu¸wem rezul~tate, kotoryæ nazyva¸t teoremoæ o korone v prostranstve Hardi H^2(B).

Teorema 2.1 ([4]). Pust~ n, J > 2 i f ∈ H^2(B). Predpoloßim,

104 E. S. DUBCOV qto h_1, . . . , h_J ∈ H^∞(B) i

1 >^{J∑}_{j=1} |hj(z)|^2 > δ^2 > 0 (z ∈ B),

gde δ^2 6 1/4. Togda suwestvu¸t takie funkcii g_1, . . . , g_J ∈ H^2(B), qto_J ∑ j=1 h_jg_j = f

i ‖g_j‖_H2 6 δ^{−T} , gde T = T (n, J) > 0.

Dva sledu¸wih rezul~tata dostavlØ¸t funkcii, udovletvorØ¸wie usloviØm teoremy ob H^2-korone.

Teorema 2.2 ([5]). Pust~ n > 2. Togda dlØ vseh k ∈ N suwestvu¸t

takie odnorodnye golomorfnye mnogoqleny p^j_k, 1 6 j 6 J(n), qto

deg p^j_k = k;

1 >^{J (n)∑}_{j=1} |p^j_k(z)|^2 > Δ^2(n) > 0 pri |z| = 1.

Podqerknem, qto v poslednem utverßdenii veliqiny J = J(n) i Δ = Δ(n) ne zavisØt ot k. Sledovatel~no, suwestvu¸t α > 0 i

k_0 = k_0(n) ∈ N, k_0 > 2, takie, qto pri k > k_0 imeet mesto ocenka

J^2 ∫ B |z|^{2k} dν(z) 6 k^{−2α}. Predloßenie 2.3. Pust~ 0 < ρ 6 3/4. Predpoloßim, qto mera

μ ∈ P M_+(S) udovletvorØet uslovi¸ ω(μ; ρ) 6 c_1ρ^{2n−1} log^1_ρ . Togda |F_μ(z)| > ρ^{c1c2} pri |z| 6 1 − ρ dlØ universal~noæ konstanty c_2 = c_2(n) > 0.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego ocenim ω(μ; 2^kρ) dlØ k ∈ N. DlØ

fftogo zafiksiruem toqku ζ ∈ S i rassmotrim xar E_k = {ξ ∈ S :

|ζ − ξ| < 2^kρ}. Pust~ {ζ_m}^M_{m=1} – maksimal~nyæ nabor toqek iz E_k,

udovletvorØ¸wih uslovi¸ |ζ_j − ζ_m| > ρ pri j ≠ m. Otmetim, qto xary E(ζ_j , ρ/2) ne pereseka¸tsØ i (2n−1)-mernyæ ob¨em kaßdogo

OGRANIQENNYE CIKLIQESKIE FUNKCII V XARE 105 iz nih raven C(n)ρ^{2n−1}. Tak kak E(ζ_j , ρ/2) ⊂ E(ζ, (2^k + 1)ρ), to poluqaem M 6 C(n)2^{k(2n−1)}. Teper~ zametim, qto xary E(ζ_j , ρ) pokryva¸t mnoßestvo E_k. Sledovatel~no,

ω(μ; 2^kρ) 6 C(n)2^{k(2n−1)}ω(μ; ρ).

Dal~neæxie rassußdeniØ ØvlØ¸tsØ standartnymi. Pust~ ξ ∈ S, togda

− log |F_μ((1 − ρ)ξ)| = ∫ S P ((1 − ρ)ξ, ζ) dμ(ζ). DlØ vseh ξ, ζ ∈ S i vseh ρ ∈ [0, 1] neravenstvo C|(1 − ρ)ξ − ζ|^2 > ρ^2 + |ξ − ζ|^2 imeet mesto dlØ nekotoroæ konstanty C > 0.

Sledovatel~no, P ((1 − ρ)ξ, ζ) 6 Cρ ( ρ^2 + |ξ − ζ|^2 )_n . Zapixem integral po sfere v vide summy integralov po nepereseka¸wimsØ mnoßestvam E(ξ, ρ) i E ( ξ, 2^{k+1}ρ ) \ E ( ξ, 2^kρ ) , k > 0.

Togda ocenki dlØ P ((1 − ρ)ξ, ζ) i ω(μ; 2^kρ) garantiru¸t neravenstva − log |F_μ((1 − ρ)ξ)|

6 c1C(n) log^1_ρ

( 1 + ∞∑ k=1 ( 2^kρ )_{2n−1} ρ (ρ^2 + 2^{2k−2}ρ^2)^n )

6 c1C(n) log^1_ρ

( 1 + ∞∑ k=1 2^{2kn−k} 1 + 2^{(2k−2)n} )

6 c1C(n) log^1_ρ .

Inymi slovami, imeem |F_μ(z)| > ρ^{c1C(n)} pri |z| = 1 − ρ. Esli

|z| < 1−ρ, to neravenstvo vypolneno v silu principa maksimuma

dlØ 1/F_μ. �

Vyxe byli zafiksirovany konstanty T , Δ, α i c_2. Poloßim

c_0 = α 3c_2T

; K = max{k_0, (4/Δ)^{1/c0c2} }.

106 E. S. DUBCOV

3. Priblißenie s pomow~¸ teoremy o korone Dß. Roberts [1] ispol~zoval klassiqesku¸ teoremu o korone dlØ approksimacii v prostranstvah Bergmana v ediniqnom kruge. MnogomernaØ teorema o korone po-preßnemu ostaetsØ otkrytym voprosom. Pofftomu dlØ izuqeniØ cikliqnosti v xare niße budet ispol~zovana teorema ob H^2-korone.

Lemma 3.1. Pust~ f ∈ H^2(B) i k ∈ N, k > K. Predpoloßim, qto

μ ∈ P M_+(S) i

ω (μ; 1/k) 6 c_0 log k k^{2n−1} . Togda suwestvuet takaØ funkciØ g ∈ H^2(B), qto ‖g‖_H2 6 k^{α/3}‖f‖_H2 i ‖F_μg − f‖_A1 6 k^{−2α/3}‖f‖_H2 . Dokazatel~stvo. S odnoæ storony, v silu predloßeniØ 2.3

ocenka |F_μ(z)| > k^{−c0c2} imeet mesto pri |z| 6 1 − 1/k.

S drugoæ storony, s pomow~¸ teoremy 2.2 postroim odnorodnye mnogoqleny p^j_k. Imeem deg p^j_k = k, sledovatel~no, pri

1 − 1/k 6 |z| < 1 poluqaem J∑ j=1 |p^j_k(z)|^2 > ( 1 − 1 k )_{2k} Δ^2 >

Δ^2

16 > k^{−2c0c2} ,

tak kak k > K. Ob¨edinØØ dve ocenki, poluqaem

|F_μ(z)|^2 + J∑ j=1 |p^j_k(z)|^2 > k^{−2c0c2}

dlØ vseh z ∈ B. Sledovatel~no, po teoreme ob H^2-korone dlØ

δ = k^{−c0c2} 6 1/4 suwestvu¸t takie funkcii g_j ∈ H^2, 0 6 j 6 J, qto F_μg_0 + J∑ j=1 p^j_kg_j = f

i ‖g_j‖_H2 6 k^{T c0c2} ‖f‖_H2 = k^{α/3}‖f‖_H2 po opredeleni¸ konstanty c_0.

Otmetim, qto |p^j_k(z)| 6 |z|^k i ‖g_j‖_A2 6 ‖g_j‖_H2 . Takße napomnim, qto k > k_0. Sledovatel~no,

‖F_μg_0 − f‖_A1 6 J∑ j=1 ‖p^j_kg_j‖_A1 6 J∑ j=1 ‖p^j_k‖_A2 ‖g_j‖_A2 6 k^{−α}k^{α/3}‖f‖_H2

OGRANIQENNYE CIKLIQESKIE FUNKCII V XARE 107 v silu opredelØ¸wego svoæstva konstanty α. � DlØ koneqnoæ ili beskoneqnoæ posledovatel~nosti natural~- nyh qisel k_j, j > 1, poloßim D_α{k_j} = 1 k^{2α/3}_1 + ∑ j¿2 ( k_1 . . . k_{j−1} k^2_j )_{α/3} . Lemma 3.2. Pust~ μ, μj ∈ P M+ (S) i μ =^∑_j μj (summa koneqna

ili beskoneqna). Predpoloßim, qto

ω (μ_j; 1/k_j) 6 c_0 log k_j k^{2n−1} j , gde k_j > K. Togda dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet takaØ funkciØ f_ε ∈ H^2(B), qto ‖f_εF_μ − 1‖_A1 < D_α{k_j} + ε.

Dokazatel~stvo. Pust~ f0 ≡ 1. S pomow~¸ lemmy 3.1 po induk-

cii postroim takie funkcii f_j ∈ H^2, j = 1, 2, . . ., qto

‖f_j‖_H2 6 k^{α/3}_j ‖f_{j−1}‖_H2 ; ‖F_{μj} f_j − f_{j−1}‖_A1 6 k^{−2α/3}_j ‖f_{j−1}‖_H2 . Poloßim Σ_0 = 0 i Σ_m = ∑_m j=1 μ_j dlØ m ∈ N. Togda poluqaem

‖F_{Σm} f_m − 1‖_A1 6 m∑ j=1 ‖F_{Σj} f_j − F_{Σj}�_1 f_{j−1}‖_A1

6^{m∑}_{j=1} ‖FΣ_{j�1} ‖∞‖Fμ_j fj − fj−1‖A1

6^{m∑}_{j=1} k^{−2α/3}_j ‖fj−1‖H2 .

Zametim, qto ‖f_{j−1}‖_H2 6 (k_1 . . . k_{j−1})^{α/3} pri j > 2. Dokazatel~stvo dlØ koneqnogo nabora slagaemyh μ_j zaverxeno.

V sluqae beskoneqnogo nabora slagaemyh μ_j imeem ‖F_μf_m − 1‖_A1 6 ‖F_μf_m − F_{μ−Σm} ‖_A1 + ‖F_{μ−Σm} − 1‖_A1

6 ‖Fμ−Σ_m ‖∞Dα{kj} + ‖Fμ−Σ_m − 1‖A1 .

OstaetsØ zametit~, qto vtoroe slagaemoe stremitsØ k nul¸, tak kak ‖F_{μ−Σm} ‖_∞ 6 1 i F_{μ−Σm} → 1 potoqeqno pri m → ∞. �

108 E. S. DUBCOV

Opredelenie. Mera μ ∈ P M+ (S) dopuskaet α-gladkoe razbienie,

esli dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t k_j ∈ N i μ_j ∈ P M_+(S) takie, qto D_α{k_j} < ε; ∑ j μ_j = μ;

ω (μ_j; 1/k_j) 6 C log k_j k^{2n−1} j dlØ nekotoroæ konstanty C > 0.

Teorema 3.3. Predpoloßim, qto mera μ ∈ P M+(S) dopuskaet α-

gladkoe razbienie. Togda funkciØ F_μ ØvlØetsØ cikliqeskoæ v A^1.

Dokazatel~stvo. V opredelenii gladko razbivaemoæ mery po-

loßim ε = K^{−2α/3}. Tak kak D{k_j } < ε, to k^{−2α/3}_j < ε i, sledovatel~no, k_j > K. Takße zafiksiruem stol~ bol~xoe N ∈ N, qto C/N 6 c_0. Togda usloviØ lemmy 3.2 vypolneny dlØ mer μ/N i μ_j/N . Sledovatel~no, funkciØ F_{μ/N} ØvlØetsØ cikliqeskoæ v

A^1. Takim obrazom, suwestvu¸t mnogoqleny p, q ∈ P takie, qto ‖pF_{μ/N} − 1‖_A1 < ε i ‖qF_{μ/N} − p‖_A1 < ε. Pofftomu ‖qF_{2μ/N} − 1‖_A1 < ε. PovtorØØ ffto rassußdenie, poluqaem svoæstvo cikliqnosti dlØ funkcii F_μ v A^1. �

4. Mery, dopuska¸wie gladkoe razbienie

Bezuslovno, mera μ ∈ P M_+(S) ØvlØetsØ sobstvennym gladkim razbieniem, esli ω(μ; t) = O(t^{2n−1} log^1_t ).

DlØ bolee detal~nogo analiza usloviØ o gladkom razbienii napomnim, qto dlØ mery μ ∈ P M_+(S) opredeleny kanoniqeskie srez-mery μ_ζ , ζ ∈ S. Deæstvitel~no, poloßim u = P [μ] i oboznaqim simvolami D i Tediniqnyæ krug i ediniqnu¸ okrußnost~. Togda srez u_ζ (λ) = u(λζ), ζ ∈ S, λ ∈ D, ØvlØetsØ poloßitel~- noæ garmoniqeskoæ funkcieæ i ‖u_{rζ} ‖_L1_(T_) = u(0) < ∞ dlØ vseh

r ∈ (0, 1). Sledovatel~no, imeet mesto ravenstvo u_ζ = P [μ_ζ] (P [μ_ζ]

– integral Puassona v kruge D) dlØ nekotoroæ poloßitel~noæ mery μ_ζ , ‖μ_ζ ‖_{M (}T_) = ‖μ‖_{M (S)}.

Predloßenie 4.1. Pust~ 0 < ρ 6 3/4 i μ – poloßitel~naØ mera

na sfere S_n, n > 1. Togda iz usloviØ P [μ](z) 6 c_1 log^1_ρ pri |z| =

OGRANIQENNYE CIKLIQESKIE FUNKCII V XARE 109

1 − ρ sleduet ocenka ω(μ; ρ) 6 c_1c_3ρ^{2n−1} log^1_ρ dlØ universal~noæ konstanty c_3 = c_3(n) > 0.

Dokazatel~stvo. DlØ ζ ∈ S i ξ ∈ E(ζ, ρ) imeem |(1 − ρ)ξ − ζ| 6 2ρ.

Sledovatel~no, μ(E(ζ, ρ)) ρ^{2n−1} 6 c_3P [μ]((1 − ρ)ζ) 6 c_1c_3 log 1 ρ dlØ vseh ζ ∈ S. �

Sledstvie 4.2. Mera μ ∈ P M+ (S) dopuskaet α-gladkoe razbienie,

esli dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t k_j ∈ N i μ_j ∈ P M_+(S) takie, qto D_α{k_j} < ε; ∑ j μ_j = μ;

ω ( (μ_j)_ζ ; 1/k_j )

6 C^{log kj}_{k2n−1j}

dlØ nekotoroæ universal~noæ konstanty C > 0 i dlØ vseh ζ ∈ S.

Dokazatel~stvo. Primenim predloßeniØ 2.3 i 4.1 k meram μj i

(μ_j )_ζ . �

Otmetim, qto iz ravenstva μ = ∑ j μ_j sleduet, qto μ_ζ = ∑ j (μ_j )_ζ dlØ vseh ζ ∈ S. Takim obrazom, esli srezy μ_ζ ravnomerno (v smysle sledstviØ 4.2) dopuska¸t α-gladkoe razbienie, to funkciØ F_μ ØvlØetsØ cikliqeskoæ. Zdes~ umestno napomnit~, qto dlØ poloßitel~noæ mery ν ∈ M (T) suwestvovanie α-gladkogo razbieniØ ne zavisit ot α i ravnosil~no uslovi¸ ν(K) = 0 dlØ vseh mnoßestv Karlesona K ⊂ T(sm. [1]).

Teper~ predpoloßim, qto dlØ nekotoroæ toqki ζ ∈ S srezmera μ_ζ ne dopuskaet α-gladkogo razbieniØ. Togda, s odnoæ storony, μ_ζ (K) > 0 dlØ nekotorogo mnoßestva Karlesona K. S drugoæ storony, dlØ vseh funkciæ f ∈ A^1(B) srez-funkcii

f_ζ (λ) = f(λζ) prinadleßat nekotoromu vesovomu prostranstvu

Bergmana v kruge. Sledovatel~no, funkciØ F_μ ne ØvlØetsØ cikliqeskoæ (detali analogiqny, naprimer, dokazatel~stvu predloßeniØ 4.2 v stat~e [3]).

110 E. S. DUBCOV

Literatura

1. J. W. Roberts, Cyclic inner functions in the Bergman spaces and weak outer functions in Hp (0 < p < 1). — Illinois J. Math. 29 (1985), 25–38.

2. B. Korenblum, A Beurling-type theorem. — Acta Math. 138 (1977), 265–293.

3. E. S. Dubcov, Slabo vnexnie vnutrennie funkcii. — Funkc. anal. i ego pril. 37 (2003), 7–15.

4. M. Andersson, On the Hp corona problem. — Bull. Sci. Math. 118 (1994), 287–306.

5. A. B. Aleksandrov, Sobstvennye golomorfnye otobraßeni iz xara v polidisk. — DAN SSSR 286 (1986), 11–14.

Dubtsov E. S. Bounded cyclic functions in the ball.

With the help of the H^2-corona theorem we obtain a condition sufficient for cyclicity in the Bergman space A^1 in the ball.

Postupilo 10 i¸lØ, 2003 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail ed@ED8307.spb.edu