Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

E. S. Dubcov

SLABO CIKLIQESKIE VEKTORY S ZADANNYM MODULEM

Vvedenie

Rassmotrim ediniqnyæ krug D = {z ∈ C : |z| < 1} i prostranstvo Hardi H^p = H^p(D), 0 < p < ∞. Pust~ P – mnoßestvo golomorfnyh mnogoqlenov. Po opredeleni¸ vektor f ∈ H^p nazyva¸t cikliqeskim, esli proizvedenie fP ØvlØetsØ plotnym v H^p.

Pust~ m = m_1 oboznaqaet normirovannu¸ meru Lebega na ediniqnoæ okrußnosti T= ∂D . Napomnim, qto dlØ kaßdoæ funkcii f ∈ H^p graniqnye znaqeniØ f^∗(ζ) opredeleny dlØ m-poqti vseh ζ ∈ T. Horoxo izvestno, qto f^∗ ∈ L^p(T) i log |f^∗| ∈ L^1(T). Takim obrazom, voznikaet sledu¸waØ estestvennaØ zadaqa. Pust~

φ > 0, φ ∈ L^p(T) i log φ ∈ L^1(T). TrebuetsØ naæti cikliqeskiæ

vektor f, udovletvorØ¸wiæ ravenstvu |f^∗| = φ. V silu klassiqeskoæ teoremy V. I. Smirnova [1] postavlennu¸ zadaqu rexaet vnexnØØ funkciØ

O_φ(z) = exp ∫ T^{ζ + zζ − z log φ(ζ) dm(ζ)} , z ∈ D . V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ podobnaØ zadaqa v polidiske D^n , n > 2, dlØ ograniqennoæ strogo poloßitel~noæ funkcii φ, zadannoæ na tore T^n. Simvolom m_n oboznaqim normirovannu¸ meru Lebega na T^n. Napomnim, qto prostranstvo H^p(D^n ) sostoit iz analitiqeskih v polidiske funkciæ, udovletvorØ¸- wih uslovi¸ ‖f‖^p = sup_{0<r<1} ∫ Tn^{|f(rz)|p dmn(z) < ∞.} Rabota podderßana grantami dlØ molodyh kandidatov nauk PD02-1.1- 7 Ministerstva obrazovaniØ RF i PD03-1.1-107 Administracii Sankt- Peterburga. 111

112 E. S. DUBCOV ObwaØ teoriØ prostranstv H^p(D^n ) izloßena v monografii U. Rudina [2].

Cikliqeskie vektory v polidiske. Predpoloßim, qto vektor

f ∈ H^p(D^n ) ØvlØetsØ cikliqeskim. Togda funkciØ f ne imeet nu-

leæ v polidiske, pofftomu log |f| ØvlØetsØ pl¸rigarmoniqeskoæ funkcieæ v D^n . Napomnim, qto Ødrom Puassona nazyva¸t proizvedenie P (z, w) = n∏ j=1 1 − |z_j |^2 |z_j − w_j|^2 (z ∈ D^n , w ∈ T^n).

Horoxo izvestno, qto v rassmatrivaemom sluqae log |f(z)| sovpadaet s integralom Puassona

P [log|f^∗|](z) = ∫ Tn^{P (z, w) log |f ∗(w)| dmn(w),} gde f^∗ oboznaqaet graniqnye znaqeniØ ([2], teorema 4.4.6). Inymi slovami, uravnenie |f^∗| = φ m_n-p.v. moßet imet~ cikliqeskoe rexenie f lix~ pri suwestvennom ograniqenii na spektr funkcii log φ. Bolee togo, v mnogomernom sluqae ravenstvo log |f| =

P [log|f^∗|] ne vsegda vleqet cikliqnost~ vektora f.

Slabo cikliqeskie vektory v polidiske. Izloßennye vyxe

dovody motiviru¸t poisk rexeniæ uravneniØ |f^∗| = φ sredi slabo cikliqeskih funkciæ f. Pust~ 0 < p < 1. Po opredeleni¸ f ∈ H^p nazyva¸t (H^p-)slabo cikliqeskim vektorom, esli proiz-

vedenie fP slabo plotno v H^p. Bolee togo, niße predpolagaetsØ, qto funkciØ φ ograniqena i strogo poloßitel~na. V fftom sluqae ravenstvo |f^∗| = φ (bez dopolnitel~nyh ograniqeniæ na f) avtomatiqeski nalagaet na funkci¸ φ nekotoroe uslovie polunepreryvnosti snizu (podrobnee sm. [2], teorema 3.5.2). Takim obrazom, osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty vyglØdit sledu¸wim obrazom.

Teorema 1. Pust~ 0 < p < 1. Predpoloßim, qto φ ∈ L^∞(T^n),

φ > 0 i funkciØ φ polunepreryvna snizu. Togda suwestvuet takoæ H^p-slabo cikliqeskiæ vektor f ∈ H^∞(D^n ), qto |f^∗| = φ m_n-p.v.

SLABO CIKLIQESKIE VEKTORY S ZADANNYM MODULEM113 1. Vspomogatel~nye rezul~taty Banahova oboloqka. Predpoloßim, qto funkcionaly razdelØ-

¸t toqki p-normirovannogo F -prostranstva X (0 < p < 1). Napomnim opredelenie banahovoæ oboloqki X̂. Rassmotrim absol¸tno vypuklu¸ oboloqku ediniqnogo xara iz prostranstva X. Funkcional Minkovskogo takoæ oboloqki ØvlØetsØ normoæ, popolnenie otnositel~no kotoroæ ØvlØetsØ banahovym prostranstvom X̂. Horoxo izvestno ([3], sm. takße [4]), qto banahovoæ oboloqkoæ prostranstva H^p(T^n), 0 < p < 1, ØvlØetsØ vesovoe prostranstvo Bergmana A_α(D^n ), α = 1/p − 1, sostoØwee iz takih golomorfnyh v polidiske funkciæ, qto ‖f‖_{Aα} = ∫ Dn^{|f(z)|} n∏ j=1 (1 − |z_j |^2)^α dV (z) < ∞,

gde dV oboznaqaet normirovannu¸ meru Lebega na polidiske

D^n ._{DlØ naxih celeæ ØvlØetsØ vaßnym tot fakt, qto mnoßestvo}

E ⊂ H^p ⊂ A_α slabo plotno v H^p togda i tol~ko togda, kogda E

ØvlØetsØ plotnym v banahovom prostranstve A_α. Inymi slovami, dlØ dokazatel~stva teoremy 1 dostatoqno pokazat~, qto f ØvlØetsØ A_α-cikliqeskim vektorom.

Pl¸rigarmoniqeskie mery. VewestvennaØ mera μ ∈ M (T^n)

nazyvaetsØ pl¸rigarmoniqeskoæ, esli μ̂(q) = 0 pri q /∈ Z^n_+∪Z^n_−. V qastnosti, my budem ispol~zovat~, qto integral Puassona pl¸- rigarmoniqeskoæ mery P [μ](z) sovpadaet s Re ∫ Tn n∏ j=1 2 1 − z_j w_j − 1 dμ(w).

Osnovnym tehniqeskim instrumentom ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat. Otmetim, qto bez ocenki integrala Puassona s pomow~¸ zadannoæ maßoranty podobnaØ teorema ob ispravlenii horoxo izvestna (sr. [2], teorema 2.4.2).

Lemma 2. Pust~ ψ – neotricatel~naØ polunepreryvnaØ sverhu

funkciØ na tore T^n. Zafiksiruem neograniqennu¸ vozrasta¸wu¸

114 E. S. DUBCOV

funkci¸ ω : [0, 1) → [2 + maxT_n ψ, +∞). Togda suwestvuet poloßi-

tel~naØ singulØrnaØ mera ν takaØ, qto summa μ = ψm_n +ν ØvlØet-

sØ pl¸rigarmoniqeskoæ meroæ i P [μ](z) 6^n ∑ j=1 ω(|z_j|) dlØ vseh z ∈ D^n .

Teper~ my nemedlenno obratimsØ k teoreme 1 (dokazatel~stvo lemmy 2 budet izloßeno niße).

2. Dokazatel~stvo teoremy 1

Zafiksiruem 0 < p < 1 i α = α(p) = 1/p − 1. Napomnim, qto dV oboznaqaet normirovannu¸ meru Lebega na D^n . Zafiksiruem taku¸ maßorantu ω : [0, 1) → [2 + maxT_n ψ, +∞), qto ∫ Dn n∏ j=1 (1 − |z_j |^2)^α exp n∑ j=1 ω(|z_j |) dV (z) < ∞. Ne umalØØ obwnosti, predpoloßim, qto 0 < φ 6 1. Primeniv lemmu 2 k funkcii ψ = − log φ, poluqim pl¸rigarmoniqesku¸ meru μ = ψm_n + ν. Poloßim

F (z) = F_μ(z) = exp − ∫ Tn n∏ j=1 2 1 − z_j w_j − 1 dμ(w) , z ∈ D^n . Togda F ∈ H^∞(B). V silu zameqaniØ ob integralah Puassona pl¸rigarmoniqeskih mer spravedlivo ravenstvo |F^∗| = φ p.v., tak kak mera ν ØvlØetsØ singulØrnoæ.

Nakonec, otmetim, qto

|F (z)| = exp(−P [μ](z)) > exp ( − n∑ j=1 ω(|z_j |) ) . Inymi slovami, |1/F (z)| 6 exp^n ∑ j=1 ω(|z_j |). Takim obrazom, ogra-

niqenie, naloßennoe na maßorantu ω, garantiruet, qto 1/F ∈

A_α(D^n ). Tak kak mnogoqleny plotny v vesovyh prostranstvah

Bergmana, to suwestvu¸t polinomy P_k takie, qto P_k → 1/F v prostranstve A_α(D^n ). UmnoßaØ na ograniqennu¸ funkci¸ F , poluqaem P_kF → 1. Inymi slovami, F ØvlØetsØ A_α-cikliqeskim vektorom. �to zaverxaet dokazatel~stvo, tak kak A_α(D^n ) ØvlØetsØ banahovoæ oboloqkoæ prostranstva H^p(D^n ). �

SLABO CIKLIQESKIE VEKTORY S ZADANNYM MODULEM115 3. Dokazatel~stvo lemmy 2

Udobno snaqala izloßit~ obwu¸ shemu rassußdeniæ.

IndukcionnaØ konstrukciØ. Zafiksiruem funkci¸ ψ. Polo-

ßim po opredeleni¸ φ_0 = 1 + maxTn ψ > ψ i R_j(z) = (z_1z_2 · · · z_n)^j . V kaqestve indukcionnoæ gipotezy predpoloßim, qto postroen pl¸rigarmoniqeskiæ mnogoqlen φ_k takoæ, qto φ_k > ψ na T^n.

Xag k+1. Zafiksiruem τ_{k+1} > 0 i vyberem polinom ψ_{k+1} takoæ, qto φ_k > ψ_{k+1} > ψ na tore i ∫ Tn^{(ψk+1 − ψ) 12 dmn < τk+1.} Predpoloßim, qto φ̂_k(q) = 0 pri |q| > M . Togda poloßim

φ_{k+1} = φ_k + (φ_k − ψ_{k+1})Re R_{jk+1}

dlØ stol~ bol~xogo indeksa j_{k+1}, qto φ_{k+1} ØvlØetsØ pl¸rigarmoniqeskim mnogoqlenom i

φ̂_{k+1}(q) = φ̂_k(q) pri |q| 6 2M. (1)

Takim obrazom, po indukcii poluqeny pl¸rigarmoniqeskie mnogoqleny {φ_k}^∞_{k=1} takie, qto φ_k > ψ > 0 i ‖φ_k‖_L1_(Tn_) = 1 +

‖ψ‖_L1_(Tn_). Uslovie na spektr mnogoqlena φ_{k+1} − φ_k garantiruet

*-slabu¸ shodimost~ φ_km_n → π dlØ nekotoroæ poloßitel~noæ pl¸rigarmoniqeskoæ mery π = π(ψ, J, τ ), gde J = {j_k}^∞_{k=1} i τ =

{τ_k}^∞_{k=1}.

Otobraßenie T : T^n → T^n budem nazyvat~ sdvigom, esli T z =

z · w dlØ nekotorogo fflementa w ∈ T^n. Niße polinomy R_{jk} budut

zameneny na β_kR_{jk} ∘ T_k, gde β_k ∈ {±1} i T_k ØvlØ¸tsØ sdvigami. Vybor β_k i T_k budet osnovan na sledu¸wem vspomogatel~nom rezul~tate.

Lemma 3 ([5]). Pust~ f, g ∈ CR(T^n), f > 0 i ‖g‖∞ 6 1. Togda

suwestvu¸t znak β ∈ {±1} i sdvig T takie, qto ∫ Tn^{f[1 + βg ∘ T ]1/2 dmn 6} 1 − 1 8 ∫ Tn^{|g|2 dmn} ∫ Tn^{f dmn.}

116 E. S. DUBCOV

Dokazatel~stvo lemmy 2. Vypolnim izloßennye vyxe induk-

cionnye postroeniØ, nalagaØ dopolnitel~nye ograniqeniØ i ispol~zuØ vspomogatel~nye posledovatel~nosti. Dopolnitel~- nym indukcionnym predpoloßeniem ØvlØetsØ ocenka φ_k(z) < n∑ j=1 ω(|z_j |), kotoraØ, oqevidno, verna pri k = 0 dlØ vseh z ∈ D^n .

Postroim po indukcii posledovatel~nosti J ⊂ N, τ ⊂ (0, 1),

β = {β_k}^∞_{k=1} (β_k ∈ {±1}) i posledovatel~nost~ sdvigov T = {T_k}^∞_{k=1}. DlØ fftogo na xage s nomerom k + 1 poloßim

τ_{k+1} = 1 32 ∫ Tn^{(φk − ψ)1/2 dmn} i zafiksiruem mnogoqlen ψ_{k+1}, φ_k > ψ_{k+1} > ψ.

Pust~ ℓ > j_k. Primeniv lemmu 3 k funkciØm f = (φ_k − ψ_{k+1})^{1/2} i g = Re R_ℓ, poluqaem znak β^ℓ_{k+1} ∈ {±1} i sdvig T^ℓ_{k+1} takie, qto ∫ Tn^{[φk − ψk+1]1/2 [1 + Re (βℓk+1Rℓ ∘ T ℓk+1)]1/2 dmn}

6

1 − 1 8 ∫ Tn^{[Re Rℓ]2 dmn} ∫ Tn^{(φk − ψk+1)1/2 dmn (2)} = 15 16 ∫ Tn^{(φk − ψk+1)1/2 dmn.} Poloßim φ^ℓ_{k+1} = φ_k + (φ_k − ψ_{k+1})Re ( β^ℓ_{k+1}R_ℓ ∘ T^ℓ_{k+1} ) , sobl¸daØ ograniqeniØ iz standartnoæ indukcionnoæ konstrukcii. Otmetim, qto pri ℓ → ∞ shodimost~ R_ℓ → 0 ravnomerna na kompaktnyh podmnoßestvah polidiska. Sledovatel~no, dopolnitel~noe

indukcionnoe predpoloßenie φ^ℓ_{k+1}(z) <^n ∑ j=1 ω(|z_j |) vypolneno dlØ

vseh dostatoqno bol~xih indeksov ℓ.

Dalee, po opredeleni¸ veliqiny τ_{k+1} imeem ∫ Tn^{(ψk+1 − ψ)1/2 dmn < 132} ∫ Tn^{(φk − ψ)1/2 dmn.}

SLABO CIKLIQESKIE VEKTORY S ZADANNYM MODULEM117 Takim obrazom, svoæstvo (2) i opredelenie veliqiny τ_{k+1} garantiru¸t sledu¸wie ocenki: ∫ Tn^{(φℓk+1 − ψ)1/2 dmn 6} ∫ Tn^{(φℓk+1 − ψk+1)1/2 dmn} + ∫ Tn^{(ψk+1 − ψ)1/2 dmn}

6^{15}_{16}^∫

Tn^{(φk − ψk+1)1/2 dmn + τk+1}

6^{31}_{32}^∫

Tn^{(φk − ψ)1/2 dmn} (3)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih indeksov ℓ ∈ N.

Okonqatel~no, polagaem j_{k+1} = ℓ i φ_{k+1} = φ^ℓ_{k+1} dlØ stol~ bol~- xogo indeksa ℓ ∈ N, qto vypolneny vse vyxepereqislennye ograniqeniØ.

IndukciØ dostavlØet pl¸rigarmoniqesku¸ meru π = π(ψ, J, τ ,

β, T ). Proverim, qto mera π obladaet trebuemymi svoæstvami.

1. Svoæstvo (3) i uslovie lakunarnosti (1) garantiru¸t, qto raznost~ π − ψm_n ØvlØetsØ poloßitel~noæ singulØrnoæ meroæ (sr. [6], §1, gde rassmatriva¸tsØ mery na kompleksnoæ sfere).

2. Tak kak φ_k(z) 6^n ∑ j=1 ω(|z_j |) dlØ vseh z ∈ D^n i vseh k > 1,

to *-slabaØ shodimost~ φ_km_n → π garantiruet, qto P [μ](z) 6 n∑ j=1 ω(|z_j |) dlØ vseh z ∈ D^n .

Dokazatel~stvo lemmy 2 (i teoremy 1) zaverxeno. �

Literatura 1. V. I. Smirnov, Sur les valeurs limites des fonctions, regulières à l’interieur

d’un cercle. — ȷ. Leningr. fiz.-mat. ob-va 2, ˝ 2 (1929), 22–37.

2. U. Rudin, TeoriØ funkciæ v polikruge. M., Mir, 1974.

3. A. B. Aleksandrov, Essays on non locally convex Hardy spaces. — Lect. Notes Math., Springer-Verlag 864 (1981), 1–89.

4. A. P. Frazier, The dual space of Hp of the polydisc for 0 < p < 1. — Duke Math.

J. 39 (1972), 369–379.

5. A. B. Aleksandrov, Vnutrennie funkcii na kompaktnyh prostranstvah.

— Funkc. anal. i ego pril. 18, ˝ 2 (1984), 1–13.

118 E. S. DUBCOV

6. E. Doubtsov, Little Bloch functions, symmetric pluriharmonic measures and Zygmund’s dichotomy. — J. Funct. Anal. 170 (2000), 286–306.

Dubtsov E. S. Weakly cyclic vectors with a given modulus. Let H^p be the Hardy space in the polydisc. Denote by P the set of all holomorphic polynomials. A vector f ∈ H^p is called weakly cyclic if the product fP is weakly dense in H^p, 0 < p < 1. We construct weakly cyclic vectors with a prescribed lower semicontinuous modulus of the boundary values.

Postupilo 10 i¸lØ, 2003 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail ed@ED8307.spb.edu