Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

S. V. KislØkov O VMO–REGUL˚RNYH REXETKAH IZMERIMYH FUNKCI`. II

�ta zametka posvØwena utoqneni¸ glavnogo rezul~tata stat~i [1]. Privedem neobhodimye opredeleniØ. Pod rexetkoæ izmerimyh funkciæ my budem ponimat~ polnoe kvazibanahovo prostranstvo E izmerimyh funkciæ, udovletvorØ¸wee sledu¸wemu uslovi¸: esli f ∈ E, |g| 6 |f| p.v. i funkciØ g izmerima, to g ∈ E i ‖g‖ 6 ‖f‖. Rexetka E obladaet svoæstvom Fatu, esli iz usloviæ f_n → f p.v. i ‖f_n‖_E 6 C vytekaet, qto f ∈ E i ‖f‖ 6 C.

DlØ rexetki E i qisla α > 0 zadadim rexetku E^α ravenstva- mi E^α = {g : |g|^{1/α} ∈ E}, ‖g‖_Eα = ‖|g|^{1/α}‖^α_E. Legko ponØt~, qto E i E^α oblada¸t ili ne oblada¸t svoæstvom Fatu odnovremenno. Esli rexetka E banahova i α ¿ 1, to i rexetka E^α – banahova.

Osnovnym prostranstvom s meroæ v fftoæ zametke budet proizvedenie (T, m) × (Ω, μ), gde m – normirovannaØ mera Lebega na

T, a μ – diskretnaØ mera s ne bolee, qem sqetnym mnoßestvom

atomov. Bez poteri obwnosti budem sqitat~, qto Ω – ne bolee, qem sqetnoe mnoßestvo, vse toqki kotorogo ime¸t poloßitel~- nu¸ meru. Uslovie diskretnosti mery μ, kak i v [1], naloßeno po tehniqeskim priqinam – bez nego ne udaetsØ dokazat~ glavnyæ rezul~tat.

Pust~ N_+ – (graniqnyæ) klass V. I. Smirnova (sm. [2]), a X – rexetka izmerimyh funkciæ na prostranstve (T× m) × (Ω, μ). AnalitiqeskaØ qast~ X_A prostranstva X opredelØetsØ sledu¸- wim obrazom: X_A = {f ∈ X : f(·, ω) ∈ N_+, ∀ω ∈ Ω}. DlØ togo, qtoby ffto opredelenie ne velo k vyroßdeniØm, naloßim (kak i v [1]) sledu¸wee uslovie na rexetku X: esli f ∈ X i

Pri podderßke grantov RFFI No. 02-01-00267 i “Veduwie nauqnye xkoly” No. 2266.2003.1. 161

162 S. V. KISL˚KOV

f ≠ 0, to suwestvuet funkciØ g v X takaØ, qto g ¿ |f|, ‖g‖ 6 C‖g‖ i log g(·, ω) ∈ L^1(T) pri vseh x ∈ Ω. V dal~neæxem ffto uslovie sqitaetsØ vypolnennym bez kakih by to ni bylo ogovorok.

Rexetka X nazyvaetsØ VMO-regulØrnoæ, esli v neæ vypolneno bolee sil~noe uslovie: dlØ kaßdoæ nenulevoæ funkcii f iz X naædetsØ funkciØ g iz X takaØ, qto g ¿ |f|, ‖g‖ 6 C‖f‖ i sup_{ω∈Ω} ‖ log g(·, ω)‖_{BMO(}T_) < C (razumeetsØ, C zavisit lix~ ot X, no

ne ot f i g).

PonØtie BMO-regulØrnosti igraet suwestvennu¸ rol~ v teorii interpolØcii prostranstv vida X_A (sm. svodku rezul~tatov v [1, 3]). V [1] bylo poluqeno opisanie BMO-regulØrnyh rexetok, pozvolivxee otvetit~ na neskol~ko estestvennyh i vaßnyh voprosov. My sobiraemsØ utoqnit~ ffto opisanie.

Kak i v [1], rassmotrim vspomogatel~noe prostranstvo s me-

roæ T× Ω × Z(na ZrassmatrivaetsØ estestvennaØ “sqita¸waØ”

mera, ime¸waØ ediniqnye nagruzki vo vseh toqkah). DlØ λ > 1 vvedem prostranstvo L^∞_λ izmerimyh funkciæ f na T× Ω ×Z, udovletvorØ¸wih neravenstvu |f(x, ω, n)| 6 C_f λ^n pri vseh znaqeni- Øh argumentov. Naimen~xaØ iz postoØnnyh C_f sqitaetsØ normoæ funkcii f v L^∞_λ . Poloßim H^∞_λ = (L^∞_λ )_A. Esli Y – rexetka izmerimyh funkciæ na T× Ω, a s > 0, to rexetka X(l^s) funkciæ na

T×Ω×ZopredelØetsØ estestvennym obrazom, a XA(l^s)^{def}= (X(l^s))A.

Teorema. Pust~ Y – kvazibanahova rexetka izmerimyh funkciæ

na prostranstve T× Ω, priqem rexetka Y^α banahova pri nekotorom α ∈ (0, 1]. Esli rexetka Y obladaet svoæstvom Fatu, to sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

1) prostranstvo Y BMO-regulØrno;

2) dlØ nekotoryh (ffkvivalentnym obrazom, dlØ vseh) s ∈ (0, ∞) i λ > 1 prostranstvo Y_A(l^s) + H^∞_λ zamknuto v Y (l^s) + L^∞_λ .

OsnovnaØ teorema v [1] otliqalas~ ot fftoæ formulirovki tem, qto sama rexetka Y predpolagalas~ banahovoæ, qislo s dolßno bylo leßat~ na luqe [1, ∞), a vmesto zamknutosti summy analitiqeskih podprostranstv figurirovalo bolee sil~noe uslovie K-zamknutosti (kstati, teper~ vidno, qto v dannoæ situacii zamknutost~ summy i K-zamknutost~ v deæstvitel~nosti ravnosil~ny). OstanovimsØ na fftom qut~ podrobnee. Pust~ (E_0, E_1) – interpolØcionnaØ para; na ee summe E_0 + E_1 obyqno rassmatrivaetsØ norma ‖x‖ = inf{‖e_0‖_0 + ‖e_1‖_1 : x = e_0 + e_1, e_0 ∈ E_0, e_1 ∈ E_1}.

O VMO–REGUL˚RNYH REXETKAH 163 Tak budem postupat~ i my. Sledovatel~no, zamknutost~ summy analitiqeskih podprostranstv v uslovii 2) ffkvivalentna suwestvovani¸ takoæ konstanty C, qto vsØkiæ raz, kogda funkciØ φ ∈ Y_A(l^s) + H^∞_λ razloßena v summu φ = α + β izmerimyh slagaemyh s ediniqnymi normami v prostranstvah Y (l^s) i L^∞_λ , naædetsØ razloßenie φ = ~α + ~β, gde funkcii ~α i ~β leßat v Y_A(l^s) i H^∞_λ sootvetstvenno i kaßdaØ imeet normu ne vyxe C v svoem prostranstve. (Zametim, qto pri dokazatel~stve implikacii 2 ⇒ 1 postoØnnaØ iz opredeleniØ BMO-regulØrnosti ocenivaetsØ v koneqnom itoge v terminah fftoæ konstanty C i, razumeetsØ, qisel λ i s).

Na summe E_0 + E_1 ime¸tsØ i drugie normy, ffkvivalentnye opisannoæ vyxe; v qastnosti, takovoæ pri vsØkom t > 0 budet K-funkcional

K_t(x; E_0, E_1) = inf{‖e_0‖_0 + t‖e_1‖_1 : x = e_0 + e_1, e_0 ∈ E_0, e_1 ∈ E_1}.

Uslovie K-zamknutosti, naloßennoe v [1], trebuet, qtoby normy K_t(·, Y_A(l^s), H^∞_λ ) i K_t(·, Y (l^s), L^∞_λ ) byli ffkvivalentny na summe analitiqeskih podprostranstv ravnomerno po t.

Nado otmetit~, qto vozmoßnost~ oslabit~ uslovie K-zamknu-tosti v osnovnoæ teoreme iz [1] leßala na poverhnosti i poprostu okazalas~ nezameqennoæ v to vremØ. Rasprostranenie rezul~tata na kvazibanahovy rexetki Y trebuet dopolnitel~nyh soobraßeniæ.

PristupaØ k dokazatel~stvu teoremy, otmetim, qto implikaciØ 1) ⇒ 2) (s proizvol~nymi s i λ i daße s K-zamknutost~¸ vmesto zamknutosti summy) proverØetsØ rovno tak ße, kak i sootvetstvu¸wee utverßdenie v [1]. Pofftomu nado lix~ vyvesti utverßdenie 1) iz 2), esli v poslednem s i λ fiksirovany.

Vyberem natural~noe qislo K takim obrazom, qtoby qislo r = Ks bylo ne men~xe edinicy, a prostranstvo X = Y^{1/K} bylo banahovym. Pust~ ewe Λ = λ^{1/K} . Dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma. Suwestvuet postoØnnaØ A takaØ, qto dlØ kaßdoæ neo-

tricatel~noæ funkcii f iz ediniqnogo xara prostranstva X, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ ∫ log f(·, ω)dm > −∞, ω ∈ Ω, suwestvu¸t funkcii V_n ∈ H^∞(m × μ) (n ∈ Z) takie, qto |V_n|f 6 Aλ^n, |V_n| 6 A, ‖ ‖( ∑ n∈Z^{Λnr|1 − Vn|)1/r‖X 6 A.}

164 S. V. KISL˚KOV

�ta lemma utverßdaet to ße samoe, qto i lemma 10 iz [1], priqem, kak i tam, r ¿ 1, a X – banahova rexetka izmerimyh funkciæ so svoæstvom Fatu (v silu usloviØ teoremy). V [1] bylo pokazano, qto togda rexetka X BMO-regulØrna (imenno pri vyvode BMO-regulØrnosti prostranstva X iz lemmy nußna diskretnost~ mery μ); vmeste s neæ, razumeetsØ, BMO-regulØrnoæ budet i rexetka Y .

Takim obrazom, vse novovvedeniØ, vyzvannye otsutstviem vypuklosti v Y , proishodØt pri dokazatel~stve lemmy. Otmetim, v qastnosti, sledu¸wee. Esli summa Y_A(l^s) + H^∞_λ zamknuta v Y (l^s) + L^∞_λ , to v sluqae, kogda prostranstvo Y – banahovo so svoæstvom Fatu, a s ¿ 1, avtomatiqeski budet Y_A(l^s) + H^∞_λ = (Y (l^s)+L^∞_λ )_A (dokazatel~stvo – takoe ße, kak u lemmy 3, punkt a, v [3]). �to obstoØtel~stvo neØvno ispol~zovalos~ v [1]. Pri otkaze ot vypuklosti ravenstvo Y_A(l^s) + H^∞_λ = (Y (l^s) + L^∞_λ )_A neØsno apriori, i ego pridetsØ obhodit~.

Itak, pust~ funkciØ f udovletvorØet uslovi¸ lemmy. Poloßim φ = f^K , togda φ ∈ Y i ‖φ‖_Y 6 1. Dalee, pust~ t ¿ 1 i pust~ φ_{n,t} = [(φ ∨ λ^n) ∧ tλ^n]^{1/2} i Φ_{n,t}(·, ω) = exp[log φ_{n,t}(·, ω) + iH(log φ_{n,t}(·, ω))], gde H – operator garmoniqeskogo soprØßeniØ, deæstvu¸wiæ po pervoæ peremennoæ (Φ_{n,t} – vnexnØØ funkciØ s modulem φ_{n,t}). V koneqnom itoge my pereædem k predelu pri t → ∞, tak qto parametr t isqeznet; on byl vveden dlØ togo, qtoby obespeqit~ vkl¸qenie {λ^{n/2}Φ_{n,t}}_{n∈}Z∈ H^∞_λ , otkuda sleduet, qto

Φ = {λ^{n/2}Φ_{n,t}}_{n∈}Z∈ Y_A(l^s) + H^∞_λ . (1)

Ocenim teper~ normu posledovatel~nosti Φ v summe Z = Y (l^s) + L^∞_λ . DlØ fftogo zapixem λ^{n/2}Φ_{n,t} = α_{n,t} + β_{n,t}, gde α_{n,t} = λ^{n/2}Φ_{n,t}χ_{{φ>λ}n_}. ˚sno, qto ‖{β_{n,t}}_{n∈}Z‖_L1_λ 6 1 pri vseh t. Dalee, prostoe vyqislenie pokazyvaet, qto ( ∑ n∈Z|αn,t|^s)^{1/s} 6 Cφ, gde C zavisit ot λ i s, no ne ot t. Deæstvitel~no, pust~ e_j = {λ^j 6 φ < λ^{j+1}}, togda ∑ n∈Z^{|αn,t|s 6 ∑}n∈Z^{λsn/2(φ ∨ λn)1/2 = ∑}n∈Z^{( ∑}j¿n^{λsn/2φs/2χej )} 6^∑_{j∈}Z^{( ∑}_{n6j} λ^{ns/2}λ^{(j+1)s/2)}χe_j 6 C(s, λ)φ^s.

O VMO–REGUL˚RNYH REXETKAH 165 Takim obrazom, ‖{α_{n,t}}_{n∈}Z‖_{Y (l}s_) 6 C‖φ‖_Y 6 C i ‖Φ‖_Z 6 C + 1, ravnomerno po t. (V dal~neæxem znaqenie ocenoqnoæ postoØnnoæ, oboznaqaemoæ bukvoæ C, s indeksami ili bez, moßet menØt~sØ daße v predelah odnoæ formuly bez dopolnitel~nyh ogovorok.)

Iz vkl¸qeniØ (1) i usloviØ teoremy vytekaet, qto

‖Φ‖_{YA(l}s_{)+H}1_λ 6 C^′

(ravnomerno po t), t.e. λ^{n/2}Φ_{n,t} = γ_{n,t} + δ_{n,t}, gde γ_{n,t} ∈ Y_A, δ_{n,t} ∈ H^∞(m × μ) i ‖ ‖( ∑ n∈Z^{|γn,t|s)1/s‖Y 6 C, |δn,t| 6 Cλn (n ∈ Z). (2)} Po-preßnemu, C ne zavisit ot t.

Pri t → ∞ funkcii Φ_{n,t} shodØtsØ p.v. k vnexnim funkciØm Φ_n = exp(log φ_n +iH(log φ_n)), gde φ_n = (φ∨λ^n)^{1/2}. Pri fftom |Φ_{n,t}| = φ_{n,t} ↗ φ_n = |Φ_n|, tak qto v ravenstve

Φ_{n,t}Φ^{−1}_n = λ^{−n/2}Φ^{−1}_n γ_{n,t} + λ^{−n/2}Φ^{−1}_n δ_{n,t}

levaØ qast~ ne prevoshodit po modul¸ edinicy, a togda iz vtorogo neravenstva v (2) i ocenki |Φ_n| ¿ λ^{n/1} poluqaetsØ, qto |λ^{−n/2}Φ^{−1}_n δ_{n,t}| 6 C, |λ^{−n/2}Φ^{−1}_n γ_{n,t}| 6 C + |Φ_{n,t}Φ^{−1}_n | 6 C + 1. (3) Moßno vybrat~ taku¸ posledovatel~nost~ t_k ↗ ∞, qto predely δ_n = lim_{k→∞} δ_{n,tk} suwestvu¸t pri vseh n v w^∗-topologii prostranstva H^∞(m × μ). Vvedem nenadolgo na mnoßestve T× Ω × Z koneqnu¸ meru ρ, ffkvivalentnu¸ ishodnoæ i taku¸, qto L^∞_λ ⊂ L^2(ρ). Togda fflementy {δ_{n,tk} }_{n∈}Zslabo shodØtsØ k δ_n v L^2(ρ), a slabu¸ shodimost~ moßno prevratit~ v bystru¸ shodimost~ po mere ρ posle perehoda k vypuklym kombinaciØm, a zatem – k podposledovatel~nosti. Ots¸da legko poluqaetsØ, qto dlØ kaßdogo

j ∈ N moßno naæti nabor dk_1,j , . . . , dk_{sj} ,j neotricatel~nyh qisel,

v summe da¸wih edinicu, takim obrazom, qtoby k_{1,j}, . . . , k_{sj,j} ¿ j i sootvetstvu¸wie vypuklye kombinacii Δ^{(j)}_n = d_{k1,j}δ_{n,tk1} + · · · + d_{ksj ,j}δ_{n,ksj} shodilis~ p.v. k δ_n pri j → ∞ dlØ kaßdogo n ∈ Z.

166 S. V. KISL˚KOV

Oboznaqim qerez Γ^{(j)}n i Φ^{(j)}n takie ße vypuklye kombinacii funkciæ γ_{n,t} i Φ_{n,t}: Γ^{(j)}_n = d_{k1,j}γ_{n,k1} + · · · + d_{ksj ,j}γ_{n,ksj} , Φ^{(j)}_n = d_{k1,j} Φ_{n,k1} + · · · + d_{ksj ,j}Φ_{n,ksj} . Togda λ^{n/2}Φ^{(j)}n = Γ^{(j)}n + Δ^{(j)}n , priqem Φ^{(j)}n → Φ_n p.v. pri j → ∞ dlØ vseh n. Sledovatel~no, i funkcii Γ^{(j)}n shodØtsØ p.v. pri j → ∞ k nekotorym funkciØm γ_n (razumeetsØ, leßawim v klasse Smirnova). Podeliv na vnexn¸¸ funkci¸ λ^{n/2}Φ_n, poluqim

Φ^{(j)}_n Φ^{−1}_n = λ^{−n/2}Γ^{(j)}_n Φ^{−1}_n + λ^{−n/2}Δ^{(j)}_n Φ^{−1}_n^{def}= u^{(j)}_n + v^{(j)}_n . (4)

Iz ocenok (3) sleduet, qto |v^{(j)}n | 6 C, |u^{(j)}n | 6 C + 1 (tak qto, v qastnosti, u^{(j)}n , v^{(j)}n ∈ H^∞(T× Ω)). LevaØ qast~ v (4) ne prevoshodit po modul¸ edinicy i stremitsØ k 1 p.v. pri j → ∞ dlØ kaßdogo n.

Teper~ vozvedem ravenstvo (4) v stepen~ K, a zatem v kvadrat, gruppiruØ qleny osobym obrazom:

(Φ^{(j)}_n Φ^{−1}_n )^{2k} = ((u^{(j)}_n )^K + a^{(j)}_n v^{(j)}_n )^2 = (u^{(j)}_n )^K b^{(j)}_n + (v^{(j)}_n )^2c^{(j)}_n ;

zdes~ funkcii a^{(j)}n , b^{(j)}n i c^{(j)}n leßat v H^∞(T× Ω) i ograniqeny ravnomerno po n i j v terminah postoØnnoæ C. Oboznaqim slagaemye v poslednem vyraßenii v predyduweæ formule qerez U^{(j)}n i V^{(j)}n . Togda U^{(j)}n , V^{(j)}n ∈ H^∞(T× Ω), |U^{(j)}n |, |V^{(j)}n | 6 C^′ ravnomerno po n i j i (Φ^{(j)}_n Φ^{−1}_n )^{2K} = U^{(j)}_n + V^{(j)}_n . (5)

Dalee, iz vtorogo neravenstva v (2) vytekaet ocenka

|V^{(j)}_n φ| 6 C|v^{(j)}_n |^2φ = Cλ^{−n}|Δ^{(j)}_n |^2|Φ^{−2}_n |φ 6 Cλ^n φ φ ∨ λ^n 6 Cλ^n. (6) Krome togo (napomnim, qto r = Ks ¿ 1, a X = Y^{1/K}), ‖ ‖( ∑ n∈Z^{λns|u(j)n |Ks)1/s‖Y = ‖( ∑}n∈Z^{λns|u(j)n |r)1/r‖KX} 6 sup_{t¿1}^{‖( ∑}_{n∈}Zλ^{ns}|λ^{−n/2}Φ^{−1}_n γn,t|^{r)1/r‖K}_X

O VMO–REGUL˚RNYH REXETKAH 167 v silu vypuklosti (prostranstvo X banahovo, a pri vsØkom j posledovatel~nost~ {u^{(j)}n }_{n∈}Zest~ vypuklaØ kombinaciØ neskol~- kih posledovatel~nosteæ vida {λ^{−n/2}Φ^{−1}_n γ_{n,t}}_{n∈}Z). Snova perehodØ k prostranstvu Y , perepixem posledniæ supremum v vide

sup_t ¿1 ‖ ‖( ∑ n∈Z^{λns|λ−n/2Φ−1n γn,t|Ks)1/s‖Y .} V silu vtorogo neravenstva v (3) pokazatel~ stepeni Ks v poslednem vyraßenii moßno umen~xit~ do s za sqet poØvleniØ konstanty pered znakom verhneæ grani. Posle fftogo, vospol~zovavxis~ neravenstvom |Φ_n| ¿ λ^{n/2}, poluqim ‖ ‖( ∑ n∈Z^{λns|U (j)n |s)1/s‖Y 6 C‖( ∑}n∈Z^{λns|u(j)n |Ks)1/s‖Y} 6 C sup_{t¿1}^{‖( ∑}_{n∈}Zλ^{−ns/2}|Φ^{−1}_n |^s|γn,t|^{s)1/s‖}_Y 6 C sup_{t¿1}^{‖( ∑}_{n∈}Z|γn,t|^{s)1/s‖}_Y . Obrativxis~ k pervomu neravenstvu v (2), poluqaem okonqatel~- no ‖ ‖( ∑ n∈Z^{λns|U (j)n |s)1/s‖Y 6 C. (7)} Zametim teper~, qto pri l¸byh n i j kaßdaØ iz funkciæ U^{(j)}n i V^{(j)}n ØvlØetsØ polinomom ot u^{(j)}n i v^{(j)}n s kofffficientami, zavisØwimi lix~ ot K, no ne ot n i j. Pofftomu poqti vs¸du suwestvu¸t predely U_n = lim_{j→∞} U^{(j)}n , V_n = lim_{j→∞} V^{(j)}n . �to – funkcii iz

H^∞(T× Ω), ravnomerno ograniqennye v terminah konstant, uqastvu¸wih v formulirovke teoremy i lemmy. Predel~nyæ perehod v (5), (6) i (7) vedet k formulam 1 = U_n + V_n, |V_nφ| 6 Cλ^n, ‖( ∑ n∈Z^{λns|Un|s)1/s‖Y 6 C} (v poslednem sluqae ispol~zuetsØ svoæstvo Fatu v prostranstve Y ). Vspomniv, qto φ = f^K , iz vtorogo sootnoxeniØ nahodim: |V_nf| = |V_n|^{1−1/K}(|V_n|f^K )^{1/K} 6 C^′Λ^n, gde Λ = λ^{1/K} . V tret~em sootnoxenii moßno zamenit~ |U_n|^s na |U_n|^{Ks}, uveliqiv konstantu C. �to vedet k neravenstvu ‖( ∑ n∈Z^{Λnr|1 − Vn|r)1/r‖X 6 C′′.} Lemma dokazana. •

168 S. V. KISL˚KOV

Literatura

1. S. V. KislØkov, O BMO-regulØrnyh rexetkah izmerimyh funkciæ. — Algebra i analiz, 14 (2002), N 2.

2. I. I. Privalov, Graniqnye svoæstva analitiqeskih funkciæ. — Gostehizdat, M.-L. (1950).

3. S. V. Kislyakov, On BMO-regular couples of lattices of measurable functions. — Studia Math., 159 (2003), 277–290.

Kislyakov S. V. On BMO-regular lattices of measurable functions. II. The main result of the paper [1] is refined slightly and extended to certain quasi-Banach lattices.

Postupilo 15 noØbrØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN