Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

A. I. Hrabrov

OCENKI RASSTO˚NI` MEȷDU SUMMAMI PROSTRANSTV ℓ^p_n, II

§1. Vvedenie

V fftoæ rabote my obsußdaem vopros o tom, kak razliqnye harakteristiki blizosti koneqnomernyh prostranstv vedut sebØ na summah prostranstv ℓ^p_n, to est~ na prostranstvah vida ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n. V kaqestve harakteristik blizosti meßdu prostranstvami X i Y (odinakovoæ koneqnoæ razmernosti) my rassmatrivaem klassiqeskoe rasstoØnie Banaha–Mazura d(X, Y ), slaboe rasstoØnie Banaha–Mazura d̃(X, Y ), vvedennoe v [14], i modificirovannoe rasstoØnie ∂(X, Y ), vvedennoe v [4]. Nax osnovnoæ rezul~tat sostoit v tom, qto dlØ rassmatrivaemyh prostranstv otnoxenie

d(X, Y )/d̃(X, Y ) ograniqeno. Otmetim, qto, kak ustanovleno v [4]

i [14], na prostranstvah ℓ^p_n vse tri rasstoØniØ ime¸t odinakovyæ porØdok rosta i oceniva¸tsØ drug qerez druga s absol¸tnymi postoØnnymi, a dlØ summ prostranstv ℓ^p_n otnoxenie

d(X, Y )/∂^2(X, Y ) ograniqeno, no v nekotoryh sluqaØh moßet byt~

skol~ ugodno malym. HotØ slaboe rasstoØnie Banaha–Mazura d̃ tak ße horoxo razliqaet prostranstva ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n kak i klassiqeskoe, sovsem po-drugomu ono vedet sebØ na summah prostranstv razliqnyh razmernosteæ. Tak, ono praktiqeski ”ne vidit raznicy“ meßdu prostranstvami ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n i ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_{2n} (toqnee, d̃(ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n,

ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_{2n}) ≤ 3 pri l¸byh p, q ≥ 1 i n ∈ N). Vmeste s tem, modifi-

cirovannoe rasstoØnie razliqaet ffti prostranstva dostatoqno qetko, v fftom sluqae my imeem

∂(ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n, ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_{2n}) ≍ n^{13} |^{1p − 1q} |.

V svØzi s poslednim rezul~tatom zametim, qto vyteka¸wee iz nego neravenstvo

d(ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n, ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_{2n}) ≥ ∂(ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n, ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_{2n}) ≥ cn^{13} |^{1p − 1q} |.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke Ministerstva obrazovaniØ RF (grant ˝E00-1.037). 203

204 A. I. HRABROV ØvlØetsØ, po-vidimomu, edinstvennoæ izvestnoæ ocenkoæ snizu klassiqeskogo rasstoØniØ Banaha–Mazura meßdu fftimi prostranstvami (veroØtno, dovol~no gruboæ).

Napomnim opredeleniØ rassmatrivaemyh rasstoØniæ i nekotorye svØzannye s nimi rezul~taty. My budem sqitat~, qto vse n-mernye normirovannye prostranstva kak vektornye prostranstva sovpada¸t s R^n. �to pozvolØet nam v dal~neæxem bez special~nyh poØsneniæ govorit~ kak ob ob¨emah tel v n-mernyh prostranstvah, tak i o matricah, sootvetstvu¸wih lineænym operatoram (v kanoniqeskom bazise prostranstva R^n). Klassiqeskoe rasstoØnie Banaha–Mazura meßdu n-mernymi normirovannymi prostranstvami X i Y :

d(X, Y ) = inf { ‖T ‖ · ‖T^{−1}‖ | T : X → Y, T – izomorfizm } . Rassmotrim operator U : X → Y i poloßim

γ̃_Z (U ) = inf ∑ ‖W_k‖‖V_k‖, gde infimum beretsØ po vsem predstavleniØm U = ∑ W_kV_k pri V_k : X → Z i W_k : Z → Y . Soglasno Tomqak–Egermann [14] opre-

delim slaboe rasstoØnie d̃(X, Y ) meßdu normirovannymi prostranstvami X i Y po formule

d̃(X, Y ) = max{γ̃_Y (Id_X ), γ̃_X (Id_Y )}.

V fftom sluqae

d̃(X, Y ) = sup { max { α(Id_Y ) α(Id_X ) , α(Id_X ) α(Id_Y ) } : α – ideal~naØ norma } . (1) Legko videt~, qto vsegda imeet mesto neravenstvo d̃(X, Y ) ≤

d(X, Y ). Kak pokazal Rudel~son v rabote [13], rasstoØniØ d(X, Y )

i d̃(X, Y ) mogut suwestvenno razliqat~sØ. Toqnee, suwestvu¸t takie n-mernye normirovannye prostranstva X_0 i Y_0, qto

d(X_0, Y_0) d̃(X_0, Y_0) ≥ cn. Tam ße dokazano, qto d̃(X, Y ) ≤ cn^{13}14 ln^{157} n. RasstoØnie d̃(X, Y ) dlØ simmetriqeskih prostranstv izuqalos~ v rabotah Lindenxtraussa i Xankovskogo [10] i [11].

OCENKI RASSTO˚NI` MEȷDU SUMMAMI 205 DlØ n-mernyh banahovyh prostranstv X i Y opredelim ob¨- emnoe otnoxenie

Vr(X, Y ) = ( inf { volB_X volU B_Y : U B_Y ⊂ B_X })_{1/n} , gde B_X i B_Y – ediniqnye xary v prostranstvah X i Y . Pri

Y = ℓ^2_n obobwennoe ob¨emnoe otnoxenie Vr(X, ℓ^2_n) sovpadaet s

obyqnym ob¨emnym otnoxeniem vr(X). Oqevidno, qto vsegda

Vr(X, Y ) · Vr(Y, Z) ≥ Vr(X, Z) i Vr(X, Y ) ≥ 1.

Veliqina (Vr(X, Y ))^n rassmatrivalas~ Makbetom [12] i Levi [9] dlØ mnoßestva vypuklyh n-mernyh tel. Tam ße dokazana kompaktnost~ fftogo mnoßestva v metrike ln Vr(X, Y ) + ln Vr(Y, X).

Poloßim ∂(X, Y ) = inf{‖T ‖_{X→Y} : | det T | = 1} · inf{‖T ‖_{Y →X} : | det T | = 1}. RasstoØnie ∂(X, Y ) neØvno ispol~zovalos~ Gurariem, Kadecom i Macaevym v rabote [1] dlØ vyvoda ocenok rasstoØniØ Banaha– Mazura meßdu prostranstvami ℓ^p_n i Gluskinym v rabote [2], gde dokazano suwestvovanie n-mernyh prostranstv X_1 i Y_1, dlØ kotoryh ∂(X_1, Y_1) ≥ cn. Ots¸da sleduet, qto d- i ∂-diametry kompakta Minkovskogo odinakovy po porØdku. RasstoØnie ∂(X, Y ) izuqaetsØ v rabotah [4, 5, 6, 7].

V rabote [4] ukazan primer takih n-mernyh normirovannyh prostranstv X_2 i Y_2, qto

d(X_2, Y_2) ∂(X_2, Y_2) ≥ √ n e ln n , dlØ teh ße prostranstv analogiqnye rassußdeniØ da¸t ocenku

d̃(X_2, Y_2)

∂(X_2, Y_2) ≥ √ n e ln n . V rabote [14] dokazano, qto dlØ prostranstv Gluskina s veroØtnost~¸, stremØweæsØ k 1 s rostom n, d(X, Y ) ≥ c_1n i

d̃(X, Y ) ≤ c_2√n. Poskol~ku dlØ prostranstv Gluskina s vero-

Øtnost~¸, stremØweæsØ k 1, i ∂(X, Y ) ≥ c_1n, to suwestvu¸t i takie n-mernye normirovannye prostranstva X_3 i Y_3, qto

∂(X_3, Y_3) d̃(X_3, Y_3) ≥ c √ n.

206 A. I. HRABROV Stalo byt~, otnoxenie ∂(X, Y )/d̃(X, Y ) moßet byt~ i veliko i malo.

Summy prostranstv X ⊕ Y my ponimaem v smysle ℓ^2, rassmotrenie summ drugih tipov privedet k izmeneni¸ nekotoryh konstant. Zapis~ f ≻ g ili g ≺ f oznaqaet, qto suwestvuet konstanta c > 0, dlØ kotoroæ pri vseh dopustimyh x vypolneno neravenstvo f(x) ≥ cg(x). Esli f ≺ g i f ≻ g, to my pixem f ≍ g. Qerez (α)_+ oboznaqena poloßitel~naØ sostavlØ¸waØ qisla α, t. e. (α)_+ = max{α, 0}. Qerez p^′ my oboznaqaem soprØßennyæ s p pokazatel~, inymi slovami 1/p + 1/p^′ = 1.

V rabote [5] dlØ l¸byh p, q, r i s ustanavlivaetsØ sootnoxe- nie Vr(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≍

≍ (min{Vr(ℓ^p_n, ℓ^r_n) · Vr(ℓ^q_n, ℓ^s_n), Vr(ℓ^p_n, ℓ^s_n) · Vr(ℓ^q_n, ℓ^r_n)})^{1/2}. (2)

RasstoØnie ∂(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) moßet byt~ naædeno ishodØ iz sootnoxeniØ (2), ravenstva ∂(X, Y ) = Vr(X, Y ) · Vr(Y, X) i formul dlØ ob¨emnyh otnoxeniæ Vr(ℓ^p_n, ℓ^r_n), sm. [5].

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ raboty ØvlØetsØ Teorema 1. Pri l¸byh p, q, r, s imeet mesto sootnoxenie d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≍ d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≍ ≍ min{max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^s_n)}, max{d(ℓ^q_n, ℓ^s_n), d(ℓ^q_n, ℓ^r_n)}}. V qastnosti, esli p, q ≤ 2, to d(ℓ^p_q ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^∞_n ) ≍ d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^∞_n ) ≍ √ n. Teorema 1 dopolnØet rezul~taty, sledu¸wie iz sootnoxeniØ (2). Takim obrazom, my imeem polnu¸ informaci¸ o rasstoØniØh d, d̃ i ∂ meßdu summami prostranstv ℓ^p_n odinakovoæ razmernosti.

Teorema 2. Pri l¸byh p, q, r, s spravedlivy neravenstva

d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≺ (∂(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n))^2 i (3)

d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≺^4 √ n∂(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n). (4) Neravenstva (3) i (4) neuluqxaemy. Naprimer, ffto sleduet iz ravenstv d(ℓ^1_n ⊕ ℓ^2_n, ℓ^{2n}_{2n}) = √ n i ∂(ℓ^1_n ⊕ ℓ^2_n, ℓ^{2n}_{2n}) =^4 √ n. Otmetim ewe

OCENKI RASSTO˚NI` MEȷDU SUMMAMI 207 seri¸ primerov: d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^∞_n ) ≍ √ n i ∂(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^∞_n ) ≍^4 √ n pri 1 ≤ p ≤ r ≤ q ≤ 2.

V silu ocenki d̃(ℓ^p_n, ℓ^p_{an}) ≤ c(a) teorema 1 dlØ rasstoØniØ d̃ moßet byt~ rasprostranena na sluqaæ summy prostranstv ℓ^p proporcional~nyh razmernosteæ. Toqnee, imeet mesto

Teorema 3. Pust~ 0 < δ ≤ a, b, c, d ≤ Δ, togda pri l¸byh p, q, r,

s imeet mesto sootnoxenie (vse ocenki s konstantami, zavisØwimi tol~ko ot δ i Δ) d̃(ℓ^p_{[an]} ⊕ ℓ^q_{[bn]}, ℓ^r_{[cn]} ⊕ ℓ^s_{[dn]}) ≍ d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≍ ≍ min{max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^s_n)}, max{d(ℓ^q_n, ℓ^s_n), d(ℓ^q_n, ℓ^r_n)}}. Privedem takße teoremu, pozvolØ¸wu¸ vyqislØt~ ob¨emnye otnoxeniØ i modificirovannoe rasstoØnie dlØ summ prostranstv ℓ^p_n raznyh razmernosteæ.

Teorema 4. Pri l¸byh p, q, r, s imeet mesto sootnoxenie

Vr^3(ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_{2n} ⊕ ℓ^s_n) ≍

≍ min{Vr^2(ℓ^p_{2n}, ℓ^r_{2n})Vr(ℓ^q_n, ℓ^s_n), Vr(ℓ^p_n, ℓ^r_n)Vr(ℓ^p_n, ℓ^s_n)Vr(ℓ^q_n, ℓ^r_n)}.

V qastnosti, Vr(ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n, ℓ^q_{2n} ⊕ ℓ^p_n) ≍ (Vr(ℓ^p_n, ℓ^q_n))^{1/3}.

Sledstvie.

d(ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n, ℓ^q_{2n} ⊕ ℓ^p_n) ≥ ∂(ℓ^p_{2n} ⊕ ℓ^q_n, ℓ^q_{2n}, ⊕ℓ^p_n) ≍ (d(ℓ^p_n, ℓ^q_n))^{1/3} .

VerhnØØ ocenka v teoreme 4 sleduet iz logarifmiqeskoæ vypuklosti ob¨emnogo otnoxeniØ otnositel~no razmernosti (sm. [4]):

Vr(X_1 ⊕ X_2, Y_1 ⊕ Y_2) ≤ (Vr(X_1, Y_1))^{n1n1+n2} · (Vr(X_2, Y_2))^{n2n1+n2} , (5)

gde dim X_1 = dim Y_1 = n_1 i dim X_2 = dim Y_2 = n_2. Analogiqno moßno pokazat~, qto dlØ l¸byh celyh poloßitel~nyh qisel a, b, c i d, udovletvorØ¸wih uslovi¸ a + b = c + d, verhnØØ ocenka ob¨emnogo otnoxeniØ Vr(ℓ^p_{an} ⊕ ℓ^q_{bn}, ℓ^r_{cn} ⊕ ℓ^s_{dn}), poluqaemaØ ishodØ iz logarifmiqeskoæ vypuklosti, toqna po porØdku.

Vyteka¸wee iz teoremy 1 sootnoxenie d(X, Y ) ≍ d̃(X, Y ), (6)

208 A. I. HRABROV kotoroe imeet mesto dlØ summ dvuh prostranstv ℓ^p_n odinakovoæ razmernosti, dlØ summ treh prostranstv uße moßet ne imet~ mesta. Bolee togo, sootnoxenie (6) moßet naruxat~sØ dlØ summ prostranstv ℓ^p raznyh razmernosteæ. Naprimer,

d̃(ℓ^1_{2n} ⊕ ℓ^2_n, ℓ^2_n ⊕ ℓ^1_n) ≤ 3.

S drugoæ storony iz teoremy 4 sleduet, qto

d(ℓ^2_n ⊕ ℓ^1_n, ℓ^1_{2n} ⊕ ℓ^2_n) ≥ Vr(ℓ^2_n ⊕ ℓ^1_n, ℓ^1_{2n} ⊕ ℓ^2_n) ≻^6 √ n. §2. Vspomogatel~nye utverßdeniØ Pust~ U – operator, deæstvu¸wiæ iz X v Y . Oboznaqim qerez

π_p(U ), ν_p(U ) i δ_p(U ) p-absol¸tno summiru¸wu¸, p-Ødernu¸ i p-

dominirovannu¸ normu operatora U . Otmetim, qto normy π_p(U ) i ν_p′ (U ) ØvlØ¸tsØ dvoæstvennymi. Esli α – ideal~naØ norma, dvoæstvennu¸ k neæ my budem oboznaqat~ qerez α^∗. V dal~neæxem nam ponadobitsØ toßdestvo α(Id_ℓr_{n →ℓ}s_n )α^∗(Id_ℓs_{n→ℓ}r_n ) = n, spravedlivoe dlØ l¸boæ ideal~noæ normy α. Vse podrobnosti moßno naæti v monografii Piqa [3].

Lemma 1 (Baumbah G., Linde V., [8]). Pust~ 1 ≤ p ≤ 2. Togda π_p(Id_l^q_n ) ≍ n^{max{1/2,min{1/p,1/q′}}} = n^{1/2} pri q ≤ 2, n^{1/q′} pri 2 ≤ q ≤ p^′, n^{1/p} pri p^′ ≤ q, v qastnosti, π_p(Id_ℓ′_n ) ≍ n^{1/p}.

Sledstvie. Pust~ 2 ≤ p ≤ ∞. Togda ν_p(Id_ℓ^p_n ) ≍ n^{min{1/2,max{1/p,1/q}}} = n^{1/2} pri q ≤ 2, n^{1/q} pri 2 ≤ q ≤ p, n^{1/p} pri p ≤ q, v qastnosti ν_p(Id_ℓ^p_n ) ≍ n^{1/p}.

Lemma 2. (Piq A., [3]). Pust~ 1 ≤ p ≤ ∞. Togda

δ_2(Id_ℓ^p_n ) = n d(ℓ^2_n, ℓ^p_n) = { n^{3/2−1/p} pri p ≤ 2, n^{1/2+1/p} pri p ≥ 2.

OCENKI RASSTO˚NI` MEȷDU SUMMAMI 209

Lemma 3. Pust~ T : X ⊕ Y → X ⊕ Y i T = ( U 0 0 V ) . Togda

max{π_p(U ), π_p(V )} ≤ π_p(T ) ≤ 2 √ 2 max{π_p(U ), π_p(V )}.

Dokazatel~stvo. NißnØØ ocenka oqevidna, poskol~ku norma πp ne vozrastaet pri perehode k sußeni¸. Dokaßem verhn¸¸ ocenku. Budem sqitat~, qto p ≥ 1. V sluqae p < 1 izmenØtsØ nekotorye konstanty. Pust~ M = max{π_p(U ), π_p(V )} i z_k = x_k + y_k, gde

x_k ∈ X, y_k ∈ Y . Togda m∑ k=1 ‖T z_k‖^p ≤ 2^{p−1} (_m ∑ k=1 ‖U x_k‖^p + m∑ k=1 ‖V y_k‖^p ) ≤

≤ 2^{p−1}M^p sup {_m ∑ k=1 (|(x_k, x^′)| + |(y_k, y^′)|)^p : x^′ ∈ B_X∗ , y^′ ∈ B_Y ∗ } . (7) Rassmotrim vektory x^′ i y^′, na kotoryh dostigaetsØ posledniæ supremum. Pust~ A mnoßestvo takih indeksov k, dlØ kotoryh

(x_k, x^′)(y_k, y^′) ≥ 0. Moßno sqitat~, qto summa po k ∈ A sostavlØet

ne menee poloviny ot summy po vsem indeksam k (v protivnom sluqae zamenim y^′ na −y^′). Togda pravaØ qast~ (7) ne prevoshodit veliqiny

2^pM^p ∑ k∈A (|(x_k, x^′)| + |(y_k, y^′)|)^p ≤ 2^pM^p m∑ k=1 |(x_k, x^′) + (y_k, y^′)|^p ≤

≤ 2^{3p/2}M^p sup {_m ∑ k=1 |(z_k, z^′)|^p : z^′ ∈ B_Z∗ } . Sledovatel~no, π_p(T ) ≤ 2 √ 2M .

Sledstvie. Esli 1 ≤ p ≤ 2, to πp(Id_ℓq_{n⊕ℓ}r_n ) ≍^√n pri q, r ≤ 2 i

π_p(Id_ℓ^q_n ) ≍ n^{min{1/p,max{1/q′,1/r′}}} v protivnom sluqae. V qastnosti π_p(Id_ℓp′_{n ⊕ℓ}q_n ) ≍ n^{1/p} pri l¸bom q.

§3. Ocenka veliqin γ̃_ℓp_n (Id_ℓq_n ) Teorema 5. Pri vseh p i q imeet mesto sootnoxenie γ̃_ℓp_n (Id_ℓq_n ) ≍

d(ℓ^p_n, ℓ^q_n), priqem, esli (p − 2)(q − 2) ≥ 0, to “≍” prevrawaetsØ v ravenstvo.

210 A. I. HRABROV

Lemma 4. DlØ l¸bogo n-mernogo prostranstva X spravedlivo ra-

venstvo γ̃_ℓ2_n (Id_X ) = d(ℓ^2_n, X).

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto γ̃_ℓ2_n (IdX ) ≤ d(ℓ^2_n, X). Pust~ γ̃_ℓ2_n (IdX ) realizuetsØ na faktorizacii Id_X = ∑_m k=1 W_kV_k. Rassmotrim

operatory V : X → ℓ^2_{mn} i W : ℓ^2_{mn} → X, opredelØemye formulami

V x = (α^{−1}_1 v_1x, . . ., α^{−1}_m v_mx) i W (y_1, . . . , y_n) = α_1w_1y_1 +. . .+α_mw_my_m.

Pri α^2_k = ‖w_k‖/‖v_k‖ imeem ‖V ‖ ≤ √ γ̃_ℓ2_n (Id_X ) i ‖W ‖ ≤ √ γ̃_ℓ2_n (Id_X ).

Zametim, qto W V = Id_X . Sledovatel~no, operatory W^′ : X →

Im W = ℓ^2_n i V^′ = V |_{Im W} : ℓ^2_n = Im W → X budut vzaimno obratny.

Takim obrazom, d(X, ℓ^2_n) ≤ ‖W^′‖‖V^′‖ ≤ γ̃_ℓ2_n (Id_X ). �

Sledstvie 1. DlØ l¸byh n-mernyh normirovannyh prostranstv

X i Y imeet mesto neravenstvo

γ̃_Y (Id_X ) ≥ d(ℓ^2_n, X) d(ℓ^2_n, Y ) . Dokazatel~stvo. Poloßim Z = ℓ^2_n v neravenstve treugol~nika

γ̃_Y (Id_X )γ̃_Z (Id_Y ) ≥ γ̃_Z (Id_X ). �

Sledstvie 2. Pri 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 ili 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞ imeem

γ̃_ℓ^q_n (Id_ℓ^p_n ) = d̃(ℓ^p_n, ℓ^q_n) = d(ℓ^p_n, ℓ^q_n).

Dokazatel~stvo. Poloßim v predyduwem sledstvii X = ℓ^p_n i

Y = ℓ^q_n, dalee vospol~zuemsØ toßdestvom

d(ℓ^2_n, ℓ^p_n) = d(ℓ^2_n, ℓ^q_n)d(ℓ^p_n, ℓ^q_n). �

Dokazatel~stvo teoremy 5. Pust~ (p − 2)(q − 2) ≥ 0. Sluqai

1 ≤ q ≤ p ≤ 2 i 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ rassmotreny v sledstvii 2.

Ravenstvo v sluqae 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 ili 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞ poluqaetsØ s pomow~¸ podstanovki α = δ_2 v (1). Pust~ q < 2 < p, poloßim v (1)

α = π_p′ , poluqim ocenku γ̃_ℓ^q_n (Id_ℓp′_n ) ≻ n^{1/2−1/p}. Podstanovka α = ν_q′

daet γ̃_ℓq_n (Id_ℓp_n ) = γ̃_ℓq′_n ≻ n^{1/q−1/2}. Stalo byt~, γ̃_ℓq_n (Id_ℓp_n ) ≍ d(ℓ^p_n, ℓ^q_n). OstavxiæsØ sluqaæ p < 2 < q poluqaetsØ v rezul~tate perehoda k soprØßennym prostranstvam. �

OCENKI RASSTO˚NI` MEȷDU SUMMAMI 211

§4. Ocenka rasstoØniæ meßdu ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n i ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n Otmetim neskol~ko svoæstv veliqin γ̃_{Y1⊕Y2}(Id_{X1⊕X2} ).

Lemma 5. DlØ l¸byh normirovannyh prostranstv X, Y i Z ime-

¸t mesto neravenstva 1) γ̃Z⊕Z (IdX⊕Y ) ≤ γ̃Z (IdX ) + γ̃Z (IdY ); 2) 2γ̃Z (IdX⊕Y ) ≥ γ̃Z (IdX⊕X ); 3) min{γ̃Y (IdX ), γ̃Z (IdX )} ≥ γ̃Y ⊕Z (IdX ). Dokazatel~stvo. 1. Pust~ γ̃Z (IdX ) i γ̃Z (IdY ) realizu¸tsØ na faktorizaciØh Id_X = ∑ w_kv_k i Id_Y = ∑ w^′_kv^′_k. Rassmotrim ope-

ratory

V_k = ( v_k 0 0 0 ) , V^′_k = ( 0 0 0 v^′_k ) , W_k = ( w_k 0 0 0 )

i W^′_k = ( 0 0 0 w^′_k ) . Togda ∑ (W_kV_k + W^′_kV^′_k) = Id_{X⊕Y} i γ̃_{Z⊕Z}(Id_{X⊕Y} ) ≤ ∑ (‖W_k‖‖V_k‖ + ‖W^′_k‖‖V^′_k‖) = γ̃_Z (Id_X ) + γ̃_Z (Id_Y ). 2. Pust~ γ̃Z (IdX⊕Y ) realizuetsØ na faktorizaciØh IdX⊕Y = ∑ w_kv_k. Rassmotrim operatory V_k = v_k|_X × 0 : X ⊕ X → Z, W_k = Pr_X w_k ×0 : Z → X ⊕X, V^′_k = 0×v_k|_X : X ⊕X → Z i W^′_k = 0×Pr_X w_k : Z → X ⊕ X. DlØ nih spravedlivy ocenki, analogiqnye p. 1.

3. Pust~ γ̃Y (IdX ) dostigaetsØ na vk : X → Y i wk : Y → X. Rassmotrim operatory V_k = v_k × 0 : X → Y ⊕ Z i W_k = w_k Pr_Y :

Y ⊕ Z → X. Dalee analogiqno. �

Sledstvie. Pri l¸byh 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ imeet mesto sootnoxenie γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓ^p_{n⊕ℓ}^q_n ) ≍ max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^r_n)}. Dokazatel~stvo. Zametim, qto d(ℓ^p_{2n}, ℓ^p_n ⊕ ℓ^p_n) ≤^√2, pofftomu po punktu 2 lemmy zakl¸qaem, qto γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓ^p_{n ⊕ℓ}^q_n ) ≥ 1 2 γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓ^p_{n ⊕ℓ}^p_n ) ≥ 1 2 √ 2 γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓr_{2n} ) ≥ ≥ 1 2 √ 2 γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓ^p_{2n} ) ≍ d(ℓ^p_{2n}, ℓ^r_{2n}) ≍ d(ℓ^p_n, ℓ^r_n).

212 A. I. HRABROV Analogiqno poluqaem ocenku γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓ^p_{n⊕ℓ}^q_n ) ≻ γ̃_ℓr_n (Id_ℓ^q_n ). Dalee po punktu 1 lemmy imeem

γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓ^p_{n⊕ℓ}^q_n ) ≤ γ̃_ℓr_n (Id_ℓ^p_n ) + γ̃_ℓr_n (Id_ℓ^q_n ) ≤ 2 max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^r_n)},

otkuda i sleduet verhnØØ ocenka. �

Dokaßem spravedlivost~ teoremy 1 pri r = s. VerhnØØ ocenka ØvlØetsØ sledstviem fflementarnogo neravenstva d(X⊕X, Y ⊕Z) ≤

max{d(X, Y ), d(X, Z)}, nißnØØ vytekaet iz predyduwego sled-

stviØ: d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^r_n) ≻ γ̃_{ℓr2n} (Id_{ℓpn⊕ℓqn} ) ≍ max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^r_n)}. V qastnosti, esli p ≥ 2 ili q ≥ 2, to

d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^1_n ⊕ ℓ^1_n) ≍ d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^1_{2n}) ≍ √ n. Lemma 6. Pri l¸byh 1 ≤ p, q, r, s ≤ ∞ imeet mesto sootnoxenie γ̃_ℓr_{n ⊕ℓ}s_n (Id_ℓ^p_{n ⊕ℓ}^q_n ) ≻ 1 d(ℓ^r_n, ℓ^s_n) ·max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^p_n, ℓ^s_n), d(ℓ^q_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^s_n)}. Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, γ̃_ℓr_{n ⊕ℓ}^q_n (Id_ℓ^p_{n ⊕ℓ}^q_n ) ≥ γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓ^p_{n⊕ℓ}^q_n ) γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓr_{n⊕ℓ}s_n ) ≍ γ̃_ℓr_{2n} (Id_ℓ^p_{n⊕ℓ}^q_n ) d(ℓ^r_n, ℓ^s_n) ≍ ≍ max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^r_n)} d(ℓ^r_n, ℓ^s_n) . Ocenka γ̃_ℓr_{n ⊕ℓ}s_n (Id_ℓ^p_{n ⊕ℓ}^q_n ) ≻ max{d(ℓ^p_n, ℓ^s_n), d(ℓ^q_n, ℓ^s_n)} d(ℓ^r_n, ℓ^s_n) poluqaetsØ, esli qisla r i s pomenØt~ mestami. � Lemma 7. 1. Esli p ≥ 2 ≥ q i 2 ≥ r ≥ s, to d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≻ n^{max{1/2−1/p, |1/s−1/q|, 1/r−1/2}}. 2. Esli p ≥ q ≥ 2 ≥ r ≥ s, to d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n) ≻ n^{max{1/2−1/p, 1/s−1/2}}. 3. Esli 2 ≥ p ≥ q, 2 ≥ r ≥ s, to d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≻ n^{max{|1/r−1/p|, |1/q−1/s|}}.

OCENKI RASSTO˚NI` MEȷDU SUMMAMI 213

4. Esli p ≥ 2 ≥ q i r ≥ 2 ≥ s, to d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≻ n^{max{|1/p−1/r|, |1/q−1/s|}}. Dokazatel~stvo. 1. DlØ dokazatel~stva ocenki d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≻ n^{1/2−1/p} nußno poloßit~ v sootnoxenii (1) α = π_p′ . Dokaßem neravenstvo

d̃(ℓp_n ⊕ ℓq_n, ℓr_n ⊕ ℓs_n) ≻ n|1/q−1/s|. Zametim, qto (pust~ dlØ opredelen-

nosti s ≥ q) d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≥ d̃(ℓp_n ⊕ ℓq_n, ℓ2_n) d̃(ℓr_n ⊕ ℓs_n, ℓ2_n) ≍ n^{1/q−1/2} n^{1/s−1/2} = n^{1/q−1/s}. OstavxeesØ neravenstvo sleduet iz ocenki d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≥ d̃(ℓp_n ⊕ ℓq_n, ℓ1_{2n}) d̃(ℓr_n ⊕ ℓs_n, ℓ1_{2n}) ≍ √ n n^{1−1/r} = n^{1/r−1/2}. 2. Neravenstvo^~d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≻ n^{1/2−1/p} sleduet iz (1), esli poloßit~ α = π_p′ . Vtoroe neravenstvo poluqaetsØ pri perehode k dvoæstvennym prostranstvam.

3. Snaqala pokaßem, qto^~d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≻ n^{|1/r−1/p|}. Predpoloßim, qto p ≥ r. Spravedlivy sootnoxeniØ d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≥ d̃(ℓp_n ⊕ ℓq_n, ℓ1_{2n}) d̃(ℓr_n ⊕ ℓs_n, ℓ1_{2n}) ≍ n^{1−1/p} n^{1−1/r} = n^{1/r−1/p}. DlØ dokazatel~stva ocenki d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≻ n^{|1/s−1/r|} budem sqitat~, qto q ≥ s (pri fftom trebuemoe ranee uslovie p ≥ r moßet i ne imet~ mesta). Poluqaem: d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≥ d̃(ℓr_n ⊕ ℓs_n, ℓ2_n) d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ2_n) ≍ n^{1/s−1/2} n^{1/q−1/2} = n^{1/q−1/s}. 4. Neravenstvo^~d(ℓ^p_n ⊕ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ℓ^s_n) ≻ n^{|1/p−1/r|} sleduet iz (1), esli poloßit~ α = π_p′ (pri p ≥ r) i α = π_r′ (v protivnom sluqae). Vtoroe neravenstvo poluqaetsØ, esli pereæti k soprØßennym pro- stranstvam: d̃(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) = d̃(ℓ^{p′}_n ⊕ ℓ^{q′}_n , ℓ^{r′}_n ⊕ ℓ^{s′}_n ) ≍ n^{|1/q′−1/s′|}. �

214 A. I. HRABROV

Dokazatel~stvo teoremy 1. VerhnØØ ocenka d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) oqevidna. Dokaßem nißn¸¸. Moßno sqitat~, qto p ≥ q, r ≥ s. V fftom sluqae min{max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^s_n)}, max{d(ℓ^q_n, ℓ^s_n), d(ℓ^q_n, ℓ^r_n)}} = = max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^s_n)}. S pomow~¸ perehoda k soprØßennym prostranstvam moßno dobit~sØ togo, qto iz qisel p, q, r i s hotØ by dva ne prevoshodØt 2. A menØØ, esli nußno, mestami pary (p, q) i (r, s), moßno dobit~sØ vypolneniØ neravenstva p ≥ r. V rezul~tate my poluqim odin iz qetyreh sluqaev vzaimnogo raspoloßeniØ qisel p, q, r i s. Kaßdyæ iz fftih sluqaev rassmotren v lemme 7. Ostalos~ zametit~, qto v ukazannyh sluqaØh levye qasti ocenok lemmy 7 ravny max{d(ℓ^p_n, ℓ^r_n), d(ℓ^q_n, ℓ^s_n)}. � Zameqanie. V sluqae prostranstv ℓ^p_n my imeli sootnoxeniØ γ̃_X (Id_Y ) ≍ γ̃_Y (Id_X ) ≍ d(X, Y ). DlØ summ ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n veliqiny γ̃_X (Id_Y ) i γ̃_Y (Id_X ) mogut suwestvenno razliqat~sØ. Naprimer,

γ̃_ℓ2_{n ⊕ℓ}∞_n (Id_ℓ2_n ) ≤ 2 i γ̃_ℓ2_n (Id_ℓ2_{n ⊕ℓ}∞_n ) ≻ √ n. Dokazatel~stvo teoremy 2. Neravenstvo (3) sleduet iz teoremy 1 i sootnoxeniØ (2) s pomow~¸ neposredstvennyh vyqisleniæ. Neravenstvo (4) poluqaetsØ v rezul~tate peremnoßeniØ formuly (3) i ocenki d(ℓ^p_n ⊕ ℓ^q_n, ℓ^r_n ⊕ ℓ^s_n) ≺ √ n, takße vyteka¸weæ iz teoremy 1. �

Pereædem k dokazatel~stvu teoremy 4. Ono osnovano na modifikacii neravenstva Adamara, a takße ocenkah norm operatora qerez smexannu¸ normu ‖T ‖ = ∑_n k=1 ‖T e_k‖_ℓ2_n , gde e_k – k-æ bazis-

nyæ vektor v R^n.

Lemma 8. Pust~ T : R^{(a+b)n} → R^{(a+b)n} i T = {aij}^{(a+b)n}_{i,j=1} . Togda pri

l¸byh α i β > 0, udovletvorØ¸wih uslovi¸ α^aβ^b = 1, spravedlivo neravenstvo (a+b)n∏

i=1 α an∑ j=1 a^2_{ij} + β (a+b)n∑

j=an+1 a^2_{i,j} ≥ (det T )^2.

OCENKI RASSTO˚NI` MEȷDU SUMMAMI 215

Lemma 9 (sm. [4]). Pust~ T : ℓ^p_n → ℓ^q_n, 1 ≤ p, q ≤ ∞. Togda 1) ‖T ‖_ℓp_{n→ℓ}q_n ≥ n^{( 1q − 1p )+−1} · ‖T ‖ pri (p − 2)(q − 2) ≥ 0, 2) ‖T ‖_ℓp_{n→ℓ}q_n ≥ n^{( 1p + 1q −1)+− 1p − 12} · ‖T ‖ pri (p − 2)(q − 2) ≤ 0, 3) ‖T ‖_ℓp_{n→ℓ}q_n ≥ 2^{−1/2}n^{1q − 1p −1} · ‖T ‖ pri 1 ≤ q ≤ 2 ≤ p. Lemma 10. Pust~ operator T : R^{3n} → R^{3n} imeet vid T = T_{11} T_{12} T_{13} T_{21} T_{22} T_{23} T_{31} T_{32} T_{33} (8) gde T_{ij} : R^n → R^n i | det T | = 1. Togda pri l¸byh vewestvennyh α_1, α_2, α_3, α_4 spravedlivo neravenstvo

K = n^{α1} (‖T_{11}‖ + ‖T_{12}‖ + ‖T_{21}‖ + ‖T_{22}‖) + n^{α2} (‖T_{13}‖ + ‖T_{23}‖)+

+n^{α3} (‖T_{31}‖ + ‖T_{32}‖) + n^{α4}‖T_{33}‖ ≥ 3n^{13 min{2α1+α4, α1+α2+α3}}.

Dokazatel~stvo. Umen~xiv α3 ili α4, my moßem dobit~sØ vypolneniØ ravenstva 2α_1 + α_4 = α_1 + α_2 + α_3. Poloßim λ = α_1 − α_2. Pust~ A_k = ‖T_{11}e_k‖_ℓ2_n , B_k = ‖T_{12}e_k‖_ℓ2_n , C_k = ‖T_{13}e_k‖_ℓ2_n . Ocenim snizu summu

n^{α1} (‖T_{11}‖+‖T_{12}‖)+n^{α2} ‖T_{13}‖ = n^{α1} n∑ k=1 A_k +n^{α1} n∑ k=1 B_k +n^{α2} n∑ k=1 C_k ≥

≥ n^{α2} n∑ k=1 ( n^λA_k + n^λB_k + C_k ) ≥ n^{α2} [_n ∏ k=1 (n^λA_k + n^λB_k + C_k) ]_{1/n} =

= n^{(2α1+α2)/3} [_n ∏ k=1 ( n^{λ/3}A_k + n^{λ/3}B_k + n^{−2λ/3}C_k ) ]_{1/n} . Analogiqnye ocenki poluqa¸tsØ dlØ summ n^{α1} (‖T_{21}‖ + ‖T_{22}‖) +

n^{α2} ‖T_{23}‖ i n^{α3}(‖T_{31}‖ + ‖T_{32}‖) + n^{α4}‖T_{33}‖. Sloßim ffti ocenki, vos-

pol~zuemsØ neravenstvom o srednih, i k poluqivxemusØ proizvedeni¸ primenim modificirovannoe neravenstvo Adamara dlØ

a = 2, b = 1, α = n^{λ/3} i β = n^{−2λ/3}. �

Dokazatel~stvo teoremy 4. Iz ravenstva

Vr(X, Y ) = inf{‖T ‖_{Y →X} : | det T | = 1} · ( volB_X volB_Y )_{1/n}

216 A. I. HRABROV sleduet, qto dostatoqno ocenit~ snizu veliqinu ‖T ‖_ℓr_{2n⊕ℓ}s_{n→ℓ}^p_{2n ⊕ℓ}^q_n pri uslovii | det T | = 1. Operator T moßno predstavit~ v vide (8) i ocenit~ snizu summoæ norm operatorov T_{ij} , deæstvu- ¸wih meßdu nekotorymi prostranstvami ℓ^p_n. KaßdaØ iz takih norm ocenivaetsØ po lemme 9, v rezul~tate poluqaetsØ vyraßenie, kotoroe ocenivaetsØ snizu po lemme 10. VerhnØØ ocenka poluqaetsØ iz logarifmiqeskoæ vypuklosti ob¨emnogo otnoxeniØ (5). �

V zakl¸qenii avtor vyraßaet priznatel~nost~ B. M. Makarovu za vnimanie k rabote.

Literatura

1. V. I. Gurariæ, M. I. Kadec, V. I. Macaev, O rasstoØniØh meßdu koneqnomernymi analogami prostranstv Lp. — Mat. sb. 170 (112), No. 4 (1966), 481–489.

2. E. V. Gluskin, Diametr kompakta Minkovskogo primerno raven n. — Funkc. an. i ego pril. 15, No. 1 (1981), 72–73.

3. A. Piq, Operatornye idealy, Mir, M. (1982).

4. A. I. Hrabrov, Ocenki rasstoØniæ meßdu summami prostranstv ℓpn. — Vestn. S.-Peterburg. un-ta. Ser. 1, Vyp. 3, No. 17 (2000), 56–62.

5. A. I. Hrabrov, Obobwennye ob¨emnye otnoxeniØ i rasstoØnie Banaha– Mazura. — Mat. Zametki 70, No. 6 (2001), 918–926.

6. A. I. Hrabrov, �kstremal~nye ob¨emnye otnoxeniØ dlØ summ normirovannyh prostranstv. — V sb. Problemy matematiqeskogo analiza. Vyp. 21. Novosibirsk, NauqnaØ kniga, (2000), 264–275.

7. A. I. Hrabrov, RasstoØniØ meßdu prostranstvami s bezuslovnymi bazisami. — V sb. Problemy matematiqeskogo analiza. Vyp. 23. Novosibirsk, Tamara RoßkovskaØ. (2001), 206–220.

8. G. Baumbach, W. Linde, Asymptotic behaviour of p-absolutely summing norms of identity operators. — Math. Nachr. 78 (1977), 193–196.

9. F. W. Levi, Über zvei Sätze von Herrn Besicovitch. — Arch. Math. 3, (1952), 125–129.

10. J. Lindenstrauss, A. Szankowski, The relation between the distance and the weak distance for spaces with a symmetric basis. — Geometrical aspects of functional analysis (1985/86), 21–38, Lect. Notes Math., 1267, Springer, Berlin–New York (1987).

11. J. Lindenstrauss, A. Szankowski, The weak distance between Banach spaces with a symmetric basis. — J. Reine Angew. Math. 373 (1987), 108–147.

12. A. M. Macbeath, A compactness theorem for affine equivalence-classes of convex regions. — Canad. J. Math. 3, No. 1 (1951), 54–61.

13. M. Rudelson, Estimates of the weak distance between finite-dimensional Banach spaces. — Israel J. Math. 89, No. 1–3 (1995), 189–204.

14. N. Tomczak-Jaegermann, The weak distance between finite-dimensional Banach spaces. — Math. Nachr. 119 (1984), 291–307.

OCENKI RASSTO˚NI` MEȷDU SUMMAMI 217 Khrabrov A. I. Estimates of the distances between sums of the spaces ℓ^p_n, II.

We study classical, modified, and weak Banach–Mazur distances between sums of ℓ^p_n spaces. We calculate explicitly the classical and weak Banach–Mazur distances between sums of ℓ^p_n-spaces and establish bounds for the ratios of these distances between sums of ℓ^p_n-spaces.

Postupilo 30 maØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: aih@AK2994.spb.edu