Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

N. A. Xirokov

NULI FUNKCI` IZ H^∞ NA GIPERPLOSKOST˚H V Bn

Pust~ B^n ⊂ C^n – otkrytyæ ediniqnyæ xar, n > 2, H^∞ = H^∞(B^n ) – prostranstvo vseh funkciæ, golomorfnyh i ograniqennyh v B^n . Dalee (a, b), a, b ∈ C^n – obyqnoe skalØrnoe proizvedenie v C^n , |a| = √ (a, a). Esli a ∈ B^n , to poloßim T_a = {z ∈ B^n : (z, a) = |a|^2}; esli A ⊂ B^n – nekotoroe diskretnoe podmnoßestvo, to T_A^{def}= ⋃ a∈A T_a. Qerez ZH^∞ oboznaqim sovokupnost~ vseh

podmnoßestv Λ ⊂ B^n takih, qto naædetsØ funkciØ f ∈ H^∞, f ≢ 0, no f | Λ ≡ 0. V nastoØweæ rabote my rassmotrim nekotorye usloviØ na mnoßestvo A, neobhodimye dlØ vkl¸qeniØ T_A ∈ ZH^∞. Poskol~ku H^∞(B^n ) ⊂ N (B^n ), gde N (B^n ) – klass Nevanlinny v B^n (sm. opredelenie v [1, 2]), my moßem privleq~ izvestnoe neobhodimoe uslovie na nul~-mnoßestvo dlØ N (B^n ). V rezul~tate (sm. [3, 4]) poluqitsØ sledu¸wee: esli A = { a_ν } ν=1, T_A ∈ ZH^∞, to_∞ ∑ ν=1 ( 1 − |a_ν| )_n < ∞. (1) Nekotorye lokal~nye neobhodimye usloviØ na mnoßestvo T_A ∈ ZH^∞ vblizi kakoæ-nibud~ toqki ξ_0 ∈ ∂B^n byli naædeny v [3]. Nakonec, suwestvennyæ rezul~tat o strukture mnoßestv iz ZH^∞ poluqen A. B. Aleksandrovym [4]. On ustanovil, qto dlØ l¸byh qisel r_ν , 0 < r_ν < 1, udovletvorØ¸wih sootnoxeni¸ (1), naædutsØ a_ν ∈ B^n takie, qto |a_ν| = r_ν , i funkciØ f_0 ∈ H^∞(B^n ), f ≢ 0,

dlØ kotoroæ f | T_A ≡ 0, A = ∞⋃ ν=1 T_{aν} . DlØ klassa H^∞, v otliqie ot N (B^n ) (dlØ poslednego sootnoxenie (1) v toqnosti ffkvivalentno vkl¸qeni¸ T_A ∈ ZN (B^n )), uslovie (1) dolßno dopolnØt~sØ nekotorymi usloviØmi, oprede-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke granta RFFI 02-01-00267 i granta Ministerstva obrazovaniØ RF PD 02-1.1-107. 272

NULI FUNKCI` IZ H1 NA GIPERPLOSKOST˚H V Bn 273 lØ¸wimi v kakom-to smysle “rassredotoqennost~” toqek a_ν po vsemu xaru B^n .

Pereædem k opredeleniØm i formulirovkam. Pust~ 0 < q < 1, ζ_0 ∈ ∂B^n . Qerez E_q(ζ_0) oboznaqim sledu¸wiæ ffllipsoid:

E_q(ζ_0) = { z ∈ B^n : |z|^2 − |(z, ζ_0)|^2 6 q ( 1 − |(z, ζ_0)|^2 )} . (2)

(Vpervye mnoßestvo E_q(ζ_0) v kontekste usloviæ, neobhodimyh dlØ vkl¸qeniØ T_A ∈ ZH^∞, bylo ispol~zovano v [3] pri opredelenii (ρ, c, q)-klinov.) Pri 0 < δ <^1_2 poloßim

K_{δ,q} (ζ_0) = E_q(ζ_0) ∩ { z ∈ B^n : δ 6 1 − |(z, ζ_0)|^2 6 2δ } . (3)

Teorema 1. Pust~ f ∈ H^∞, f(O) ≠ 0, f^|_{TA} ≡ 0, 0 < q < 1.

(a) Suwestvuet postoØnnaØ c_1 = c_1(n, q, |f(O)|, ‖ f ‖ H1^{), ne zavisØ-}

waØ ot δ, 0 < δ <^1_2 , i toqki ζ_0 ∈ ∂B^n , takaØ, qto ∑ a∈A∩K_{δ,q} (ζ0) (1 − |a|) 6 c_1, (4)

K_{δ,q} (ζ_0) opredeleno v (3), kaßdaØ toqka a ∈ A sqitaetsØ v summe (4) stol~ko raz, skol~ko vhodit v A.

(b) Esli 0 < q <^1_2 , to suwestvuet postoØnnaØ c_2 = c_2(n, q, |f(O)|, ‖ f ‖ H1^{), ne zavisØwaØ ot ζ}0^{∈ ∂B n , dlØ kotoroæ spravedliva}

ocenka ∑ a∈A∩E_q (ζ0) (1 − |a|) 6 c_2. (5)

Sledu¸wee utverßdenie pokazyvaet, qto uslovie (4), kak i uslovie (1), ØvlØetsØ neuluqxaemym ograniqeniem na A, neobhodimym dlØ togo, qtoby T_A ∈ ZH^∞.

Teorema 2. Pust~ 0 < q < 1. Suwestvu¸t postoØnnye c3 =

c_3(n, q) i c_4 = c_4(n, q) > 0 takie, qto dlØ vsØkogo δ, 0 < δ <^1_2 , moßno ukazat~ mnoßestvo A_δ ⊂ B^n i funkci¸ f_δ ∈ H^∞ takie, qto f_δ (O) = 1, ‖ f_δ ‖ H1 6^c3^{, f}δ^|_{TA}^{= 0 i vypolneno uslovie} ∑ a∈A_δ ∩K_{δ,q}(ζ0) (1 − |a|) > c_4 (6)

274 N. A. XIROKOV dlØ vsØkogo ζ_0 ∈ ∂B^n .

Dokazatel~stvo teoremy 1. Preßde vsego zametim, qto esli U

– unitarnoe preobrazovanie v C^n , to U (T_a) = T_{Ua},

U (E_q(ζ_0)) = E_q(U ζ_0), U (K_{δ,q}(ζ_0)) = K_{δ,q} (U ζ_0). Tak kak f(U O) = f(O), ‖ f(U z) ‖ H1^{= ‖f‖}_H1, to dostatoqno usta-

novit~ (4) i (5) pri ζ_0 = e_0 = (1, 0, . . . , 0). Poloßim E_q = E_q(e_0), K_{δ,q} = K_{δ,q} (e_0), z = (z_1, z^′), z^′ ∈ C^{n−1} , O = O_C n = (0, O^′). Iz (2) i (3) poluqaem

E_q = { z = (z_1, z^′) ∈ B^n : |z^′|^2 6 q(1 − |z_1|^2) } , (2^′) K_{δ,q} = E_q ∩ { z = (z_1, z^′) ∈ B^n : δ 6 1 − |z_1|^2 6 2δ } . (3^′) Ustanovim vnaqale qast~ (b). Pust~ φ(z_1) = f(z_1 , O^′). Togda φ ∈ H^∞(D ), D – ediniqnyæ krug v C , ‖ φ ‖ H1_{(D)} 6^{‖f‖}_H1_{(B}n_),

φ(0) = f(O) ≠ 0. Dalee, oboznaqim qerez z_1(a) takoe qislo, qto (z_1(a), O^′) ∈ T_a. Togda pri a = (a_1, a^′) imeem: z_1(a) · a_1 = |a|^2 = |a_1|^2 + |a^′|^2,

1 − |z_1(a)| = 1 −

|a_1|^2 + |a^′|^2 |a_1| = |a_1| − |a_1|^2 − |a^′|^2 |a_1| >

>^{|a1| − |a1|2 − q(1 − |a1|2)}

|a_1| . (7)

Zametim, qto pri 0 < q <^1_2 qast~ summy v (5), rasprostranennaØ na te a ∈ A, dlØ kotoryh |a_1| 6 1 −^1_2^{1−2q}_{1−q} , ograniqena v silu (1). Esli ße r^{def}= 1 − |a_1| 6^1_2^{1−2q}_{1−q} , to

|a_1| − |a_1|^2 − q(1 − |a_1|^2) |a_1| >

1 − r − (1 − r)^2 − q(2r − r^2) =

= r(1 − 2q) ( 1 − r 1 − q 1 − 2q )

> r^{1 − 2q}_2 >^{1 − 2q}_2 (1 − |a|). (8)

Teper~ (7), (8) i obyqnoe uslovie BlØxke dlØ funkciæ iz H^∞(D ) zaverxaet dokazatel~stvo qasti (b): ∑ a∈E_q |a1|¿1− 12 1�2^q1�_q (1 − |a|) 6 2 1 − 2q ∑ (1 − |z_1(a)|) 6 c ( q, |φ(0)|, ‖ φ ‖ H1^{).}

NULI FUNKCI` IZ H1 NA GIPERPLOSKOST˚H V Bn 275 Pri dokazatel~stve qasti (a) moßno, ne ograniqivaØ v silu (1) obwnosti, sqitat~, qto 0 < δ <^{1−q}_8 . Razob~em ediniqnu¸ sferu S ⊂ C^{n−1} na c(q) oblasteæ σ_1, . . . , σ_{c(q)} takim obrazom, qtoby dlØ l¸byh z^′, ζ^′ ∈ σ_j vypolnØlos~ sootnoxenie |1 − (z^′, ζ^′)| < 1 − q 16 . (9)

Vyberem proizvol~no toqki z^′_{j0} ∈ σ_j i poloßim

A_j = { a = (a_1, a^′) ∈ A : 1 4 ( 1 − |a_1|^2 ) 6 |a^′|^2 6 q^(1 − |a1|^{2)},^{a′}_{|a′|} ∈ σj^}, ~A = { a = (a_1, a^′) ∈ A : |a^′|^2 < 1 4 ( 1 − |a_1|^2 )} . Togda A = ~A ⋃^{c(q)}⋃ j=1 A_j. Pust~ P_j = {z = (z_1, tz^′_{j0}) ∈ B^n }, t = √ qδ, t.e. P_j = { z = ( z_1, tz^′_{j0} ) : |z_1|^2 + qδ < 1 } . (10)

Qast~ (a) daet ∑ a∈ e_A (1 − |a|) 6 c ( n, |f(O)|, ‖ f ‖ H1^{).} (11)

Poloßim φ_j (z_1) = f(z_1 , tz^′_{j0}). Esli δ_1 < δ_0 ( |f(O)|, ‖ f ‖ H1^{, n)}, to |φ_j(0)| = |f(0, tz^′_{j0})| > 1 2 |f(O)|. (12) Vse funkcii φ_j opredeleny, v silu (10), pri |z_1|^2 < 1 − qδ. Esli a ∈ A_j , (α, tz^′_{j0}) = P_j ∩ T_a, to φ_j(α) = 0 i αa_1 + t(z^′_{j0}, a^′) = |a|^2 = |a_1|^2 + |a^′|^2,

α = |a_1|^2 + |a^′|^2 − t|a^′| + t|a^′| ( z^′_{j0}, z^′_{j0} − a^′ |a| ) a_1

. (13)

Iz (9) i (13) nahodim, qto |α| 6^{|a1|2 + |a′|2 − t|a′|} ( 1 − 1 − q 16 ) |a_1| 6

276 N. A. XIROKOV

6^{|a1|2 + q(1 − |a1|2) − t}

√ q(1 − |a_1|^2) ( 1 − 1 − q 16 ) |a_1| . (14)

Esli 0 < δ < 1 − q 32 , |a_1|^2 = 1 − δ_0 i δ 6 δ_0 6 ( 1 + 1 − q 32 ) δ^{def}= Rδ, to

1 − δ_0 + qδ_0 − √ qδ · √ qδ_0 ( 1 − 1 − q 16 ) √ 1 − δ_0 < 1 − δ 2 ( 1 − 1 − q 8 ) . (15)

DlØ radiusa ρ kruga, v kotorom opredelena funkciØ φ_j , pri 0 < δ < 1 − q 32 spravedlivo neravenstvo ρ = √ 1 − qδ > 1 − qδ 2 ( 1 + 1 − q 8 ) ; (16)

togda (15) i (16) vlekut ρ − |α| > δ 4 (1 − q). (17)

Esli a ∈ P_j, to 1−|a|^2 6 1−|a_1|^2 −^1_4 (1−|a_1|^2) =^3_4 (1−|a_1|^2), pofftomu (12), (17) i uslovie BlØxke dlØ funkciæ iz H^∞(D ) vlekut ∑ a∈P_j δ61−|a1|^26Rδ (1 − |a|^2) 6 c ( q, ‖ f ‖ H1^{, |f(O)|).} (18)

PravaØ qast~ v (18) ne zavisit ot j, pofftomu, summiruØ ocenku (18) po vsem j i primenØØ ee k δ_{(1)} = δ, δ_{(2)} = Rδ_{(1)}, . . . , δ_{(M )} = Rδ_{(M−1)}, M 6 c_1(q) raz, poluqim utverßdenie (4) teoremy 1. �

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ 0 < δ <^1_4 , 0 < q < 1. Pust~

N = [^1_δ ] + 1, r = 1 − δ. Razob~em kompaktnoe mnogoobrazie P C^{n−1} na ne bolee qem c(q, n)δ^{−n+1} mnoßestv W_1, . . . , W_L tak, qtoby diam_{P C}n�1 W_j 6 c_1(n) · √ qδ, qtoby s kaßdym mnoßestvom W_j graniqilo ne bolee c_2(n) drugih mnoßestv W_k i qtoby v kaßdom mnoßestve W_j moßno bylo vybrat~ toqku ω_j takim obrazom, qtoby dist_{P C}n�1 (ω_j , ω_k) > c_3(n) √ qδ, j ≠ k, i qtoby dlØ vsØkogo t, t > c_3(n) √ qδ, koliqestvo mnoßestv W_k, pereseka¸wih sferu

Σ_t(ω_j) v P C^{n−1} , Σ_t(ω_j )^{def}= {ω ∈ P C^{n−1} : dist_{P C}n�1 (ω, ω_j ) = t}, ne prevoshodilo c_4(n)t^{2n−3}/(qδ)^{n−3/2}. (∗)

NULI FUNKCI` IZ H1 NA GIPERPLOSKOST˚H V Bn 277 Poskol~ku P C^{n−1} moßno traktovat~ kak ∂B^n /S^1, S^1 = ∂D , vyberem toqki ζ_j ∈ ∂B^n tak, qto ζ_j /{e^{iθ}} ∼= ω_j. PostoØnnu¸ c_1(n) vyberem tak, qtoby dlØ vsØkoæ toqki z ∈ ∂B^n takoæ, qto z/{e^{iθ}} ∈ W_j , vypolnØlos~ uslovie

1 − |(z, ζ_j)|^2 6 qδ. (19)

Poloßim

a_{jk} = re^{2πikN} ζ_j, 0 6 k 6 N − 1, 1 6 j 6 L. (20)

Uslovie na diam W_j vleqet, qto L > c_5(n, q)δ^{−n+1}. Rassmotrim l¸boæ ffllipsoid E_q(ζ_0). UsloviØ (∗) i (19) invariantny otnositel~no unitarnyh preobrazovaniæ, pofftomu moßno, ne umalØØ obwnosti, polagat~ ζ_0 = (1, 0, . . . , 0). Esli ζ_0/{e^{iθ}} ∈ W_{j0} , ζ_{j0} = (b_1, b^′), to (19) vleqet

1 − |b_1|^2 6 qδ, |b^′|^2 6 qδ. (21)

Pri 0 < δ 6 1 verna ocenka (1 − δ)^2 6 1 − δ, pofftomu | |re^{2πikN} b^′ | |^2 6 |b^′|^2 6 qδ 6 q ( 1 − | |re^{2πikN} b1 | |^2 ) , t.e. a_{j0k} ∈ E_q(ζ_0), 0 6 k 6 N − 1, qto vleqet (6). Ostalos~ postroit~ funkcii f_δ takie, qto f_δ | T_A = 0, Aδ = ⋃ j,k {a_{jk}}. Odin klass

takih funkciæ byl postroen A. B. Aleksandrovym v [4]. Imenno, pust~ f_{1δ}(z) = 1 l_δ ∏ a∈A_δ ( 1 − ( 1 − |a|2 1 − (z, a) )_{n+1}) ,

l_δ = ∏ a∈A_δ ( 1 − ( 1 − |a|^2 )_{n+1}) . Dokazatel~stvo togo, qto f_{1δ} ∈ H^∞(B^n ), ‖ f_{1δ} ‖ H1_{(B}n_) 6^{c(n)}, sle-

duet iz lemmy 2 v [4], poskol~ku k toqkam a_{jk} primenimy ee usloviØ.

Ukaßem ewe odin primer funkcii, dlØ kotoroæ spravedliva teorema 2. Pust~

f_{2δ}(z) = ∏ a∈A_δ ( 1 − (z, a) |a|^2 ) = ∏ j=1 ( 1 − ( z, a_{j0} )_N | a_{j0} |_{2N} ) .

278 N. A. XIROKOV

Utverßdenie ‖ f_{2δ} ‖ H1_{(B}n_) 6^{c(n)} budet sledovat~ iz usloviØ^{(∗)}

i osnovyvaetsØ na shodimosti rØda^∞ ∑ k=1 k^{2n−3} e^{−ck2} , c > 0. �

Literatura

1. G. M. Henkin, Postroenie funkcii klassa Nevanlinny s predpisannymi nulØmi v strogo psevdovypukloæ oblasti. — DAN SSSR 224, No. 1 (1975), 10–13.

2. H. Skoda, Valeurs au bord pour l’opérateur d et zeros des fonctions de la class de Nevanlinna. — Bull. Soc. Math. France 104 (1976), 225–299.

3. N. A. Xirokov, Sledy funkciæ iz H1(Bn ) na nekotorom mnoßestve giperploskosteæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 141 (1985), 183–187.

4. A. B. Aleksandrov, Uslovie BlØxke i korni ograniqennyh funkciæ. — V kn.: Mnogomernyæ kompleksnyæ analiz. KrasnoØrsk (1985), 23–26.

Shirokov N. A. Zero-sets for H^∞-functions on hyperplanes in B^n .

Let B^n be the unit ball in C^n , n > 2. We put T_a = {z ∈ B^n : (z, a) = |a|^2} for a ∈ B^n and T_A = ⋃ a∈A T_a for a discrete in B^n set A. We find a

sharp necessary condition for a set A to be a part of the zero-set for a function in H^∞(B^n ).

Postupilo 25 sentØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet