Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 303, 2003 g.

R. G. Xterenberg

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA DVUMERNOGO PERIODIQESKOGO OPERATORA XREDINGERA S SIL^NO PODQINENNYM MAGNITNYM POTENCIALOM

§0. Vvedenie

1. V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ vopros ob absol¸tnoæ

nepreryvnosti spektra periodiqeskogo operatora Xredingera pri naliqii peremennoæ metriki i fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ. Voprosy takogo roda rassmatrivalis~ v rØde stateæ, naqinaØ s pionerskoæ raboty L. Tomasa [23]. Ukaßem v svØzi s fftim knigi [13, 8], a takße obzory [4, 21] i ime¸wu¸sØ tam bibliografi¸. Zdes~ my rassmatrivaem tol~ko dvumernyæ sluqaæ, gde udaetsØ poluqit~ osobenno polnye rezul~taty. �tot sluqaæ issledovalsØ v rabotah [2, 3, 12, 5, 15–17], [10]. Osoboe znaqenie dlØ nas imeet rabota [17], rezul~tat kotoroæ my seæqas uluqxaem v sledu¸wem smysle. OstavlØØ te ße usloviØ na metriku, fflektriqeskiæ potencial i “vesovu¸ funkci¸”, qto i v [17], my suwestvenno oslablØem ograniqeniØ na vektornyæ magnitnyæ potencial A. V [17] my nakladyvali uslovie ∫ Ω |A|^2 ln^α(1 + |A|) dx < ∞, α > 1. (0.1)

Zdes~ Ω – fflementarnaØ Øqeæka rexetki periodov. Uslovie (0.1) ranee ispol~zovalos~ v stat~e [10]. Teper~ my zamenØem ego usloviem “sil~noæ podqinennosti” A: ∫ Ω |Au|^2dx ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε; A) ∫ Ω |u|^2dx, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ H^1(Ω). (0.2)

Rabota vypolnena v ramkah proekta RFFI 02-01-00798. 279

280 R. G. XTERENBERG Uslovie (0.2) znaqitel~no svobodnee i udobnee, neßeli uslovie (0.1). Osobenno ffto proØvlØetsØ pri issledovanii operatora Xredingera v periodiqeskom volnovode. �tu zadaqu (ranee ona issledovalas~ v rabotah [20, 19, 22, 18]) my takße obsußdaem v nastoØweæ rabote. Zdes~ my toße zamenØem analog usloviØ (0.1), ispol~zovannyæ v [18], usloviem vida (0.2). V rezul~tate uslovie na magnitnyæ potencial udaetsØ vyrazit~ v terminah ishodnoæ zadaqi, ne privlekaØ naprØmu¸ kvazi-konformnoe otobraßenie volnovoda na polosu (sm. §8).

2. Osnovnoæ rezul~tat raboty – teorema 1.3 ob absol¸tnoæ ne-

preryvnosti spektra operatora Xredingera v L_2(R^2) i teorema 8.5 ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora Xredingera v odnosvØznom periodiqeskom volnovode Π.

Kak obyqno, naxi postroeniØ osnovany na sheme Tomasa, vpervye predloßennoæ v [23] i zatem razvitoæ v [13]. V dannoæ sheme ispol~zuetsØ razloßenie periodiqeskogo operatora v prØmoæ integral. Zatem operatory, deæstvu¸wie v sloØh prØmogo integrala, prodolßa¸tsØ na kompleksnye znaqeniØ parametra sloØ (kvaziimpul~sa). Dal~neæxee svoditsØ k ocenkam rezol~- venty fftih operatorov pri bol~xih mnimyh znaqeniØh kvaziimpul~sa. V naxem sluqae sootvetstvu¸wie ocenki sostavlØ¸t soderßanie teoremy 2.1, iz kotoroæ vposledstvii vyvoditsØ teorema 1.3.

Ishodno teorema 2.1 (ob ocenkah) dokazyvaetsØ dlØ sluqaØ, kogda metrika g – ediniqnaØ, i vesovaØ funkciØ η ravna 1. Zatem ocenki perenosØtsØ na sluqaæ skalØrnoæ metriki i netrivial~noæ vesovoæ funkcii. Nakonec, ispol~zovanie global~nyh izotermiqeskih koordinat (sr. [9, 16]) pozvolØet dokazat~ teoremu 1.3 v polnom ob¨eme. Teorema 8.5 zdes~ sformulirovana bez dokazatel~stva, kotoroe faktiqeski to ße, qto i dokazatel~- stvo teoremy 2.5 iz [18] (sm. takße niße zameqanie 8.6).

Nekotorye vspomogatel~nye fakty budut naprØmu¸ zaimstvovany iz [17, 18].

3. Osnovnye opredeleniØ i rezul~taty otnositel~no operatora

Xredingera v L_2(R^2) predstavleny v §1. V §2 sobran neobhodimyæ material otnositel~no shemy Tomasa, a takße sformulirovana opornaØ teorema 2.1 ob ocenkah. V §3 vyneseny nekotorye vspomogatel~nye rezul~taty iz predyduwih rabot. §4 posvØwen podgotovke k dokazatel~stvu teoremy 2.1. V §5 my dokazyvaem

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 281 teoremu 2.1 pri g = 1, η = 1. V §6 my vkl¸qaem v rassmotrenie skalØrnu¸ metriku. Nakonec, v §7 my zaverxaem dokazatel~stvo teoremy 2.1 i vyvodim iz nee teoremu 1.3 v sluqae skalØrnoæ metriki; zatem dokazyvaem teoremu 1.3 v polnom ob¨eme. V zakl¸qitel~nom §8 my formuliruem bez dokazatel~stva osnovnoæ rezul~tat otnositel~no operatora Xredingera v odnosvØznom periodiqeskom volnovode; tam ße dany neobhodimye kommentarii.

4. Blagodarnosti. Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~

M. X. Birmanu za postanovku zadaqi i bol~xoe vnimanie k rabote, a takße T. A. Suslinoæ za mnogoqislennye obsußdeniØ. NastoØwaØ rabota byla napisana vo vremØ prebyvaniØ avtora v institute Mittag–Lefflera; avtor blagodarit A. Lapteva i personal instituta Mittag–Lefflera za gostepriimstvo.

§1. Opredelenie operatora. Osnovnoæ rezul~tat

1. OboznaqeniØ. Pust~ a1, a2 ∈ R^2 obrazu¸t bazis rexetki Γ v

R^2, i pust~

Ω := {x ∈ R^2: x = t_1a_1 + t_2a_2, 0 ≤ t_j < 1, j = 1, 2}

– fflementarnaØ Øqeæka rexetki Γ. Fiksiruem ortonormirovannyæ bazis e_1, e_2 v R^2 tak, qtoby bylo e_1 = a_1/|a_1|. Ispol~zuem oboznaqeniØ ∇ = {∂/∂x_1, ∂/∂x_2} = {∂_1, ∂_2}, D = {D_1, D_2} = −i∇. DlØ vewestvennoæ funkcii f ispol~zuem oboznaqeniØ 2f_±(x) :=

|f(x)| ± f(x). Pust~ D – otkrytoe mnoßestvo v R^2. Klassy Sobo-

leva porØdka s > 0 s pokazatelem summiruemosti p oboznaqa¸tsØ qerez W^s_p (R^2), W^s_p (D); pri p = 2 – qerez H^s(R^2), H^s(D). Qerez ~W^s_p (Ω) oboznaqaetsØ podprostranstvo teh funkciæ iz W^s_p (Ω), dlØ kotoryh Γ-periodiqeskoe prodolßenie prinadleßit klassu

W^s_{p, loc}(R^2); pri p = 2 oboznaqaem ~H^s(Ω) := ~W^s_2 (Ω). Analogiqno,

qerez ~C^∞(Ω) oboznaqaetsØ klass funkciæ, Γ-periodiqeskoe prodolßenie kotoryh prinadleßit C^∞(R^2).

Dalee ⟨·, ·⟩, | · | – standartnye skalØrnoe proizvedenie i norma

v C^2 ; 1 – ediniqnaØ (2 × 2)-matrica. Norma v Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞,

oboznaqaetsØ qerez ‖ · ‖_p; pri p = 2 indeks ne pixetsØ. Integraly bez ukazaniØ oblasti integrirovaniØ sqita¸tsØ rasprostranennymi po R^2. Qerez C, c oboznaqa¸tsØ razliqnye ocenoqnye

282 R. G. XTERENBERG postoØnnye. DlØ matricy h simvol h^t oznaqaet transponirovannu¸ matricu. Esli Ξ – izmerimoe mnoßestvo v R^2, to meas Ξ oznaqaet dvumernu¸ meru Lebega mnoßestva Ξ.

Esli B – banahovo prostranstvo, to qerez ‖ · ‖_B oboznaqaetsØ norma v B. Pust~ ~B – ewe odno banahovo prostranstvo. DlØ operatornoæ normy lineænogo ograniqennogo otobraßeniØ

T : B → ~B ispol~zuem oboznaqenie ‖T ‖_{B→} e_B. Qasto pixem prosto ‖T ‖, esli ffto ne vedet k smexeniØm.

2. Magnitnyæ potencial zadaetsØ izmerimoæ vektor-funkcieæ

A(x) = A_1(x)e_1 + A_2(x)e_2 s vewestvennymi kofffficientami, pri- qem A(x + a_j ) = A(x), j = 1, 2, x ∈ R^2. (1.1)

Budem takße predpolagat~, qto vypolnena ocenka ∫ Ω |A|^2|u|^2dx ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε; Ω, A) ∫ Ω |u|^2dx, (1.2)

∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ~H^1(Ω). Metrika zadaetsØ izmerimoæ (2 × 2)-matriceæ-funkcieæ g(x) =

{g^{jl}(x)} s vewestvennymi fflementami, priqem

g(x + a_j ) = g(x), j = 1, 2, x ∈ R^2, (1.3)

c_01 ≤ g(x) ≤ c_11, 0 < c_0 ≤ c_1 < ∞. (1.4)

Predstavim metriku g v vide

g(x) := ω^2(x)g_0(x), det g_0(x) = 1, ω(x) := (det g(x))^{1/4}. (1.5)

PredpolagaetsØ, qto

ω ∈ ~H^1(Ω), (1.6) ∫ Ω |∇ω|^2|u|^2dx ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε; Ω, ω) ∫ Ω |u|^2dx, (1.7)

∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ~H^1(Ω). Iz rezul~tatov [14, lemma 2.1] vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 283

Predloßenie 1.1. Pust~ dlØ izmerimoæ funkcii F vypolneno ∫ Ω |F |ln(1 + |F |)dx < ∞. Togda spravedliva ocenka ∫ Ω |F ||u|^2dx ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε; Ω, F ) ∫ Ω |u|^2dx,

∀ε ∈ (0, 1), u ∈ H^1(Ω). Takim obrazom, ocenki (1.2), (1.7) zavedomo vypolneny, esli ∫ Ω |A|^2ln(1 + |A|)dx < ∞, ∫ Ω |∇ω|^2ln(1 + |∇ω|)dx < ∞. Pust~ dν – vewestvennyæ borelevskiæ zarØd v R^2 s lokal~no koneqnoæ variacieæ. Tem samym, |ν|(Ξ) := ∫ Ξ |dν| < ∞ (1.8) dlØ l¸bogo borelevskogo ograniqennogo v R^2 mnoßestva Ξ; budem sqitat~, qto zarØd dν periodiqen otnositel~no rexetki Γ, to est~ vypolneno uslovie ∫ Ξ+n1a1+n2a2

dν(x) = ∫ Ξ dν(x), n = {n_1, n_2} ∈ Z^2. (1.9)

Predstavim zarØd dν v vide dν = dν_+ − dν_−, 2dν_± := |dν| ± dν. Naloßim na zarØd dν sledu¸wie usloviØ, zaimstvovannye iz [16].

(i) Forma

m_+[u, u] := ∫ |∇u|^2dx + ∫ |u|^2dν_+, u ∈ C^∞_0 (R^2),

dopuskaet zamykanie v L_2(R^2). (�to oznaqaet, qto dlØ l¸boæ posledovatel~nosti {u_n}, u_n ∈ C^∞_0 (R^2), shodØweæsØ v L_2(R^2) k

284 R. G. XTERENBERG nul¸ i fundamental~noæ otnositel~no formy m_+, vypolneno

m_+[u_n, u_n] → 0 pri n → ∞.) Oblast~ opredeleniØ zamykaniØ

formy m_+ oboznaqim qerez ^d. Mnoßestvo ^d (⊂ H^1(R^2)), voobwe govorØ, ne sovpadaet s H^1(R^2); ono zavisit tol~ko ot dν_+.

(ii) Pri nekotorom a < 1 spravedlivo neravenstvo ∫ |u|^2dν_− ≤ a (∫ ⟨g∇u, ∇u⟩dx + ∫ |u|^2dν_+ )

+C(a; g, dν) ∫ |u|^2dx, u ∈ C^∞_0 (R^2), a < 1.

(1.10)

Otmetim, qto ocenka (1.10) rasprostranØetsØ na vse funkcii iz ^d. (iii) Vypolnena ocenka ∫ Ω |u|^2|dν| ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + max_{x∈Ω} |u|^2

+C(ε; Ω, dν) ∫ Ω |u|^2dx, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ~C^∞(Ω). (1.11)

Legko ponØt~, qto iz usloviØ (i) vytekaet sledu¸wee uslovie. (i^′) Forma

m^Ω_+[u, u] := ∫ Ω |∇u|^2dx + ∫ Ω |u|^2dν_+, u ∈ ~C^∞(Ω), dopuskaet zamykanie v L_2(Ω). Qerez ^d_Ω oboznaqim oblast~ opredeleniØ zamykaniØ formy m^Ω_+.

Krome togo, v [16, §2] pokazano, qto iz ocenki (1.10) sleduet ocenka ∫ Ω |u|^2dν_− ≤ a ∫ Ω ⟨g∇u, ∇u⟩dx + ∫ Ω |u|^2dν_+

+C(a; g, dν) ∫ Ω |u|^2dx, u ∈ ~C^∞(Ω), a < 1, (1.12)

s temi ße konstantami a i C(a; g, dν). Oqevidno, ocenka (1.12) perenositsØ na vse funkcii iz ^d_Ω.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 285 Pust~ η – vewestvennaØ izmerimaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm:

η(x + a_j ) = η(x), j = 1, 2, x ∈ R^2, (1.13)

η(x) > 0, p. v. x ∈ R^2, (1.14) ∫ Ω |ηu|^2dx ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε; Ω, η) ∫ Ω |u|^2dx, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ~H^1(Ω). (1.15)

S uqetom predloßeniØ 1.1 ocenka (1.15) zavedomo vypolnena, esli ∫ Ω |η|^2ln (1 + |η|)dx < ∞. Otmetim, qto soglasno lemme 1.5 iz [17] ocenki (1.2), (1.7), (1.15) ravnosil~ny analogiqnym ocenkam na klasse H^1(Ω).

3. V gil~bertovom prostranstve L2(R^2) rassmotrim kvadratiq-

nu¸ formu m[u, u] = m(g, A, dν, η)[u, u] := ∫ ⟨g(D − A)η^{−1}u, (D − A)η^{−1}u⟩dx + ∫ |η^{−1}u|^2 dν, u ∈ η ^d. (1.16) Otmetim, preßde vsego, qto iz usloviæ (1.13)–(1.15) sleduet, qto η ^d ØvlØetsØ plotnym podmnoßestvom v L_2(R^2).

Predloßenie 1.2. Pust~ g(x) – vewestvennaØ izmerimaØ (2 × 2)-

matrica-funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (1.4). Pust~ vewestvennaØ funkciØ η(x) udovletvorØet usloviØm (1.13)–(1.15), a vektor-funkciØ A(x) podqinena usloviØm (1.1), (1.2). Pust~ vewestvennyæ borelevskiæ zarØd dν udovletvorØet usloviØm (1.8), (1.9), a takße usloviØm (i), (ii). Togda forma m, opredelennaØ sootnoxeniem (1.16), poluograniqenna snizu i zamknuta v L_2(R^2).

Dokazatel~stvo vpolne analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 1.3 iz [17]. •

ZamknutaØ forma m poroßdaet samosoprØßennyæ v L_2(R^2) operator M = M (g, A, dν, η). (1.17) 4. Osnovnoæ rezul~tat raboty otnositel~no periodiqeskogo

operatora Xredingera v L_2(R^2) sostavlØet

286 R. G. XTERENBERG

Teorema 1.3. Pust~ magnitnyæ potencial A i metrika g udo-

vletvorØ¸t sootvetstvenno usloviØm (1.1), (1.2) i (1.3)–(1.7), a vesovaØ funkciØ η – usloviØm (1.13)–(1.15). Pust~ zarØd dν udovletvorØet usloviØm (1.8), (1.9), (i)–(iii). Pust~ kvadratiqnaØ forma m opredelena sootnoxeniem (1.16), a samosoprØßennyæ operator M v L_2(R^2) poroßden fftoæ formoæ. Togda spektr operatora M absol¸tno nepreryven.

Zameqanie 1.4. Ispol~zuØ unitarnoe v L2(R^2) preobrazovanie

u → u e^{i⟨k}A^{,x⟩}, gde k_A := (meas Ω)^{−1} ∫ Ω Adx, my moßem bez ogra-

niqeniØ obwnosti podqinit~ magnitnyæ potencial A uslovi¸ kalibrovki ∫ Ω Adx = 0. (1.18)

§2. Razloßenie v prØmoæ integral. Shema Tomasa

1. PrØmoæ integral. Qerez b1, b2 oboznaqim bazis dvoæstven-

noæ k Γ rexetki v R^2: ⟨b_j , a_l⟩ = 2πδ_{jl}, j, l = 1, 2. �lementarnu¸ Øqeæku dvoæstvennoæ rexetki oboznaqim qerez

~Ω := {k = τ_1b_1 + τ_2b_2 : 0 ≤ τ_j < 1, j = 1, 2}. (2.1)

˚qeæka (2.1) dvoæstvenna k Ω.

Razloßenie periodiqeskih operatorov v prØmoæ integral stroitsØ s pomow~¸ preobrazovaniØ Gel~fanda U. Rassmotrim gil~bertovo prostranstvo

K := ∫ eΩ ⊕L_2(Ω) dk. (2.2)

Otobraßenie U : L_2(R^2) → K pervonaqal~no opredelØetsØ na funkciØh klassa Xvarca f ∈ S(R^2) formuloæ

(Uf)(k, x) = (meas ~Ω)^{−1/2}e^{−i⟨k,x⟩} ∑ n∈Z2^{e−i⟨k,n1a1+n2a2⟩f(x + n1a1 + n2a2).}

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 287 Zatem ono prodolßaetsØ po nepreryvnosti do unitarnogo otobraßeniØ L_2(R^2) na K.

V L_2(Ω) dlØ kaßdogo k ∈ R^2 (k – kvaziimpul~s) rassmotrim kvadratiqnu¸ formu m(k)[u, u] = m(k; g, A, dν, η)[u, u] := ∫ Ω ⟨g(D − A + k)η^{−1}u, (D − A + k)η^{−1}u⟩ dx

+ ∫ Ω |η^{−1}u|^2 dν, u ∈ η ^d_Ω. (2.3)

Forma (2.3) zamknuta i poluograniqena snizu (sm. [17, §2]). Otmetim, qto oblast~ opredeleniØ formy (2.3) ne zavisit ot k. ZamknutaØ forma m(k) poroßdaet samosoprØßennyæ v L_2(Ω) operator

M (k) := M (k; g, A, dν, η). (2.4)

Standartnye rassußdeniØ (sm., naprimer, [3, §2], [5, §2]) pokazyva¸t, qto deæstvie operatora (1.17) v prØmom integrale (2.2) svoditsØ k umnoßeni¸ na operator-funkci¸ M (k): UM (g, A, dν, η)U^{−1} = ∫ eΩ ⊕M (k; g, A, dν, η) dk. 2. KompleksifikaciØ. Shema Tomasa svØzana s rasprostrane-

niem form m(k) i operatorov M (k) na kompleksnye znaqeniØ

k ∈ C^2 kvaziimpul~sa. Pri takom analitiqeskom prodolßenii

voznika¸t sektorial~nye formy i m-sektorial~nye operatory, sistematiqeski issledovannye v knige T. Kato [7].

Formula (2.3) pozvolØet analitiqeski prodolßit~ formu

m(k) na l¸bye k ∈ C^2 . Pri fftom na oblasti opredeleniØ ^d_Ω forma m(k) zamknuta i sektorial~na dlØ k ∈ C^2 . TakaØ forma poroßdaet (sm. [7, teoremy VI 2.1, 2.5, 2.7]) m-sektorial~nyæ operator, kotoryæ my po-preßnemu budem oboznaqat~ qerez M (k) =

M (k; g, A, dν, η), k ∈ C^2 . V [17, §2] poØsneno, qto rezol~venta operatora M (k), k ∈ C^2 , kompaktna.

V dal~neæxem znaqenie k_2 ∈ R fiksiruem, no sqitaem k_1 ∈ C . Togda operatory M (k_1, k_2) obrazu¸t otnositel~no parametra

k_1 ∈ C samosoprØßennoe analitiqeskoe semeæstvo tipa (B) s

288 R. G. XTERENBERG

kompaktnoæ rezol~ventoæ. Napomnim, qto semeæstvo tipa (B) sootvetstvuet opredeleni¸ operatorov qerez sektorial~nye formy s postoØnnoæ oblast~¸ opredeleniØ (sm. [7, §VII 4]). SamosoprØßennost~ semeæstva oznaqaet, qto (M (k_1, k_2))^∗ = M (k_1, k_2), k_1 ∈

C , k2 ∈ R.

3. Shema Tomasa primenitel~no k operatornym semeæstvam ti-

pa (B) podrobno opisana v [4]. �ti soobraßeniØ primenimy i k rassmatrivaemomu nami sluqa¸. Imenno, dokazatel~stvo absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora M svoditsØ k proverke sootnoxeniØ ‖(M (μ + iy, k_2))^{−1}‖ → 0 pri |y| → ∞ dlØ podhodØwego μ ∈ R i vseh k_2 ∈ R. V naxem sluqae sootvetstvu¸waØ ocenka budet poluqena dlØ sluqaØ skalØrnoæ metriki g. Imenno, pust~ v (1.5) g_0(x) = 1, to est~ vypolneno

g(x) = ω^2(x)1. (2.5)

Iz (1.3)–(1.5) sleduet, qto

ω(x + a_j ) = ω(x), j = 1, 2, x ∈ R^2, (2.6)

priqem

0 < ω_0 ≤ ω(x) ≤ ω_1 < ∞, x ∈ R^2. (2.7)

Poloßim

k_1 = μ + iy, μ = π|a_1|^{−1}, y ∈ R, k_2 ∈ R. (2.8)

UslovimsØ v fftom sluqae pisat~ M (y) vmesto M (k), zavisimost~ ot k_2 v oboznaqeniØh ne otraßaetsØ; analogiqnoe soglaxenie prinimaetsØ dlØ oboznaqeniØ drugih operatorov i form.

Osnovnoæ tehniqeskiæ rezul~tat raboty – sledu¸waØ teorema, v kotoroæ metrika predpolagaetsØ skalØrnoæ.

Teorema 2.1. Pust~ zarØd dν udovletvorØet usloviØm (1.8),

(1.11), (i^′), (1.12); i dlØ magnitnogo potenciala A vypolneny usloviØ (1.2), (1.18). Pust~ metrika g udovletvorØet usloviØm (1.6), (1.7), (2.5)–(2.7); a vesovaØ funkciØ η – usloviØm (1.14), (1.15). Pust~ M (y) = M (k; g, A, dν, η), gde k opredeleno v (2.8). Togda suwestvuet takaØ postoØnnaØ y_0 = y_0(Ω, a, ω, A, dν, η, k_2),

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 289 qto operator M (y) obratim pri |y| ≥ y_0, i ‖(M (y))^{−1}‖ ≤ c(y), |y| ≥ y_0, c(y) = c(y; Ω, a, ω, A, η, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (2.9)

Esli k_2 probegaet ograniqennoe podmnoßestvo v R, to y_0 moßno vybrat~ ne zavisØwim ot k_2.

Zameqanie 2.2. V teoreme 2.1 uslovie (1.18) na magnitnyæ po-

tencial A moßet byt~ opuweno. V fftom sluqae utverßdenie teoremy, oqevidno, sohranit svo¸ silu, esli v (2.8) zamenit~ μ na μ + (k_A)_1.

Utverßdenie teoremy 1.3 v sluqae skalØrnoæ metriki vida (2.5) poluqaetsØ iz teoremy 2.1 standartnym putem (sm. [4, §2]). Teorema 1.3 v polnom ob¨eme budet vyvedena iz teoremy 2.1 v §7. §3. Ocenki dlØ svobodnogo operatora

1. V fftom paragrafe my ustanavlivaem ocenki, neobhodimye dlØ

dokazatel~stva teoremy 2.1.

Zapixem rØd Fur~e dlØ v ∈ L_2(Ω):

v(x) = (meas Ω)^{−1/2} ∑ n∈Z2^{^vn exp (i⟨n1b1 + n2b2, x⟩). (3.1)}

Pust~ F – diskretnoe (unitarnoe) preobrazovanie Fur~e, F :

L_2(Ω) → l_2(Z^2), deæstvu¸wee v sootvetstvii s (3.1) po formule Fv = {^v_n}, n ∈ Z^2.

Operator M_0(y) := (D + k)^2, v kotorom k opredeleno v (2.8), predstavlØetsØ v vide

M_0(y) = F^∗h(y)F, (3.2)

gde simvol h(y) = {h_n(y)}, n ∈ Z^2, zadan formuloæ (sr. [3, §3])

h_n(y) = μ^2(2n_1 + 1)^2 + (αn_1 + βn_2 + k_2)^2 − y^2 + 2iyμ(2n_1 + 1). (3.3)

Zdes~ α = ⟨b_1, e_2⟩, β = ⟨b_2, e_2⟩; otmetim, qto b_1 = 2μe_1 + αe_2,

b_2 = βe_2. Simvol (3.3) dopuskaet faktorizaci¸:

h_n(y) = q^{(+)}_n (y)q^{(−)}_n (y),

q^{(±)}_n (y) := μ(2n_1 + 1) ± i(αn_1 + βn_2 + k_2 ± y).

(3.4)

290 R. G. XTERENBERG Iz (3.2)–(3.4) neposredstvenno sleduet ocenka

‖(M_0(y))^{−1}‖ ≤ min {(2μ|y|)^{−1}, μ^{−2}} 6 2μ^{−1}(μ + |y|)^{−1}.

2. Vvedem operatory

P_0(y) := F^∗{|h_n(y)|^{−1/2}}F, P (y) := F^∗{(h_n(y))^{−1}|h_n(y)|^{1/2}}F, n ∈ Z^2;

(3.5)

Q_±(y) := F^∗{q^{(±)}_n (y)}F, |Q_±(y)| := F^∗{|q^{(±)}_n (y)|}F, n ∈ Z^2. (3.6)

Togda

R_0(y) := (M_0(y))^{−1} = P_0(y)(P (y))^∗ = (Q_+(y))^{−1}(Q_−(y))^{−1}. (3.7)

Otmetim, qto operatory Q_±(y) obratimy i ‖(Q_±(y))^{−1}‖ ≤ μ^{−1}. Pri R ≥ 1 opredelim funkcii

χ_R(n; y) := { 1, esli 2μ|n_1| ≤ R|y| i |αn_1 + βn_2| ≤ R|y| 0, v ostal~nyh sluqaØh,

~χ_R(n; y) := 1 − χ_R(n; y).

Dalee, poloßim Ø_R(y) := {χ_R(n; y)}, n ∈ Z^2;

X_R(y) := F^∗Ø_R(y)F, (3.8) ~X_R(y) := I − X_R(y). (3.9)

V dal~neæxem, dlØ uproweniØ zapisi, my qasto budem opuskat~ zavisimost~ operatorov ot parametrov zadaqi. Bez ograniqeniØ obwnosti, sqitaem, qto |y| ≥ 1. Privedem neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ.

Lemma 3.1. Spravedlivy ocenki ‖P^{−1}_0 ~X_Ru‖^2 ≤ C(Ω)‖∇ ~X_Ru‖^2, u ∈ ~H^1(Ω), R ≥ 1, |y| ≥ |k_2|; (3.10) ‖∇ ~X_Ru‖ ≥ R|y|‖ ~X_Ru‖, u ∈ ~H^1(Ω), R ≥ 1; (3.11) ‖∇X_R‖ ≤ √ 2 R|y|, R ≥ 1; (3.12) ‖P^{−1}_0 u‖ ≥ C(Ω)|y|^{1/2}‖u‖, u ∈ ~H^1(Ω). (3.13) Dokazatel~stvo. Ocenka (3.13) nemedlenno sleduet iz (3.3),

(3.5). DlØ dokazatel~stva (3.10) dostatoqno ispol~zovat~ (3.3), (3.5), (3.9). Ocenki (3.11), (3.12) oqevidny. •

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 291

Predloßenie 3.2. Pust~ F ∈ L4(Ω). Pust~ P0, |Q±| – operatory,

opredelennye v (3.5), (3.6). Togda spravedlivy ocenki ‖F |Q_±|^{−1/2}‖ ≤ C(Ω)‖F ‖_4, (3.14) ‖F P_0‖ ≤ C(Ω)‖F ‖_4|y|^{−1/2}. (3.15) Dokazatel~stvo svoditsØ k primeneni¸ formul [3, (3.16), (3.17), (3.30)]. •

Predloßenie 3.3. Pust~ dlØ izmerimoæ funkcii V vypolnena

ocenka ∫ Ω |V ||u|^2dx ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε; Ω, V ) ∫ Ω |u|^2dx, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ~H^1(Ω). (3.16)

Togda spravedlivo neravenstvo ∫ Ω |V ||P_0u|^2dx ≤ c(y)‖u‖^2, u ∈ L_2(Ω), c(y) = c(y; Ω, V, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (3.17)

Dokazatel~stvo svoditsØ k primeneni¸ (v oqen~ qastnom sluqae) formul [15, (4.32), (4.33)] (sm. takße [17, lemma 1.5]). •

§4. Ocenki dlØ magnitnogo potenciala 1. Kalibrovka. Horoxo izvestno, qto dlØ vektor-funkcii A ∈

L_2(Ω), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (1.18), suwestvuet edinstven-

noe predstavlenie

A = ∇Φ_A − J ∇φ_A, J := ( 0 1 −1 0 ) . (4.1)

Zdes~ Φ_A, φ_A ∈ ~H^1(Ω) – slabye rexeniØ uravneniæ

ΔΦ_A = div A, ∫ Ω Φ_Adx = 0;

Δφ_A = div J A, ∫ Ω φ_Adx = 0. (4.2)

292 R. G. XTERENBERG Pust~ vewestvennaØ funkciØ Φ ∈ ~C^∞(Ω) vybrana tak, qto

‖∇Φ − ∇Φ_A‖ ≤ ε_Φ. (4.3)

MalaØ veliqina ε_Φ ∈ (0, 1] budet vybrana niße. Poloßim A^′ :=

A − ∇Φ. S uqetom (1.2) ponØtno, qto A^′ udovletvorØet sledu¸-

wemu uslovi¸ ∫ Ω |A^′|^2|u|^2dx ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε; Ω, A^′) ∫ Ω |u|^2dx, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ~H^1(Ω). (4.4)

Vvedem unitarnyæ v L_2(Ω) operator U_Φ : u → u e^{iΦ(x)}. Togda vypolneno sootnoxenie

(U_Φ)^{−1}M (k)U_Φ = M^′(k) := M (k; g, A^′, dν, η). (4.5)

Iz (4.5) neposredstvenno vytekaet, qto sootnoxenie (2.9) vypolnØetsØ dlØ operatorov M (k) i M^′(k) odnovremenno.

2. Vvedem funkci¸ ϱ taku¸, qto

0 ≤ ϱ ∈ C^∞_0 (R^2), supp ϱ ⊂ Ω, ∫ ϱ dx = 1. Poloßim

ϱ_n(x) := ∑ m∈Z2^{n2ϱ(n(x + m1a1 + m2a2)), n ∈ N.}

Otmetim, qto funkcii ϱ_n udovletvorØ¸t usloviØm 0 ≤ ϱ_n ∈ ~C^∞(Ω), ∫ Ω ϱ_ndx = 1, n ∈ N. Rassmotrim svertku A s del~ta-obraznoæ posledovatel~nost~¸

{ϱ_n} na tore R^2/Γ:

A^{(n)}(x) := ∫ Ω ϱ_n(x − y)A(y) dy.

Oqevidno, A^{(n)} ∈ ~C^∞(Ω).

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 293

Pust~ φ_n – ~H^1(Ω)-rexenie uravneniØ

Δφ_n = div J A^{(n)}, ∫ Ω φ_ndx = 0. (4.6)

Togda φ_n ∈ ~C^∞(Ω). Tak kak A^{(n)} → A v L_2(Ω) pri n → ∞, to

‖φ_n − φ_A‖_H1_{(Ω)} ≤ ε_n → 0 pri n → ∞. (4.7)

Pozße my fiksiruem qislo n ∈ N tak, qtoby veliqina ε_n ∈ (0, 1]

okazalas~ dostatoqno maloæ.

Spravedliva ocenka ∫ Ω |A^{(n)}|^2|u|^2dx ≤ ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε; Ω, A) ∫ Ω |u|^2dx, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ~H^1(Ω). (4.8)

Otmetim, qto ocenka (4.8) ravnomerna po n. Deæstvitel~no,

primenØØ neravenstvo Minkovskogo i neravenstvo (1.2), poluqa-

em (zdes~ vse funkcii ponima¸tsØ kak funkcii na tore R^2/Γ) ∫ Ω |A^{(n)}|^2|u|^2dx = ∫ Ω |u(x)|^2 | | | | | | ∫ Ω A(x − y)ϱ_n(y)dy | | | | | | 2 dx

≤ ∫ Ω ϱ_n(y) ∫ Ω |A(x − y)|^2|u(x)|^2dx 1/2 dy 2

= ∫ Ω ϱ_n(y) ∫ Ω |A(z)|^2|u(z + y)|^2dz 1/2 dy 2

≤ ∫ Ω ϱ_n(y) ε ∫ Ω |∇_zu(z + y)|^2dz+C(ε; Ω, A) ∫ Ω |u(z+y)|^2dz 1/2 dy 2

= ∫ Ω ϱ_n(y)dy 2 ε ∫ Ω |∇_zu(z)|^2dz + C(ε; Ω, A) ∫ Ω |u(z)|^2dz

=ε ∫ Ω |∇_zu(z)|^2dz + C(ε; Ω, A) ∫ Ω |u(z)|^2dz, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ~H^1(Ω).

294 R. G. XTERENBERG Dalee, spravedliva ocenka

‖e^{αφ}A‖ ≤ C(α; Ω, ‖φ_A‖_H1_{(Ω)}), α ∈ R. (4.9)

DlØ dokazatel~stva formuly (4.9) ispol~zuem neravenstvo Soboleva (sm., naprimer, [11, (2.3.3/3)])

‖φ_A‖_k ≤ C(Ω)k^{1/2}‖φ_A‖_H1_{(Ω)}, k ∈ N.

Togda

‖e^{αφ}A‖^2 = ∫ Ω

(_∞ ∑ k=0 (2α)^k k! φ^k_A ) dx ≤ meas Ω + ∞∑ k=1 (2|α|)^k k! ‖φ_A‖^k

≤meas Ω + ∞∑ k=1 ( C(Ω)|α|‖φ_A‖_H1_{(Ω)} )_k k^{k/2} k! ≤ C(α; Ω, ‖φ_A‖_H1_{(Ω)}).

Analogiqno,

‖e^{αφ}n‖ ≤ C(α; Ω, ‖φ_n‖_H1_{(Ω)}) ≤ C(α; Ω, ‖φ_A‖_H1_{(Ω)}), α ∈ R. (4.10)

Teper~ my gotovy dokazat~ sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 4.1. Pust~ magnitnyæ potencial A udovletvorØet uslo-

viØm (1.2), (1.18). Pust~ skalØrnye funkcii φ_A i φ_n opredeleny sootvetstvenno v (4.2) i (4.6). Togda spravedlivy ocenki

‖e^{αφ}A‖_H1_{(Ω)} ≤ C(α; Ω, ‖φ_A‖_H1_{(Ω)}), α ∈ R, (4.11)

‖e^{αφ}n‖_H1_{(Ω)} ≤ C(α; Ω, ‖φ_A‖_H1_{(Ω)}), α ∈ R. (4.12)

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ funkciæ φn (sm. (4.6)) vyte-

ka¸t sootnoxeniØ ∫ Ω |∇(e^{αφ}n)|^2dx = α^2 ∫ Ω |∇φ_n|^2e^{2αφ}ndx = α/2 ∫ Ω ⟨∇φ_n, ∇(e^{2αφ}n)⟩dx

=α/2 ∫ Ω ⟨J A^{(n)}, ∇(e^{2αφn})⟩dx = α^2 ∫ Ω ⟨J A^{(n)}, ∇φ_n⟩e^{2αφn}dx ≤α^2/2 ∫ Ω |∇φ_n|^2e^{2αφ}ndx + α^2/2 ∫ Ω |A^{(n)}|^2e^{2αφ}ndx.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 295 Ots¸da, ispol~zuØ (4.8), poluqaem ∫ Ω |∇(e^{αφ}n)|^2dx ≤ α^2 ∫ Ω |A^{(n)}|^2e^{2αφ}ndx

≤ε ∫ Ω |∇(e^{αφ}n)|^2dx + C(ε; α, Ω, A) ∫ Ω e^{2αφ}ndx, ∀ε ∈ (0, 1). VybiraØ ε = 1/2, s uqetom (4.10) poluqaem ocenku (4.12). PerehodØ v (4.12) k predelu po n → ∞, iz (4.7) i teoremy Fatu poluqaem (4.11). •

3. V [2] byla opisana faktorizaciØ dlØ operatora Pauli. �ta

faktorizaciØ igrala central~nu¸ rol~ pri issledovanii magnitnogo operatora Xredingera (sm. [2, 3, 5, 15, 17]). Zdes~ my takße ispol~zuem dannu¸ faktorizaci¸.

Poloßim ~A^{(n)} := −J ∇φ_n, ~B_n := ∂_1 ~A^{(n)}_2 − ∂_2 ~A^{(n)}_1 = Δφ_n. Vypixem operator Pauli (toqnee, odin iz ego blokov) v L_2(R^2):

~M_n := M (1, ~A^{(n)}, ~B_ndx, 1) = (D − ~A^{(n)})^2 + ~B_n.

Pust~

~M_n(y) := (D − ~A^{(n)} + k)^2 + ~B_n (4.13)

– operator v L_2(Ω), otveqa¸wiæ operatoru ~M_n (zdes~ k opredeleno v (2.8)). Spravedlivo sledu¸wee mul~tiplikativnoe predstavlenie (sr. [2, (3.11)]):

~M_n(y) = e^{−φ}n Q_+(y)e^{2φ}n Q_−(y)e^{−φ}n , y ∈ R. (4.14)

4. V dal~neæxem bol~xu¸ rol~ budet igrat~ operator

T_n(y) := ( ~M_n(y)^{−1})^∗P^{−2}_0 =

e^φn(Q^{−1}_+ )^∗e^{−2φ}n(Q^{−1}_− )^∗e^φnP^{−2}_0 , y ∈ R. (4.15)

Vvedem oboznaqeniØ

~A^{(n)}_± := [Q_±, φ_n] = D_1φ_n ± iD_2φ_n = ∓ ~A^{(n)}_1 − i ~A^{(n)}_2 . (4.16)

Zdes~ [·, ·] – kommutator dvuh operatorov. Spravedlivo toßdestvo

[Q^{−1}_± , f] = −Q^{−1}_± [Q_±, f]Q^{−1}_± , f ∈ ~C^∞(Ω). (4.17)

Sledu¸wie tri utverßdeniØ dokazany v rabote [17] (sm. [17, lemmy 4.1, 4.2 i sledstvie 4.3]).

296 R. G. XTERENBERG

Lemma 4.2. Spravedlivy ocenki

‖T_n‖ ≤ C(Ω, φ_n); (4.18)

‖[∇, T_n]‖ ≤ C(Ω, φ_n). (4.19) Lemma 4.3. Pust~ zarØd dν udovletvorØet usloviØm teoremy

2.1. Togda spravedliva ocenka ∫ Ω |T_nP_0X_Ru|^2|dν| ≤ c(y)‖X_Ru‖^2, u ∈ L_2(Ω), c(y) := c(y; Ω, R, φ_n, dν, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (4.20)

Sledstvie 4.4. Pust~ izmerimaØ funkciØ V udovletvorØet uslo-

vi¸ (3.16). Togda vypolnena ocenka ∫ Ω |V ||T_nP_0X_Ru|^2dx ≤ c(y)‖X_Ru‖^2, u ∈ L_2(Ω), c(y) := c(y; Ω, R, φ_n, V, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (4.21)

5. Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ kl¸qevoæ dlØ vkl¸qeniØ magnit-

nogo potenciala. Analogiqnoe utverßdenie bylo dokazano v [17, lemma 4.4]. Odnako, seæqas naxi usloviØ na A bolee svobodnye, qem v [17].

Lemma 4.5. Pust~ F ∈ L2(Ω). Togda spravedliva ocenka ‖X_RP_0T^∗_n F P_0‖ ≤ C(Ω, R, A, k_2)‖F ‖|y|^{−1}. (4.22) Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ sootnoxeniØ (4.16), (4.17), poluqa-

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 297 em ( ~M_n(y))^{−1} = e^φnQ^{−1}_− e^{−2φ}n Q^{−1}_+ e^φn =Q^{−1}_− Q^{−1}_+ + Q^{−1}_− ~A^{(n)}_− e^φnQ^{−1}_− e^{−φ}nQ^{−1}_+ −Q^{−1}_− e^{−φ}nQ^{−1}_+ ~A^{(n)}_+ e^φn Q^{−1}_+ −Q^{−1}_− ~A^{(n)}_− e^φn Q^{−1}_− e^{−2φ}nQ^{−1}_+ ~A^{(n)}_+ e^φnQ^{−1}_+ =Q^{−1}_− Q^{−1}_+ + Q^{−1}_− ~A^{(n)}_− Q^{−1}_− Q^{−1}_+ +Q^{−1}_− ~A^{(n)}_− e^φn Q^{−1}_− ~A^{(n)}_− e^{−φ}n Q^{−1}_− Q^{−1}_+ −Q^{−1}_− Q^{−1}_+ ~A^{(n)}_+ Q^{−1}_+ + Q^{−1}_− Q^{−1}_+ ~A^{(n)}_+ e^{−φ}n Q^{−1}_+ ~A^{(n)}_+ e^φn Q^{−1}_+ −Q^{−1}_− ~A^{(n)}_− e^{−φ}n Q^{−1}_− Q^{−1}_+ ~A^{(n)}_+ e^φn Q^{−1}_+ −Q^{−1}_− ~A^{(n)}_− e^φn Q^{−1}_− 2 ~A^{(n)}_− e^{−2φ}nQ^{−1}_− Q^{−1}_+ ~A^{(n)}_+ e^φn Q^{−1}_+ =I_1 + I_2 + I_3 + I_4 + I_5 + I_6 + I_7.

(4.23)

Predstavlenie (4.15) pokazyvaet, qto

X_RP_0T^∗_n F P_0 = X_RP^{−1}_0 ( ~M_n(y))^{−1}F P_0.

My ocenim qlen X_RP^{−1}_0 I_7F P_0. Ostal~nye xest~ slagaemyh oceniva¸tsØ analogiqno ili daße prowe. Ispol~zuØ toßdestvo (3.7), poluqaem

‖X_RP^{−1}_0 I_7F P_0‖ ≤ 2‖X_RP^{−1}_0 |Q_−|^{−1/2}‖ ×‖|Q_−|^{−1/2}| ~A^{(n)}_− e^φn|^{1/2}‖ · ‖| ~A^{(n)}_− e^φn|^{1/2}|Q_−|^{−1/2}‖ ×‖|Q_−|^{−1/2}| ~A^{(n)}_− e^{−2φ}n|^{1/2}‖ · ‖| ~A^{(n)}_− e^{−2φ}n|^{1/2}P_0‖ ×‖P_0| ~A^{(n)}_+ e^φn|^{1/2}‖ · ‖| ~A^{(n)}_+ e^φn|^{1/2}|Q_+|^{−1/2}‖ ×‖|Q_+|^{−1/2}|F |^{1/2}‖ · ‖|F |^{1/2}P_0‖.

(4.24)

Dalee, iz (3.4), (3.6)–(3.8) sleduet, qto ‖X_RP^{−1}_0 |Q_−|^{−1/2}‖ = ‖X_R|Q_+|^{1/2}‖ ≤ C(Ω, R, k_2)|y|^{1/2}. OstavxiesØ mnoßiteli v (4.24) oceniva¸tsØ na osnovanii (3.14), (3.15), (4.12) i (4.16). V rezul~tate imeem ‖X_RP^{−1}_0 I_7F P_0‖ ≤ C(Ω, R, A, k_2)‖F ‖|y|^{−1}. SummiruØ analogiqnye ocenki dlØ X_RP^{−1}_0 I_j F P_0, j = 1, . . . 6, poluqaem (4.22). •

298 R. G. XTERENBERG

§5. Dokazatel~stvo teoremy 2.1 pri g = 1, η = 1 V dannom paragrafe my predpolagaem, qto g = 1, η = 1. S uqetom (4.5), dlØ togo, qtoby ustanovit~ ocenku (2.9) (pri ω = 1, η = 1), dostatoqno dokazat~, qto dlØ nekotorogo magnitnogo potenciala A^′, opisannogo v p. 4.1, po l¸boæ funkcii 0 ≠ u ∈ ^d_Ω naædetsØ funkciØ 0 ≠ v ∈ ^d_Ω takaØ, qto |m^′(y)[u, v]| := |m(y; 1, A^′, dν, 1)[u, v]| ≥ (c(y))^{−1}‖u‖‖v‖, |y| ≥ y_0, c(y) → 0 pri |y| → ∞. (5.1)

Otmetim, qto poskol~ku v dal~neæxem funkcii Φ i φ_n budut fiksirovany, vse konstanty, zavisØwie ot A^′ i φ_n, v koneqnom sqete zavisØt ot A. Predstavim funkci¸ 0 ≠ u ∈ ^d_Ω v vide

u = ~X_Ru + X_Ru. ˚sno, qto X_Ru ∈ ~C^∞(Ω), a potomu ~X_Ru ∈ ^d_Ω.

Poloßim (sr. [16, (4.2)]) v := ~X_Ru + T_nX_Ru. (5.2) V [17, §5] poØsneno, qto v ∈ ^d_Ω, i, krome togo (sr. [17, (5.3)]), vypolnena ocenka

‖P^{−1}_0 v‖ ≤ C(Ω, φ_n)‖P^{−1}_0 u‖. (5.3)

Zapixem (sm. (2.3)) m^′(y)[u, v] = ∫ Ω ⟨(D − A^′ + k) ~X_Ru, (D − A^′ + k) ~X_Ru⟩dx

+ ∫ Ω ⟨(D − A^′ + k) ~X_Ru, (D − A^′ + k)T_nX_Ru⟩dx

+ ∫ Ω ⟨(D − A^′ + k)X_Ru, (D − A^′ + k) ~X_Ru⟩dx

+ ∫ Ω ⟨(D − A^′ + k)X_Ru, (D − A^′ + k)T_nX_Ru⟩dx + ∫ Ω | ~X_Ru|^2dν

+ ∫ Ω ~X_Ru T_nX_Ru dν + ∫ Ω X_Ru ~X_Ru dν + ∫ Ω X_Ru T_nX_Ru dν =:J_1 + · · · + J_8.

(5.4)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 299 Ocenka dlØ J_1 vytekaet iz (2.8), (4.4)

Re J_1 ≥ (1 − ε_1)‖∇ ~X_Ru‖^2 − ( y^2 + C(ε_1; Ω, A^′, k_2) ) ‖ ~X_Ru‖^2, ∀ε_1 ∈ (0, 1). (5.5)

Dalee, J_2 perepixem v vide

J_2 = ∫ Ω ⟨(D − ~A^{(n)} + k) ~X_Ru, (D − ~A^{(n)} + k)T_nX_Ru⟩dx

− ∫ Ω ⟨(D + k) ~X_Ru, (A^′ − ~A^{(n)})T_nX_Ru⟩dx

− ∫ Ω ⟨(A^′ − ~A^{(n)}) ~X_Ru, (D + k)T_nX_Ru⟩dx

+ ∫ Ω (A^{′2} − ( ~A^{(n)})^2) ~X_Ru T_nX_Ru dx.

(5.6)

Iz (4.13), (4.15) sleduet, qto ∫ Ω ⟨(D − ~A^{(n)} + k) ~X_Ru, (D − ~A^{(n)} + k)T_nX_Ru⟩dx

+ ∫ Ω ~B_n ~X_Ru T_nX_Ru dx = 0. Ots¸da i iz (5.6) poluqaem

J_2 = − ∫ Ω ~B_n ~X_Ru T_nX_Ru dx

− ∫ Ω ⟨(D + k) ~X_Ru, (A^′ − ~A^{(n)})T_nX_Ru⟩dx

− ∫ Ω ⟨(A^′ − ~A^{(n)}) ~X_Ru, (D + k)T_nX_Ru⟩dx

+ ∫ Ω (A^{′2} − ( ~A^{(n)})^2) ~X_Ru T_nX_Ru dx =: J_{21} + J_{22} + J_{23} + J_{24}.

300 R. G. XTERENBERG Iz (3.11) sleduet, qto

|J_{21} + J_{22} + J_{24}| ≤‖ ~B_n ~X_Ru‖^2 + ‖T_nX_Ru‖^2 + ε^′_2‖∇ ~X_Ru‖^2 +C(ε^′_2; Ω, k_2)‖(A^′ − ~A^{(n)})T_nX_Ru‖^2 + ‖|A^{′2} − ( ~A^{(n)})^2|^{1/2} ~X_Ru‖^2

+‖|A^{′2} − ( ~A^{(n)})^2|^{1/2}T_nX_Ru‖^2, ∀ε^′_2 ∈ (0, 1),

qto s uqetom gladkosti ~A^{(n)}, ocenki (4.4) i sledstviØ 4.4 privodit k ocenke

|J_{21} + J_{22} + J_{24}|

≤ε_2‖∇ ~X_Ru‖^2 + C(ε_2; Ω, A^′, φ_n)‖ ~X_Ru‖^2

+c(y)‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε_2 ∈ (0, 1), c(y) = c(y; ε_2, Ω, R, A^′, φ_n, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (5.7)

Qlen J_{23} analogiqen qlenu J_{32} iz [17, (6.15)]. Imeem (sr. [17, (6.18)]) |J_{23}| = | | | | | | ∫ Ω ⟨(A^′ − ~A^{(n)}) ~X_Ru, T_n(D + k)X_Ru + [D, T_n]X_Ru⟩dx | | | | | | ≤‖X_RP_0T^∗_n (A^′ − ~A^{(n)})P_0‖ · ‖(D + k)X_R‖ · ‖P^{−1}_0 ~X_Ru‖ ×‖P^{−1}_0 X_Ru‖ + ‖(A^′ − ~A^{(n)}) ~X_Ru‖ · ‖[D, T_n]‖ · ‖X_Ru‖.

(5.8)

Napomnim, qto (A^′ − ~A^{(n)}) = (∇Φ_A − ∇Φ) − J (∇φ_A − ∇φ_n). DlØ ocenki pervogo slagaemogo v pravoæ qasti (5.8) sleduet vospol~- zovat~sØ (3.10), (3.12), (4.3), (4.7), (4.22); dlØ ocenki vtorogo – (3.13), (4.4), (4.19). V itoge poluqaem |J_{23}| ≤ C(Ω, R, A, k_2)(ε_Φ + ε_n)‖∇ ~X_Ru‖‖P^{−1}_0 X_Ru‖ +‖(A^′ − ~A^{(n)}) ~X_Ru‖^2 + C(Ω, φ_n)|y|^{−1}‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2

≤ ε_3‖∇ ~X_Ru‖^2 + C(ε_3; Ω, A^′, φ_n)‖ ~X_Ru‖^2 + ( C(ε_3; Ω, R, A, k_2)(ε^2_Φ + ε^2_n) + C(Ω, φ_n)|y|^{−1} ) ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε_3 ∈ (0, 1), |y| ≥ |k_2|.

(5.9)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 301 DlØ J_3 zapixem

J_3 = − ∫ Ω ⟨A^′X_Ru, (D + k) ~X_Ru⟩dx − ∫ Ω ⟨(D + k)X_Ru, A^′ ~X_Ru⟩dx

+ ∫ Ω |A^′|X_Ru |A^′| ~X_Ru dx = − ∫ Ω ⟨(A^′ + ~A^{(n)})X_Ru, (D + k) ~X_Ru⟩dx

− ∫ Ω ⟨(D + k)X_Ru, (A^′ − ~A^{(n)}) ~X_Ru⟩dx + ∫ Ω |A^′|X_Ru |A^′| ~X_Ru dx =:J_{31} + J_{32} + J_{33}.

Zdes~ my ispol~zovali toßdestvo div ~A^{(n)} = 0. S uqetom formul (3.11), (4.4) i predloßeniØ 3.3 poluqaem

|J_{31} + J_{33}| ≤ε_4‖∇ ~X_Ru‖^2 + C(ε_4; Ω, A^′)‖ ~X_Ru‖^2 + c(y)‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε_4 ∈ (0, 1), c(y)= c(y; ε_4, Ω, A^′, φ_n, k_2) → 0 pri |y| → ∞.

(5.10)

Qlen J_{32} moßet byt~ ocenen tak ße, kak i J_{23} (sr. J_{23} iz [17, (6.10), (6.13)]). Iz (3.10), (3.12), (3.15) i (4.3), (4.7) imeem

|J_{32}| ≤ ‖P_0(A^′ − ~A^{(n)})P_0‖ · ‖(D + k)X_R‖ · ‖P^{−1}_0 X_Ru‖ ×‖P^{−1}_0 ~X_Ru‖ ≤ C(Ω)‖P_0|(A^′ − ~A^{(n)})|^{1/2}‖^2 · ‖(D + k)X_R‖ ×‖P^{−1}_0 X_Ru‖ · ‖∇ ~X_Ru‖ ≤ C(Ω, R, k_2)(ε_Φ + ε_n)‖P^{−1}_0 X_Ru‖ ×‖∇ ~X_Ru‖ ≤ ε_5‖∇ ~X_Ru‖^2 + C(ε_5; Ω, R, k_2)(ε^2_Φ + ε^2_n)‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε_5 ∈ (0, 1), |y| ≥ |k_2|. (5.11)

302 R. G. XTERENBERG DlØ J_4 analogiqno (5.6) imeem

J_4 = ∫ Ω ⟨(D − ~A^{(n)} + k)X_Ru, (D − ~A^{(n)} + k)T_nX_Ru⟩dx

− ∫ Ω ⟨(D + k)X_Ru, (A^′ − ~A^{(n)})T_nX_Ru⟩dx

− ∫ Ω ⟨(A^′ − ~A^{(n)})X_Ru, (D + k)T_nX_Ru⟩dx

+ ∫ Ω (A^{′2} − ( ~A^{(n)})^2)X_Ru T_nX_Ru dx =: J_{41} + J_{42} + J_{43} + J_{44}.

(5.12)

DlØ J_{41}, v silu (4.13), (4.15), spravedlivo ravenstvo

J_{41} = ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2 − ∫ Ω ~B_nX_Ru T_nX_Ru dx, i, sledovatel~no, s uqetom formul (3.13), (4.18)

Re J_{41} ≥ (1 − C(Ω, φ_n)|y|^{−1})‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2. (5.13)

Dalee, iz (3.12), (4.3), (4.7), (4.22) vytekaet ocenka

|J_{42}| ≤ ‖X_RP_0T^∗_n (A^′ − ~A^{(n)})^∗P_0‖ · ‖(D + k)X_R‖ · ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2

≤ C(Ω, R, A, k_2)(ε_Φ + ε_n)‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2. (5.14)

DlØ J_{44} iz gladkosti ~A^{(n)}, ocenki (4.4), predloßeniØ 3.3 i sledstviØ 4.4 imeem

|J_{44}| ≤ ‖|A^{′2} − ( ~A^{(n)})^2|^{1/2}P_0P^{−1}_0 X_Ru‖ ×‖|A^{′2} − ( ~A^{(n)})^2|^{1/2}T_nP_0P^{−1}_0 X_Ru‖ ≤ c(y)‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, c(y) = c(y; Ω, R, A^′, φ_n, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (5.15)

Nakonec, J_{43} ocenivaetsØ analogiqno J_{23} (sm. (5.8)) (sr. J_{34} iz [17, (6.15), (6.20)]):

|J_{43}| ≤ ‖X_RP_0T^∗_n (A^′ − ~A^{(n)})P_0‖ · ‖(D + k)X_R‖ · ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2 +‖(A^′ − ~A^{(n)})X_Ru‖ · ‖[D, T_n]‖ · ‖X_Ru‖.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 303 Ots¸da s uqetom (3.12), (4.3), (4.7), (4.22), a takße (3.13), (4.4), (4.19) i predloßeniØ 3.3 poluqaem |J_{43}| ≤ ( C(Ω, R, A, k_2)(ε_Φ + ε_n) + C(Ω, A^′, φ_n, k_2)|y|^{−1/2} ) ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2.

5.16

PodstavlØØ (5.13)–(5.16) v (5.12), poluqaem

Re J_4 ≥ (1 − C(Ω, R, A, k_2)(ε_Φ + ε_n) − c(y))‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, c(y) = c(y; Ω, R, A^′, φ_n, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (5.17)

Slagaemye J_5, J_6, J_7, J_8 oceneny v [17]. DlØ nih spravedliva ocenka (sm. [17, (5.14)–(5.17)])

J_5 − |J_6 + J_7 + J_8|

≥(1 − a − ε_6) ∫ Ω | ~X_Ru|^2dν_+ − (a + ε_6)‖∇ ~X_Ru‖^2 −C(Ω, a, dν)‖ ~X_Ru‖^2 − c(y)‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε_6 ∈ (0, 1), c(y) = c(y; ε_6, Ω, a, R, φ_n, dν, k_2) → 0 pri |y| → ∞.

(5.18)

PodstavlØØ ocenki (5.5), (5.7), (5.9)–(5.11), (5.17), (5.18) v (5.4), poluqaem

Re m^′(y)[u, v] ≥ (1 − a − ε) ∫ Ω | ~X_Ru|^2dν_+ + ‖∇ ~X_Ru‖^2 − ( y^2 + C(ε; Ω, a, A^′, φ_n, dν, k_2) ) ‖ ~X_Ru‖^2 + (1 − C(ε; Ω, R, A, k_2)(ε_Φ + ε_n) − c(y)) ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε ∈ (0, 1), c(y) = c(y; ε, Ω, a, R, A^′, φ_n, dν, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (5.19)

Fiksiruem ε := (1−a)/4. Dalee, fiksiruem R nastol~ko bol~xim, qtoby vypolnØlis~ neravenstva R^{−2} ≤ (1 − a)/4, R ≥ 1.

304 R. G. XTERENBERG Togda s uqetom (3.11) iz (5.19) imeem Re m^′(y)[u, v] ≥ 2^{−1}(1 − a)‖∇ ~X_Ru‖^2 −C(Ω, a, A^′, φ_n, dν, k_2)‖ ~X_Ru‖^2 + (1 − C(Ω, A, k_2)(ε_Φ + ε_n) − c(y)) ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, c(y) = c(y; Ω, a, A^′, φ_n, dν, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (5.20)

Fiksiruem ε_Φ, ε_n nastol~ko malymi, qtoby vypolnØlos~ uslovie

C(Ω, A, k_2)(ε_Φ + ε_n) ≤ 1/2.

Teper~ fiksiruem funkci¸ Φ ∈ ~C^∞(Ω), udovletvorØ¸wu¸ (4.3) (tem samym fiksirovan vybor potenciala A^′ = A − ∇Φ), i funkci¸ φ_n, udovletvorØ¸wu¸ (4.7). Togda iz (3.11), (5.20) imeem Re m^′(y)[u, v] ≥ ( 2^{−1}(1 − a) − C(Ω, a, A, dν, k_2)y^{−2} ) ‖∇ ~X_Ru‖^2 + ( 2^{−1} − c(y) ) ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, c(y) = c(y; Ω, a, A, dν, k_2) → 0 pri |y| → ∞. FiksiruØ v poslednem neravenstve dostatoqno bol~xoe y_0, s uqetom (3.10), (5.3) poluqaem Re m(y; 1, A^′, dν, 1)[u, v] ≥ C(Ω, a)‖P^{−1}_0 u‖^2 ≥ C(Ω, a, A)‖P^{−1}_0 u‖‖P^{−1}_0 v‖, |y| ≥ y_0. (5.21)

Otmetim, qto iz pervogo neravenstva v (5.21) neposredstvenno vytekaet sootnoxenie v ≠ 0. Nakonec, primenØØ (3.13), iz (5.21) poluqaem trebuemoe neravenstvo (5.1) pri c(y) := c(Ω, a, A)|y|^{−1}. Tem samym, dokazatel~stvo teoremy 2.1 v sluqae g = 1, η = 1 zaverxeno.

§6. Sluqaæ peremennoæ skalØrnoæ metriki

V nastoØwem paragrafe my otkazyvaemsØ ot ograniqeniØ g = 1, odnako, po-preßnemu sqitaem η = 1. Pri fftom vkl¸qenie skalØrnoæ metriki ω^21 osuwestvlØetsØ po analogii s tem, kak ffto delalos~ v [17, §6].

Pomimo formy m(y) rassmotrim formu m_ω (y; ω^21, A, dν, 1)[u, u] := m(y; ω^21, A, dν, 1)[ω^{−1}u, ω^{−1}u], Dom m_ω (y) := Dom m(y) = ^d_Ω.

(6.1)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 305 V [17, §6] poØsneno, qto forma (6.1) zamknuta i sektorial~na odnovremenno s formoæ m(y).

Pust~ ~ω – gladkaØ vewestvennaØ funkciØ, approksimiru¸waØ funkci¸ ω, to est~

0 < ω_0 ≤ ~ω(x) ≤ ω_1 < ∞, ~ω ∈ ~C^∞(Ω), ‖G_ω‖ ≤ ε_ω ≤ 1, (6.2)

gde vvedeno oboznaqenie (sr. [16, § 5]) G_ω := ~ω^{−1}(D~ω) − ω^{−1}(Dω). Maloe qislo ε_ω budet vybrano niße. RassußdaØ tak ße, kak v [16, §5], dlØ u, v ∈ ^d_Ω imeem

m^′_ω (y)[u, v] := m_ω(y; ω^21, A^′, dν, 1) = ∫ Ω ⟨(D − A^′ + k)u, (D − A^′ + k)v⟩dx

+ ∫ Ω ⟨(D + k)u, G_ωv⟩dx + ∫ Ω ⟨G_ωu, (D + k)v⟩dx + ∫ Ω uvd~ν =:J_1 + J_2 + J_3 + J_4,

(6.3)

gde d~ν := −2⟨~ω^{−1}(D~ω), G_ω⟩dx + |G_ω|^2dx + ~ω^{−1}(Δ~ω)dx + ω^{−2}dν. (6.4) Nam ponadobitsØ sledu¸wee utverßdenie, dokazannoe v [17, lemma 6.1].

Lemma 6.1. Pri l¸bom ~a ∈ (a, 1) spravedlivy ocenki ∫ Ω |f|^2d~ν_− ≤ ~a ‖∇f‖^2 + ∫ Ω |f|^2d~ν_+ + C(~a; Ω, ω, ~ω, dν)‖f‖^2, (6.5) a < ~a < 1, f ∈ ^d_Ω; ∫ Ω |f|^2|d~ν| ≤ ε ( ‖∇f‖^2 + max_{x∈Ω} |f|^2 ) + C(ε; Ω, ω, ~ω, dν)‖f‖^2, (6.6) ∀ε ∈ (0, 1), f ∈ ~C^∞(Ω). Iz lemmy 6.1 vytekaet, qto zarØd d~ν udovletvorØet ocenke vida (1.11), a takße ocenke vida (1.12) otnositel~no ediniqnoæ metriki.

306 R. G. XTERENBERG

V dal~neæxem ~a ∈ (a, 1) sqitaetsØ fiksirovannym. Pust~ teper~ 0 ≠ u ∈ ^d_Ω, i v vybrano v sootvetstvii s (5.2). S uqetom (6.5), (6.6) summa J_1 + J_4 moßet byt~ ocenena analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano v § 5 pri ocenke m^′(y)[u, v]. Pri fftom spravedliva ocenka vida (5.19) s zamenoæ a na ~a i dν na d~ν. Imenno,

Re (J_1 + J_4) ≥ (1 − ~a − ε) ∫ Ω | ~X_Ru|^2d~ν_+ + ‖∇ ~X_Ru‖^2 − ( y^2 + C(ε; Ω, ~a, ω, ~ω, A^′, φ_n, dν, k_2) ) ‖ ~X_Ru‖^2 + (1 − C(ε; Ω, R, A, k_2)(ε_Φ + ε_n) − c(y)) ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε ∈ (0, 1), c(y) = c(y; ε, Ω, ~a, R, ω, ~ω, A^′, φ_n, dν, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (6.7)

Slagaemye J_2 i J_3 – te ße, qto i v [17, §6]. Odnako, seæqas u nas bolee slabye ograniqeniØ na magnitnyæ potencial, qem v [17]. Tem ne menee, ocenki iz [17] dlØ J_2, J_3 sohranØ¸t svo¸ silu, formal~no, s tem ße dokazatel~stvom. Otliqie sostoit lix~ v tom, qto central~naØ ocenka (4.22) (analogiqnaØ ocenke [17, (4.34)]) seæqas dokazana pri bolee xirokih usloviØh na A. Imeem (sm. [17, (6.11)–(6.14), (6.16), (6.17), (6.19), (6.20)])

|J_2 + J_3| ≤ε‖∇ ~X_Ru‖^2 + C(ε; Ω, ω, ~ω, k_2)‖ ~X_Ru‖^2 +(C(ε; Ω, R, A, k_2)ε_ω + c(y))‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε ∈ (0, 1), c(y) = c(y; ε, Ω, R, ω, ~ω, φ_n, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (6.8)

PodstavlØØ (6.7), (6.8) v (6.3), poluqaem Re m^′_ω[u, v] ≥ (1 − ~a − ε) ∫ Ω | ~X_Ru|^2d~ν_+ + ‖∇ ~X_Ru‖^2 − ( y^2 + C(ε; Ω, ~a, ω, ~ω, A^′, φ_n, dν, k_2) ) ‖ ~X_Ru‖^2 + (1 − C(ε; Ω, R, A, k_2)(ε_Φ + ε_n + ε_ω ) − c(y)) ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, ∀ε ∈ (0, 1), c(y) = c(y; ε, Ω, ~a, R, ω, ~ω, A^′, φ_n, dν, k_2) → 0 pri |y| → ∞.

(6.9)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 307 Fiksiruem ε := (1 − ~a)/4. Zatem vyberem R nastol~ko bol~xim, qtoby vypolnØlos~ R^{−2} ≤ (1 − ~a)/4, R ≥ 1. Togda s uqetom (3.11) iz (6.9) poluqaem Re m^′_ω[u, v] ≥ ( 2^{−1}(1 − ~a) − C(Ω, ~a, ω, ~ω, A^′, φ_n, dν, k_2)y^{−2} ) ‖∇ ~X_Ru‖^2 + (1 − C(Ω, A, k_2)(ε_Φ + ε_n + ε_ω ) − c(y)) ‖P^{−1}_0 X_Ru‖^2, c(y) = c(y; Ω, ~a, ω, ~ω, A^′, φ_n, dν, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (6.10)

Zafiksiruem teper~ ε_Φ, ε_n, ε_ω tak, qtoby vypolnØlos~ neravenstvo

C(Ω, A, k_2)(ε_Φ + ε_n + ε_ω) ≤ 1/2,

i fiksiruem funkcii Φ, φ_n i ~ω, udovletvorØ¸wie (4.3), (4.7) i (6.2) sootvetstvenno. Togda dlØ dostatoqno bol~xogo y_0 iz (6.10) s uqetom (3.10) i (5.3) imeem Re m^′_ω [u, v] ≥ C(Ω, a)‖P^{−1}_0 u‖^2 ≥ C(Ω, a, A)‖P^{−1}_0 u‖‖P^{−1}_0 v‖, (6.11) |y| ≥ y_0. Pust~ teper~ 0 ≠ ~u ∈ ^d_Ω, i u := ω~u ∈ ^d_Ω. Pust~ v postroeno po u v sootvetstvii s (5.2). Poloßim

~v := ω^{−1}v. (6.12)

Togda iz (6.1) i (6.11) poluqaem Re m(y; ω^21, A^′, dν, 1)[~u, ~v] ≥ C(Ω, a, A)‖P^{−1}_0 ω~u‖‖P^{−1}_0 ω~v‖, (6.13) |y| ≥ y_0. Ots¸da i iz (2.7), (3.13) imeem Re m(y; ω^21, A^′, dν, 1)[~u, ~v] ≥ C(Ω, a, A)‖ω^{−1}‖^{−2}_∞ |y|‖~u‖‖~v‖, |y| ≥ y_0. PoslednØØ ocenka s uqetom (4.5) zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.1 v sluqae η = 1.

308 R. G. XTERENBERG

§7. Dokazatel~stvo teoremy 1.3 1. Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 2.1. Otmetim, preßde

vsego, qto m(y; g, A, dν, η)[f, f] = m(y; g, A, dν, 1)[η^{−1}f, η^{−1}f], f ∈ η ^d_Ω. (7.1) Dalee, pust~ 0 ≠ f := η~u, ~u ∈ ^d_Ω, i w := η~v, gde ~v vybrano v sootvetstvii s (6.12). Togda, soglasno (6.13) i (7.1), dlØ nekotorogo magnitnogo potenciala A^′, opisannogo v p. 4.1, imeem Re m(y; ω^21, A^′, dν, η)[f, w] ≥ C(Ω, a, A)‖P^{−1}_0 η^{−1}ωf‖‖P^{−1}_0 η^{−1}ωw‖, |y| ≥ y_0. (7.2) Iz (7.2) s uqetom (1.15), (2.7) i predloßeniØ 3.3 poluqaem Re m(y; ω^21, A^′, dν, η)[f, w] ≥ (c(y))^{−1}‖f‖‖w‖, |y| ≥ y_0, c(y) = c(y; Ω, a, ω, A, η, k_2) → 0 pri |y| → ∞. (7.3)

Iz (4.5) i (7.3) neposredstvenno vytekaet ocenka (2.9), qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.1. •

2. Preobrazovanie operatora (1.17) k sluqa¸ skalØrnoæ metriki. Iz teoremy 2.1 standartnymi rassußdeniØmi (sm. [4,

§2]) vyvoditsØ utverßdenie teoremy 1.3 v sluqae skalØrnoæ metriki vida (2.5). DlØ dokazatel~stva teoremy 1.3 v obwem sluqae my ispol~zuem preobrazovanie koordinat v R^2, kotoroe privedet operator M , opredelennyæ v (1.17), k operatoru so skalØrnoæ metrikoæ, no dlØ drugoæ rexetki periodov i pri izmenennyh A, dν i η. My ispol~zuem sledu¸wu¸ teoremu, sformulirovannu¸ v [16, §6] (tam ße moßno naæti neobhodimye kommentarii).

Teorema 7.1. Pust~ g0 – Γ-periodiqeskaØ izmerimaØ (2 × 2)-

matrica-funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ vida (1.4) i, krome togo, det g_0 = 1. Togda suwestvuet vzaimno-odnoznaqnoe otobraßenie Ψ : R^2 → R^2 so sledu¸wimi svoæstvami. 1^∘. DlØ nekotorogo p > 2 vypolneno

Ψ ∈ W^1_{p,loc}(R^2), Ψ^{−1} ∈ W^1_{p,loc}(R^2), p > 2. (7.4)

Pri fftom, 0 < |det Ψ^′(x)| < ∞ dlØ p. v. x ∈ R^2, gde Ψ^′(x) – matrica ˚kobi otobraßeniØ Ψ.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 309 2^∘. DlØ nekotorogo bazisa a^∗_1, a^∗_2 v R^2 vypolneno

Ψ(0) = 0; Ψ(x + n_1a_1 + n_2a_2) = Ψ(x) + n_1a^∗_1 + n_2a^∗_2,

x ∈ R^2, {n1, n2} ∈ Z^2.

Takim obrazom, preobrazovanie koordinat ¸ = Ψ(x) perevodit rexetku Γ v rexetku Γ_∗ := {¸ = n_1a^∗_1 + n_2a^∗_2, {n_1, n_2} ∈ Z^2}. (7.5) 3^∘. Vypolneno sootnoxenie

|det Ψ^′(x)|^{−1}Ψ^′(x)g_0(x)(Ψ^′(x))^t = 1, ¸ = Ψ(x). (7.6)

Otmetim, qto mnoßestvo Ψ(Ω) fundamental~no otnositel~no rexetki Γ_∗.

Zameqanie 7.2. Iz sootnoxeniØ (7.6) neposredstvenno vytekaet

predstavlenie

Ψ^′(x) = |det Ψ^′(x)|^{1/2}W(x)(g_0(x))^{−1/2}, (7.7)

gde W – vewestvennaØ ortogonal~naØ matrica-funkciØ.

Lemma 7.3. (1) Pust~ F ∈ H^1_{loc}(R^2). Togda F ∘Ψ, F ∘Ψ^{−1} ∈ H^1_{loc}(R^2),

i spravedlivo obyqnoe pravilo differencirovaniØ ∇(F ∘ Ψ) = (Ψ^′)^t ((∇_¸F ) ∘ Ψ) .

(2) Pust~ F ∈ L_{1,loc}(R^2). Togda spravedlivo toßdestvo ∫ Ξ F d¸ =^∫

Ψ�1_{(Ξ)}

(F ∘ Ψ) |det Ψ^′|dx

dlØ l¸bogo izmerimogo ograniqennogo v R^2 mnoßestva Ξ.

Dokazatel~stvo svoditsØ k ssylke na [1, lemma 10, teorema 5]. • V dal~neæxem my qasto budem ispol~zovat~ lemmu 7.3, ne akcentiruØ na fftom vnimaniØ dopolnitel~no.

Pust~

Ω_∗ := {¸ ∈ R^2 : ¸ = t_1a^∗_1 + t_2a^∗_2, 0 ≤ t_j < 1, j = 1, 2}

310 R. G. XTERENBERG – fflementarnaØ Øqeæka rexetki (7.5). Vvedem takße sledu¸wie oboznaqeniØ:

ψ(¸) := |det Ψ^′(x)|^{−1/2}, (7.8)

A_∗(¸) := ( Ψ^′(x)^t )_{−1} A(x), (7.9)

ω_∗(¸) := ω(x), (7.10)

dν_∗(¸) := dν(x), (7.11)

η_∗(¸) := ψ(¸)η(x), (7.12)

gde ¸ = Ψ(x). Iz utverßdeniØ 2^∘ teoremy 7.1 i iz (1.1), (1.9),

(1.13), (2.6), (7.8)–(7.12) vytekaet, qto ψ, A_∗, ω_∗, dν_∗ i η_∗ ØvlØ- ¸tsØ Γ_∗-periodiqeskimi. Iz (7.4), (7.8) neposredstvenno sleduet, qto dlØ funkcii ψ vypolneny sootnoxeniØ

ψ ∈ L_p(Ω_∗), p > 2, (7.13)

ψ(¸) > 0, p. v. ¸ ∈ R^2. (7.14)

Vkl¸qenie (7.13) i predloßenie 1.1 pokazyva¸t, qto spravedliva ocenka ∫ Ω� |ψf|^2d¸ ≤ ε ∫ Ω� |∇_¸f|^2d¸ + C(ε; Ω_∗, ψ) ∫ Ω� |f|^2d¸, (7.15)

∀ε ∈ (0, 1), f ∈ H^1(Ω_∗).

V [17, p. 7.2] pokazano, qto kofffficienty ω_∗, dν_∗, η_∗ udovletvorØ¸t vsem usloviØm teoremy 1.3 (otnositel~no rexetki Γ_∗). V qastnosti, forma

m_{∗+}[f, f] := ∫ |∇_¸f|^2d¸ + ∫ |f|^2dν_{∗+}, f ∈ C^∞_0 (R^2),

dopuskaet zamykanie v L_2(R^2) (sr. uslovie (i)). Qerez ^d_∗ oboznaqim oblast~ opredeleniØ zamykaniØ formy m_{∗+}. Preobrazovanie

u→u ∘ Ψ^{−1} vzaimno-odnoznaqno otobraßaet ^d na ^d_∗ (sm. [16, p.

6.2]).

Dalee, dlØ l¸boæ Γ_∗-periodiqeskoæ funkcii f ∈ H^1_{loc}(R^2) s uqetom (1.2), (1.4), (1.5), (7.6)–(7.9), (7.15) imeem (sr. [17,

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 311 (7.22)]) ∫ Ω� |A_∗f|^2d¸ = ∫ Ψ(Ω)

|A_∗f|^2d¸ = ∫ Ω |Wg^{1/2}_0 A(f ∘ Ψ)|^2dx

≤ ε 2 ∫ Ω ⟨g_0∇(f ∘ Ψ), ∇(f ∘ Ψ)⟩dx + C(ε; Ω, g_0, A) ∫ Ω |f ∘ Ψ|^2dx

= ε 2 ∫ Ψ(Ω)

|∇_¸f|^2d¸ + C(ε; Ω, g_0, A) ∫ Ψ(Ω) |ψf|^2d¸

= ε 2 ∫ Ω� |∇_¸f|^2d¸ + C(ε; Ω, g_0, A) ∫ Ω� |ψf|^2d¸

≤ε ∫ Ω� |∇_¸f|^2d¸ + C(ε; Ω, Ω_∗, g_0, A, ψ) ∫ Ω� |f|^2d¸, ∀ε ∈ (0, 1).

(7.16)

Takim obrazom, dlØ A_∗, ω_∗, dν_∗ i η_∗ vypolneny vse usloviØ teoremy 1.3 (otnositel~no rexetki Γ_∗). V silu (7.6), pod deæstviem preobrazovaniØ Ψ kvadratiqnaØ forma (1.16) preobrazuetsØ k vidu m[u, u] = ∫ ω^2_∗|(D¸ − A_∗)(η^{−1}_∗ v)|^2d¸ + ∫ |η^{−1}_∗ v|^2dν_∗, u ∈ η ^d, v(¸) = ψ(¸)u(x), ¸ = Ψ(x).

Odnovremenno ∫

|u(x)|^2 dx = ∫ |v(¸)|^2 d¸. �to pokazyvaet, qto operator M = M (g, A, dν, η) unitarno ffkvivalenten operatoru

M_∗ := M (ω^2_∗1, A_∗, dν_∗, η_∗).

DlØ sluqaØ skalØrnoæ metriki vida (2.5) utverßdenie teoremy 1.3 uße ustanovleno. Sledovatel~no, spektr operatora M_∗ absol¸tno nepreryven. Vmeste s nim absol¸tno nepreryven i spektr operatora M . �tim dokazatel~stvo teoremy 1.3 polnost~¸ zaverxeno.

312 R. G. XTERENBERG

§8. Operator Xredingera v odnosvØznom periodiqeskom volnovode

Teorema 2.1 pozvolØet utoqnit~ usloviØ na magnitnyæ potencial i sluqae operatora Xredingera v odnosvØznom periodiqeskom volnovode. Naibolee toqnye usloviØ na parametry zadaqi, pri kotoryh udaetsØ dokazat~ absol¸tnu¸ neprervnost~ spektra operatora Xredingera v dvumernom volnovode, byli predloßeny v rabote [18]. Seæqas my moßem ewe oslabit~ ograniqeniØ na magnitnyæ potencial. Zdes~ my sformuliruem sootvetstvu¸wu¸ teoremu (sm. niße teoremu 8.5) bez dokazatel~stva, kotoroe, vproqem, s oqevidnymi i maloznaqitel~nymi izmeneniØmi povtorØet dokazatel~stvo teoremy 2.5 iz [18] (podrobnee, sm. zameqanie 8.6).

1. OboznaqeniØ. Esli D ⊂ R^2 – nekotoraØ oblast~, to D :=

clos D. Poloßim B_R := {x ∈ R^2 : |x| < R}, R > 0. Qerez C_0(D)

oboznaqim klass funkciæ u(x) ∈ C(D) takih, qto supp u ⊂ D ∩ B_R dlØ nekotorogo R < ∞.

Vvedem oboznaqeniØ S := {x ∈ R^2 : 0 < x_2 < 1}, Ω_R :=

(−R/2, R/2) × (0, 1), R > 0. Granica polosy S sostoit iz dvuh

prØmyh Ξ_0 := {x ∈ R^2 : x_2 = 0}, Ξ_1 := {x ∈ R^2 : x_2 = 1}. Pust~

β > 0 i γ_β := {nβe_1, n ∈ Z} – odnomernaØ rexetka. Qerez ^H^s(Ω_β )

oboznaqim klass funkciæ u ∈ H^s(Ω_β ), γ_β -periodiqeskoe prodolßenie kotoryh prinadleßit H^s(Ω_R) dlØ l¸bogo R < ∞. Qerez

^C(Ω_β) oboznaqaetsØ mnoßestvo sußeniæ na Ω_β γ_β -periodiqeskih

funkciæ klassa C(S).

2. UsloviØ na oblast~. Poloßim R^2_{r+} := {x ∈ R^2 : x2 > r},

R^2_{r−} := {x ∈ R^2 : x2 < r}, r ∈ R. Predpoloßim, qto “periodiqe-

skiæ volnovod” Π ⊂ R^2 udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸.

Uslovie 8.1. Mnoßestvo Π ⊂ R^2 – odnosvØznaØ oblast~ takaØ,

qto R^2_{r+} ⊄ Π, R^2_{r−} ⊄ Π, ∀r ∈ R. Oblast~ Π periodiqna otnositel~-

no nekotoroæ rexetki γ_α, α > 0:

x ∈ Π ⇒ x + nαe_1 ∈ Π, n ∈ Z.

Otmetim, qto iz usloviØ 8.1 neposredstvenno vytekaet, qto toqki ±∞ ØvlØ¸tsØ razliqnymi dostißimymi graniqnymi toqkami oblasti Π, poroßdennymi γ_α-periodiqeskimi nepreryvny-

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 313

mi krivymi (opredelenie dostißimyh graniqnyh toqek moßno naæti, naprimer, v [6, §II.3]).

Pust~ Ψ – konformnoe otobraßenie volnovoda Π na polosu S. Soglasno teoreme Kœbe (sm., naprimer, [6, §II.3, teorema 1]), s uqetom dostißimosti toqek ±∞, otobraßenie Ψ moßno vybrat~ tak, qtoby Ψ(−∞) = −∞, Ψ(+∞) = +∞. Pri fftom γ_α-periodiqeskie nepreryvnye krivye, poroßda¸wie dostißimye toqki ±∞ v Π, pereædut v nepreryvnye krivye, uhodØwie na ±∞ v S. Togda, kak poØsneno v [18, p. 1.3], otobraßenie Ψ opredeleno s toqnost~¸ do sdviga Ψ→Ψ + re_1, r ∈ R, i, krome togo, dlØ nekotorogo β > 0 vypolneno

Ψ(x + nαe_1) = Ψ(x) + nβe_1, x ∈ Π, n ∈ Z.

Granica volnovoda Π sostoit iz dvuh otdelennyh drug ot druga γ_α-periodiqeskih zamknutyh mnoßestv l_± : ∂Π = l_− ∪ l_+. Imenno, pust~ S_− := {x ∈ R^2 : 0 < x_2 < 1/2}, S_+ := {x ∈ R^2 : 1/2 < x_2 < 1}. Togda poloßim

l_− := ∂Π ∩ Ψ^{−1}(S_−), l_+ := ∂Π ∩ Ψ^{−1}(S_+ ).

Vvedem oboznaqenie O_R := Ψ^{−1}(Ω_R), R > 0. Oqevidno, O_β – odnosvØznaØ fundamental~naØ oblast~ v Π otnositel~no rexetki

γ_α. Otmetim, qto Øqeæka O_β, voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ ogra-

niqennoæ.

Oboznaqim qerez ^H^1(O_β ) klass funkciæ u ∈ H^1(O_β ), γ_αperiodiqeskoe prodolßenie kotoryh prinadleßit H^1(O_R) dlØ l¸bogo R < ∞. Pomimo apriornogo usloviØ 8.1 budem sqitat~ vypolnennym sledu¸wee

Uslovie 8.2. Oblast~ Oβ takova, qto vloßenie^^H^1(Oβ ) ⊂

L_2(O_β) kompaktno.

Zameqanie 8.3. V uslovii 8.2 oblast~ Oβ moßno zamenit~ na

l¸boe (ne obØzatel~no svØznoe) fundamental~noe otnositel~- no rexetki γ_α otkrytoe mnoßestvo v Π. Deæstvitel~no, prostranstvo ^H^1(O_β) moßno otoßdestvit~ s prostranstvom H^1 na poverhnosti cilindra, obrazovannoæ faktor-mnoßestvom Π/γ_α. Nam, odnako, v dal~neæxem udobno ispol~zovat~ fundamental~- nu¸ oblast~ O_β.

314 R. G. XTERENBERG

Otmetim, qto iz usloviØ 8.2 avtomatiqeski vytekaet, qto oblast~ O_β imeet koneqnu¸ meru:

meas O_β < ∞.

3. Klassy funkciæ. Opredelim sledu¸wiæ klass funkciæ v Π: C0(Π) := {F : F = f ∘ Ψ, f ∈ C0(S)}. Pust~ takße C(Π) := {F :

F = f ∘ Ψ, f ∈ C(S)}, i ^C(O_β ) – mnoßestvo sußeniæ na O_β γ_α-

periodiqeskih funkciæ klassa C(Π). Oqevidno, ^C(O_β ) = {F : F = f ∘ Ψ, f ∈ ^C(Ω_β )}. My izuqaem operator Xredingera v volnovode Π s kraevymi usloviØmi Dirihle libo estestvennymi usloviØmi na kaßdoæ iz dvuh qasteæ l_−, l_+ granicy ∂Π. Sootvetstvenno rassmatriva¸tsØ kraevye zadaqi qetyreh tipov, uslovno oboznaqaemyh qerez DD, DN , N D, N N . Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ, gde znaqki λ i μ prinima¸t znaqeniØ D libo N :

C^{(λμ)}_0 (S) :=

{f ∈ C_0(S) : f|_{Ξ0} = f|_{Ξ1} = 0}, λ = μ = D, {f ∈ C_0(S) : f|_{Ξ0} = 0}, λ = D, μ = N, {f ∈ C_0(S) : f|_{Ξ1} = 0}, λ = N, μ = D, C_0(S), λ = μ = N, C^{(λμ)}_0 (Π) := {F : F = f ∘ Ψ, f ∈ C^{(λμ)}_0 (S)}, λ, μ = D, N.

4. UsloviØ na metriku. Pust~ g(x) = {g^{jl}(x)} – izmerimaØ ve-

westvennaØ (2 × 2)-matrica-funkciØ v Π takaØ, qto

g(x + nαe_1) = g(x), x ∈ Π, n ∈ Z, (8.1)

c_21 ≤ g(x) ≤ c_31, x ∈ Π, 0 < c_2 ≤ c_3 < ∞. (8.2)

Predstavim matricu g(x) v vide (sr. (1.5)):

g(x) := ω^2(x)g_0(x), det g_0(x) = 1, ω(x) := (det g(x))^{1/4} . (8.3)

V silu (8.1)–(8.3), matrica g_0 i funkciØ ω γ_α-periodiqeskie i udovletvorØ¸t usloviØm

c^′_21 ≤ g_0(x) ≤ c^′_31, x ∈ Π, 0 < c^′_2 ≤ c^′_3 < ∞,

0 < ω_0 ≤ ω(x) ≤ ω_1 < ∞, x ∈ Π.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 315 Budem takße predpolagat~, qto (sr. (1.6), (1.7))

ω ∈ ^H^1(O_β ), (8.4) i ∫ Ofi |∇ω|^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ Ofi |∇u|^2 dx+C(ε; ω) ∫ Ofi |u|^2 dx, (8.5) ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ^H^1(O_β ). 5. UsloviØ na vesovu¸ funkci¸. Pust~ η(x) – vewestvennaØ

izmerimaØ funkciØ v Π takaØ, qto (sr. (1.13)–(1.15))

η(x + nαe_1) = η(x), x ∈ Π, n ∈ Z, (8.6)

η(x) > 0, p. v. x ∈ Π, (8.7) ∫ Ofi η^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ Ofi |∇u|^2 dx + C(ε; η) ∫ Ofi |u|^2 dx, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ^H^1(O_β ). (8.8)

6. UsloviØ na magnitnyæ potencial. Pust~ A(x) = A1(x)e1 +

A_2(x)e_2, gde A_1(x), A_2(x) – vewestvennye izmerimye funkcii v

Π, priqem (sr. (1.1), (1.2))

A(x + nαe_1) = A(x), x ∈ Π, n ∈ Z, (8.9) ∫ Ofi |A|^2|u|^2 dx ≤ ε ∫ Ofi |∇u|^2 dx + C(ε; A) ∫ Ofi |u|^2 dx, ∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ^H^1(O_β). (8.10)

7. UsloviØ na obobwennyæ fflektriqeskiæ potencial. Pust~

dν^∘ – vewestvennyæ borelevskiæ zarØd v S lokal~no koneqnoæ

variacii, to est~ ∫ B |dν^∘| < ∞ (8.11) dlØ l¸bogo ograniqennogo borelevskogo mnoßestva B ⊂ S. Pust~, krome togo, zarØd dν^∘ γ_β -periodiqen: ∫ B+nβe1 dν^∘ = ∫ B dν^∘, n ∈ Z. (8.12)

316 R. G. XTERENBERG Opredelim lineænye nepreryvnye funkcionaly ℓ i ^ℓ nad klassami C_0(Π) i ^C(O_β) po sledu¸wim formulam:

ℓ[F ] := ∫ S F ∘ Ψ^{−1} dν^∘, F ∈ C_0(Π), (8.13)

^ℓ[ ^F ] := ∫ bΩfi ^F ∘ Ψ^{−1} dν^∘, ^F ∈ ^C(O_β). (8.14)

Zdes~ ^Ω_β := [−β/2, β/2) × [0, 1].

Zameqanie 8.4. Takoe neØvnoe opredelenie funkcionalov ℓ,^^ℓ

svØzano lix~ s nevozmoßnost~¸ v sluqae volnovoda obwego vida naprØmu¸ opisat~ povedenie obobwennogo fflektriqeskogo potenciala na granice ∂Π. V [18, p. 2.5] dan rØd zameqaniæ po fftomu povodu i privedeny primery, kogda takoe prØmoe opisanie vozmoßno. V qastnosti, esli granica volnovoda Π sostoit iz dvuh nepereseka¸wihsØ γ_α-periodiqeskih krivyh ȷordana, to suwestvuet vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu mnoßestvom funkcionalov ℓ i mnoßestvom vseh vewestvennyh borelevskih γ_α-periodiqeskih zarØdov v Π lokal~no koneqnoæ variacii.

Pust~, kak obyqno, 2dν^∘_± := |dν^∘| ± dν^∘. Analogiqno (8.13), (8.14) opredelim funkcionaly |ℓ|, |^ℓ| (po zarØdu |dν^∘|) i funkcionaly ℓ_±, ^ℓ_± (po zarØdu dν^∘_±). Oqevidno, 2ℓ_± = |ℓ|±ℓ, 2^ℓ_± = |^ℓ|± ^ℓ.

Na funkcionaly ℓ, ^ℓ nakladyva¸tsØ sledu¸wie usloviØ (sr.

(i)–(iii)):

(i^∘) Forma ∫ Π |∇u|^2 dx + ℓ_+[|u|^2], u ∈ H^1(Π) ∩ C_0(Π),

dopuskaet zamykanie v L_2(Π).

(ii^∘) Pri nekotorom a < 1 spravedlivo neravenstvo ℓ_−[|u|^2] ≤ a ∫ Π ⟨g∇u, ∇u⟩ dx + ℓ_+[|u|^2] + C ∫ Π |u|^2 dx, u ∈ H^1(Π) ∩ C_0(Π), a < 1, C = C(a; g, ℓ).

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 317 (iii^∘) Vypolnena ocenka

|^ℓ|[|u|^2] ≤ ε ∫ Ofi |∇u|^2 dx + sup_{x∈O} fi |u(x)|^2 + C(ε; ^ℓ) ∫ Ofi |u|^2 dx,

∀ε ∈ (0, 1), u ∈ ^H^1(O_β) ∩ ^C(O_β ). 8. Opredelenie operatorov. V gil~bertovom prostranstve

L_2(Π) rassmotrim kvadratiqnu¸ formu m_{λμ}[v, v] := ∫ Π ⟨g(D − A)η^{−1}v, (D − A)η^{−1}v⟩ dx + ℓ[|η^{−1}v|^2], Dom m_{λμ} := {v = ηu : u ∈ H^1(Π) ∩ C^{(λμ)}_0 (Π)}, λ = D, N, μ = D, N. (8.15)

V [18, p. 2.6] poØsneno, qto forma (8.15) plotno opredelena, poluograniqena snizu i dopuskaet zamykanie v L_2(Π). ZamknutaØ forma m_{λμ} poroßdaet v L_2(Π) samosoprØßennyæ operator M_{λμ}. Operator M_{DD} otveqaet zadaqe Dirihle v Π; operator M_{DN} (sootvetstvenno, M_{ND} ) otveqaet uslovi¸ Dirihle na l_− (sootvetstvenno, na l_+). Pri fftom uslovie na l_+ (sootvetstvenno, na

l_−) – estestvennoe. Operator M_{NN} otveqaet estestvennym krae-

vym usloviØm na vseæ granice ∂Π.

9. Osnovnoæ rezul~tat raboty otnositel~no operatora Xre-

dingera v dvumernom periodiqeskom volnovode sostavlØet sledu¸waØ

Teorema 8.5. Pust~ oblast~ Π udovletvorØet usloviØm 8.1, 8.2.

Pust~ izmerimaØ vewestvennaØ (2 × 2)-matrica-funkciØ g(x) podqinena usloviØm (8.1)–(8.5). Pust~ vewestvennaØ funkciØ η(x) udovletvorØet usloviØm (8.6)–(8.8), a vektor-funkciØ A(x) podqinena usloviØm (8.9), (8.10). Pust~ funkcionaly ℓ, ^ℓ opredeleny v (8.13), (8.14), i vypolneny usloviØ (8.11), (8.12), (i^∘)–(iii^∘). Pust~ kvadratiqnaØ forma m_{λμ} (gde λ i μ prinima¸t znaqeniØ D i N ) opredelena v (8.15), a forma m_{λμ} est~ zamykanie formy m_{λμ} v L_2(Π). Pust~ samosoprØßennyæ operator M_{λμ} v L_2(Π) poroßden formoæ m_{λμ}. Togda spektr kaßdogo iz qetyreh operatorov M_{DD}, M_{DN} , M_{ND} , M_{NN} absol¸tno nepreryven.

318 R. G. XTERENBERG

Zameqanie 8.6. 1) V [18] preobrazovanie Ψ ispol~zovalos~ dlØ

svedeniØ zadaqi v volnovode Π k zadaqe v polose S dlØ operatora togo ße vida, no s izmenennymi kofffficientami (sm. (7.9)–(7.12)). Pri fftom okazyvalos~, qto novye kofffficienty v polose S udovletvorØ¸t usloviØm, analogiqnym tem, qto byli vypolneny dlØ ishodnyh kofffficientov v volnovode Π. Zadaqa v polose S byla podrobno izuqena v rabote [22]. V [22] osuwestvlØlas~ periodizaciØ, i izuqenie vseh qetyreh kraevyh zadaq v polose svodilos~ k issledovani¸ zadaqi s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. Zatem periodiqeskiæ operator v L_2(S) raskladyvalsØ v prØmoæ integral po operatoram s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi, deæstvu¸wim v L_2(Ω_β ) i zavisØwim ot kvaziimpul~sa k ∈ R. Togda dokazatel~stvo absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra svodilos~ k ocenkam rezol~venty operatora v sloe pri bol~xih mnimyh znaqeniØh kvaziimpul~sa k ∈ C . �ti ocenki byli zaimstvovany iz [17, teorema 2.2]. Primenenie bolee toqnoæ teoremy 2.1 iz nastoØweæ raboty pozvolØet oslabit~ uslovie na magnitnyæ potencial.

2) HotØ, formal~no, uslovie (8.10) lix~ neznaqitel~no uluqxaet uslovie na magnitnyæ potencial, ispol~zovannoe v [18], ono obladaet suwestvennym preimuwestvom. Imenno, uslovie (8.10) invariantno otnositel~no teh zamen peremennyh, kotorye otobraßa¸t volnovod Π na polosu S. Ispol~zovannye ranee bolee ßestkie usloviØ takim svoæstvom ne oblada¸t, qto prihodilos~ preodolevat~, libo svØzyvaØ usloviØ na magnitnyæ potencial s konkretnym preobrazovaniem koordinat Ψ (kak ffto bylo sdelano v [18, uslovie (2.15)]), libo nakladyvaØ na volnovod bol~xie ograniqeniØ (sm. [18, p. 2.4]).

Literatura

1. L. Ahlfors and L. Bers, Riemann’s mapping theorem for variable metrics. —

Annals of Math. 72, No. 2, (1960) 385–404.

2. M. X. Birman, T. A. Suslina, Dvumernyæ periodiqeskiæ magnitnyæ gamil~tonian absol¸tno nepreryven. — Algebra i Analiz 9 (1997), vyp. 1, 32–48.

3. M. X. Birman, T. A. Suslina, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ dvumernogo periodiqeskogo magnitnogo gamil~toniana s razryvnym vektornym potencialom. — Algebra i Analiz 10 (1998), vyp. 4, 1–36.

4. M. X. Birman, T. A. Suslina, Periodiqeskiæ magnitnyæ gamil~tonian s peremennoæ metrikoæ. Problema absol¸tnoæ nepreryvnosti. — Algebra i Analiz 11 (1999), vyp. 2, 1–40.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ SPEKTRA 319

5. M. X. Birman, T. A. Suslina, R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ dvumernogo operatora Xredingera s del~ta-potencialom, sosredotoqennym na periodiqeskoæ sisteme krivyh. — Algebra i Analiz 12 (2000), vyp. 6, 140–177. Preprint ESI nu. 934 (2000).

6. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. Gos. izd-vo teh.-teoret. lit-ry, M. (1952).

7. T. Kato, TeoriØ vozmuweniæ lineænyh operatorov. Mir, M. (1972). 8. P. Kuchment, Floquet theory for partial differential equations. Birkhäuser Verlag,

Basel (1993).

9. P. Kuchment and S. Levendorskii, On the structure of spectra of periodic elliptic

operators. Preprint mp�arc 00–388 (2000), http://www.ma.utexas.edu/mp�arc

10. I. S. Lapin, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra dvumernyh periodiqeskih magnitnyh operatorov Xredingera i Diraka s potencialami iz klassov Zigmunda. — Probl. mat. anal., vyp. 22 (2001), SPbGU, SPb, 74–105.

11. V. G. Maz~Ø, Prostranstva S. L. Soboleva. Izd-vo Leningr. un-ta (1985).

12. A. Morame, Absence of singular spectrum for a perturbation of a two-

dimensional Laplace-Beltrami operator with periodic electromagnetic potential. — J. Phys. A: Math. Gen. 31 (1998), 7593–7601.

13. M. Rid, B. Saæmon, Metody sovremennoæ matematiqeskoæ fiziki. T.

4. Analiz operatorov, Mir, M. (1982).

14. M. Z. Solomyak, Spectral problems related to the critical exponent in the Sobolev

embedding theorem. — Proc. London Math. Soc. (3) 71 (1995), 53–75.

15. R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ dvumernogo magnitnogo periodiqeskogo operatora Xredingera s fflektriqeskim potencialom tipa proizvodnoæ ot mery. — Zap. nauqn. semin. POMI 271 (2000), 276–312.

16. R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra dvumernogo periodiqeskogo operatora Xredingera s poloßitel~nym fflektriqeskim potencialom. — Algebra i Analiz 13 (2001), vyp. 4, 196–228.

17. R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra dvumernogo magnitnogo periodiqeskogo operatora Xredingera s poloßitel~nym fflektriqeskim potencialom. — Trudy SPb mat. ob-va 9 (2001), 199–233.

18. R. G. Xterenberg, Operator Xredingera v periodiqeskom volnovode na ploskosti i kvazi-konformnye otobraßeniØ. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 295 (2003), 204–244.

19. E. Shargorodsky and A. V. Sobolev, Quasi-conformal mappings and periodic

spectral problems. University of Sussex at Brighton, Preprint no. 2001-07 (2001).

20. A. V. Sobolev and J. Walthoe, Absolute continuity in periodic waveguides. Uni-

versity of Sussex at Brighton, Preprint 2000-19 (2000).

21. T. A. Suslina, Absolute continuity of the spectrum of periodic operators of math-

ematical physics. — Journées équations aux d’erivées partielles, Nantes, 5-9 juin 2000.

22. T. A. Suslina, R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra magnitnogo operatora Xredingera s metrikoæ v dvumernom periodiqeskom volnovode. — Algebra i Analiz 14 (2002), vyp. 2, 159–206.

320 R. G. XTERENBERG 23. L. Thomas, Time dependent approach to scattering from impurities in a crystal.

— Comm. Math. Phys. 33 (1973), 335–343.

Shterenberg R. G. Absolute continuity of the spectrum of twodimensional periodic Schrödinger operators with strongly subordinate magnetic potential.

A two-dimensional periodic magnetic Schrödinger operator with variable metric is considered. It is shown that under the condition of strong subordination of the magnetic potential the spectrum of the operator is absolutely continuous. A similar result concerning the Schrödinger operator in a simply connected periodic waveguide is also formulated.

Postupilo 10 i¸lØ, 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail:roman@RS3759.spb.edu